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理论 物理 学 教程 》( 共 十 卷 ) 是 一 部 享誉 世界 的 理论 物理 学 巨著 ， 是 反 
映 经 典 物理 学 向 现代 物理 学 转变 的 里 程 碑 式 的 重要 著作 , 于 1962 年 获得 列 5 
奖 。 尿 著 为 俄 文 ， 现 已 有 十 余 神 文字 的 分 卷 译 本 ， 六 种 文字 的 全 着 译本 。 本 
教程 中 的 七 卷 是 由 诺 贝 尔 物 理学 奖 获 得 者 、 苏 联 科学 院 院士 、 伟 大 的 理论 物 
理学 家 几 . 到 .明道 和 他 的 学 生 、 苏 联 科 学 院 院 士 、 杰 出 的 理论 物理 学 家 
E . M . 覃 络 席 兹 在 20 世 纪 40 一 50 和 年代 陆 续 编 写 而 成 的 ， 另 外 三 卷 由 茧 弗 席 
益 和 俄罗斯 科学 院 院 士 几 . nn . 皮 塔 耶 夫 斯 基 等 人 按 朗 道 的 计划 在 60 一 70 年 代 
编写 完成 ， 后 经 不 断 补 充 完 善 ， 现 已 成 为 举世 公认 的 经 典 学 术 著 作 。 本 套 教 程 
ne 
宏观 的 各 个 领域 ， 各 卷 中 附 有 丰 昌 的 习题 及 解答 ， 是 学 习 理 论 物 理学 的 必 备 参 
考 书 。 

本 书 是 (理论 物理 学 教程 ;的 第 十 卷 ， 人 全面 详 细 地 论述 了 统计 非 平衡 系 
统 中 过 程 的 微观 理论 ， 特 别 着 重 于 阐述 基本 物理 概念 和 一 般 原 理 与 方法 。 全 
书 内 容 十 分 丰富 ， 除 了 对 和 8 音 的 气体 动 理 学 理论 给 予 足够 重视 外 ， 还 用 了 几 
章 篇 帆 充 分 论述 了 等 离 体 动 理学 理论 ， 此 外 对 介 电 体 、 人 金属 、 起 导体 、 量 子 
液体 以 及 相 变 理论 中 的 动 理 学 基本 现象 及 其 研究 方法 的 最 普遍 问题 也 进行 了 

本 书 可 作为 高 等 学 校 物 理 类 专业 的 本 科 生 和 研究 生 教材 ， 也 可 供 教 师 
及 其 它 相 关 学 科 的 科研 人 员 和 参考 
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《理论 物理 学 教程 ) 的 最 后 这 一 卷 用 于 论述 物理 动 理学 中 ,就 广义 而 言 ,应 该 
理解 为 统计 非 平 衡 系 统 中 过 程 的 微观 理论 . 

与 统计 平衡 系统 的 性 质 不 同 的 是 ,任何 物理 客体 中 的 动 理学 性 质 和 微观 相 
互 作用 特性 的 联系 要 更 加 紧密 得 多 .由 此 可 以 看 出 这 些 性 质 的 极其 多 样 性 以 及 
它们 的 理论 的 极其 复杂 性 . 因此 ,哪些 材料 应 该 进入 理论 物理 学 一 般 教 程 的 问 
题 ,就 变 得 不 那么 简单 了 . 

本 书 内 容 由 目录 可 清楚 了 解 . 这 里 仅 想 再 作 几 点 说 明 . 

气体 理论 通常 被 认为 是 动 理学 理论 的 最 简单 的 一 个 分 支 , 本 书 对 此 给 予 了 
相当 的 注意 . 书 中 用 了 几 章 篇 幅 来 论述 等 离 体 理论 ,这 不 仅 是 由 于 动 理学 理论 
的 这 个 分 支 本 身 在 物理 学 中 的 重要 性 ,而 且 还 因为 许多 等 离 体 动 理学 问题 已 经 
可 以 彻底 解决 ,给 动 理学 理论 的 一 般 方法 提供 了 大 有 教 益 的 例证 . 

固体 的 动 理学 性 质 尤 其 多 种 多 样 . 在 选择 相应 章节 的 材料 时 ,我 们 自然 须 
将 注意 力 仅 限于 那些 能 阐明 物理 动 理 学 基本 现象 及 其 研究 方法 的 最 普遍 问题 . 
这 里 应 当 再 一 次 着 重 指出 ,本 书 仅 是 理论 物理 学 教程 的 一 部 分 , 绝 无 打 算 将 本 书 
写成 固体 理论 教程 . 

本 书 肉 容 有 两 个 很 明显 的 不 足 : 没 有 包括 磁 过 程 动 理学 问题 以 及 与 快 粒子 
穿越 物质 相关 的 动 理 现象 理论 . 这 与 时 间 不 够 有 关 ,在 这 一 版 中 我 们 决意 容 巩 
这 些 不 足 , 以 使 这 本 书 的 出 版 不 致 更 加 延迟 . 我 们 可 以 期 望 虽 然 本 书 并 不 包含 
可 能 需要 的 一 切 内 容 , 但 我 们 相信 , 它 已 包含 的 全 部 内 容 对 读者 来 说 都 是 贷 有 兴 
趣 和 有 用 的 . 

这 卷 书 的 出 版 完成 了 列 夫 ， 达 维 多 维 奇 ' 调 道 四 十 多 年 前 拟定 的 计划 ， 整 
个 教程 由 下 列 十 卷 组 成 : 

第 一 卷 : 力 学 ， 


OD 英文 “kinetics” 现 订 名 为 " 动 理学 " , 专 指 研究 稀薄 流体 微观 粒子 (或 蕉 粒子 ) 运动 机 理 的 学 科 . 
曾 用 名 * 动 力学 " 易 与 经 典 力学 中 研究 物体 受 力 和 运动 状态 变化 规律 的 分 支 学 科 " 动 力学 ( dynamics) 相 
混 消 . 一 一 译 者 注 . 





第 二 卷 : 场 论 ， 

第 三 卷 :量子 力学 ( 非 相 对 论 理 论 )， 

第 四 卷 : 量 子 电 动力 学 ， 

第 五 卷 :统计 物理 学 工 ， 

第 六 卷 :流体 力学 ， 

第 七 卷 :弹性 理论 ， 

第 八 卷 :连续 介质 电动 力学 ， 

第 九 卷 :统计 物理 学 开 ( 凝 聚 态 理论 ) ， 

第 十 卷 : 物 理 动 理学 . 
应 该 注意 ,《 统 计 物 理学 卫 》 列 于 这 套 教程 中 第 九 卷 的 位 置 是 由 于 它 要 应 用 到 许 
多 流体 力学 和 宏观 电动 力学 的 知识 . 

这 套 教程 从 1973 年 开始 的 俄 文 新 版 本 到 现在 为 止 已 经 出 版 的 有 第 一 、 二 、 
三 五 九 、 十 各 卷 上 中. 第 七 卷 可 能 无 需 很 多 修改 就 可 再 版 以 前 出 版 的 名 为 《 相 
对 论 性 量子 理论 》 的 第 四 卷 ,将 从 中 删除 关于 弱 相 互 作用 和 强 相 互 作用 的 章节 ， 
不 久 将 作为 《量子 电动 力学 》 再 版 . 第 六 卷 和 第 八 卷 已 有 多 年 未 曾 再 版 ,需要 进 
行 相当 大 的 修改 和 补充 ,我 们 打算 在 近期 着 手 这 件 工 作 . 

A. DP. 安 德 列 耶 夫 ,P.H. 上 古 尔 日 ,B. .上 古 列 维 厅 ,IO. M. 卡 甘 ,M. MH. 卡 甘 诺 
夫 和 HH. M. 栗 绍 席 兹 曾 参 加 研讨 过 本 书 所 论述 的 若干 问题 , 谨 在 此 表达 我 们 的 


训 心 感谢 . 
有 1. II. 戈 里 科 夫 和 A. A. 和 鲁 哈 泽 通 读 过 本 书 手 稿 并 作 了 若干 评注 , 谨 在 此 表 
1978 年 11 月 
E.M. 票 弗 席 效 
玫 . II. 皮 塔 耶 夫 斯 基 


QD 目前 原著 新 版 本 已 全 部 出 齐 , 中 译本 将 由 高 等 教育 出 版 社 陆续 翻译 出 版 一 译 者 注 . 


符 号 


粒子 分 布 函数 所 第 一 至 六 章 ) : 按 动量 的 分 布 总 是 相对 于 dp. 

电子 的 和 声 子 的 分 布 函 数 -量子 态 占 有 数 n(p) 和 NN(k)( 第 七 , 九 至 第 
十 一 章 ) ; 按 动量 的 分 布 总 是 相对 于 d p/(2m 有 ). 

碰撞 积分 C, 线 性 化 碰撞 积分 并 . 

热力 学 量 :温度 7T, 压 强 P, 化 学 势 凡 ,粒子 数 密度 入, 粒子 总 数 . 人 人 总 体积 多 

电场 强度 五 ,磁感应 强度 B, 元 电荷 e( 电 子 电 荷 -~e). 

估计 时 采用 下 列 符 号 :特征 长 度 忆 ;原子 尺度 , 晶 格 常量 d; 平 均 自由 程 1; 声 
速 u. 

求 平均 由 角 括 号 (…) 或 在 字母 上 加 横 线 来 表示 . 

三 维 矢量 的 下 标 用 希腊 字母 a,B,… 表 示 . 

在 第 三 至 第 六 章 中 : 

电子 质量 m, 离 子 质 量 M. 

电子 电荷 -e, 离 子 电荷 ze. 

电子 和 离子 的 热 速 度 

vr =(T AL) on=(TLM) 


等 离 体 频率 
2. =(4nN.e/m)’”, 0 =(4mNize AM) 
德 拜 半径 
T 172 py 172 
“ -7 村 rE 
a =a "+a . 
拉 莫 尔 频率 wae = wa = 


引用 《理论 物理 学 教程 》 其 它 各 卷 中 的 章节 号 和 公式 号 时 : 

第 一 卷 =《 力 学 》, 俄 文 第 五 版 ,中 文 第 一 版 ,2007， 

第 二 卷 =《 场 论 》, 俄 文 第 八 版 ,中 文 第 一 版 ， , 
第 三 卷 =《 量 子 力学 ( 非 相 对 论 理论 )》, 俄 文 第 六 版 ,中 文 第 一 版 ， 


符 号 


第 四 卷 = 人 《量子 电动 力学 》, 俄 文 第 四 版 ,中 文 第 一 版 ， 

第 五 卷 =《 统 计 物理 学 1 了》, 俄 文 第 五 版 ,中 文 第 一 版 ， 

第 六 卷 =《 流 体力 学 》, 俄 文 第 五 版 ,中 文 第 一 版 ， 

第 七 卷 =《 弹 性 理论 》, 俄 文 第 五 版 ,中 文 第 一 版 ， 

第 八 卷 =《 连 续 介质 电动 力学 , 俄 文 第 四 版 ,中 文 第 一 版 ， 
第 九 卷 =《 统 计 物理 学 耳 ( 凝 聚 态 理论 )》, 俄 文 第 四 版 ,中 文 第 一 版 . 





列 夫 * 达 维 多 维 奇 朗 道 { 1908 一 1968 ) ”理论 物理 学 家 、 苏 联 科学 院 院士 、 
启 贝 尔 物 理学 奖 获得 者 。1908 年 1 月 22 日 生 于 今 阿 塞 拜 对 共和 国 的 首都 巴 库 ， 父 
蔷 定 工程 师 和 医生 。 朗 道 19 岁 从 列宁 格 勒 大 学 物理 系 毕业 后 在 列宁 格 勒 物理 技术 
研究 所 开始 学 术 生涯 。1929 一 1931 年 赴 德 国 、 瑞 士 、 和 荷兰、 英国、 比利时、 丹麦 
等 国家 进修 ， 特 别 是 在 哥本哈根 ， 曾 受益 于 玻 尔 的 指引 。1932 一 1937 年 ， 朗 道 在 
哈 尔 科 夫 担任 乌克兰 物理 技术 研究 所 理论 部 主任 。 从 1937 年 起 在 莫斯科 担任 苏联 
科学 院 物理 问题 研究 所 理论 部 主任 。 朗 道 非常 重视 教学 工作 , 曾 先 后 在 哈 尔 科 夫 大 
学 、 叶 斯 科大 学 等 学 校 教 授 理 论 物理 ， 撰 写 了 大 量 教材 和 科普 读物 。 

明道 的 研究 工作 几乎 涵盖 了 从 流体 力学 到 量子 场 论 的 所 有 理论 物理 学 分 支 。 
1927 年 明道 引入 量子 力学 中 的 重要 概念 一 一 密度 和 矩阵 ; 1930 年 创立 电子 抗 磁性 的 
量子 理论 ( 相关 现象 被 称 为 朗 道 抗 磁性 ， 电 子 的 相应 能 级 被 称 为 朗 道 能 级 )，1935 
年 创立 铁 磁性 的 磁 畴 理论 和 反 铁 磁性 的 理论 解释 ; 1936 一 1937 年 创立 二 级 相 变 的 
一 般 理论 和 超导体 的 中 间 态 理论 ( 相关 理论 被 称 为 朗 道 相 变 理论 和 朗 道中 间 态 结构 
模型 ); 1937 年 创立 原子 核 的 几率 理论 ; 1940 一 1941 年 创立 液 氨 的 超 流 理论 ( 被 
称 为 朗 道 超 流 理论 ) 和 量子 液体 理论 ; 1946 年 创立 等 离子 体 振动 理论 ( 相关 现象 被 
生 为 明道 阻尼 )，1950 年 与 金 效 堡 一 起 创立 超 导 理 论 ( 金 兹 堡 ~ 朗 道 唯 象 理论 ). 
1954 年 创立 基本 粒子 的 电荷 约束 理论 ，1956 一 1958 年 创立 了 费 米 液体 的 量子 理 
论 ( 被 称 为 朗 道 费 米 液 体 理论 ) 并 提出 了 弱 相 互 作用 的 CP 不 变性 。 

开道 于 1946 年 当选 为 苏联 科学 院 院士 ， 曾 3 次 获得 苏联 国家 奖 ， 1954 年 获得 
社会 主义 劳动 英雄 称号 ; 1961 年 获得 马克 斯 普 朗 克 奖 章 和 弗 里 茨 .伦敦 奖 ; 1962 
年 他 与 村 弗 席 兹 合 著 的 《理论 物理 学 教程 》 获 得 列宁 奖 ， 同年 , 他 因为 对 凝聚 态 物 
质 特别 是 液 氨 的 开创 性 工作 而 获得 了 诺 贝尔 物理 学 奖 。 朗 道 还 是 丹麦 皇家 科学 院 院 
士 、 街 兰 皇家 科学 院 院士 、 英 国 皇家 学 会 会 员 、 美 国 国 家 科学 院 院 士 、 美 国 国 家 艺 
术 与 科学 院 院士 、 英 国 和 法 国 物 理学 会 的 荣誉 会 员 。 





“ 朗 道 十 诫 ” 石 板 * 


1958 年 苏联 原子 能 研究 所 为 庆贺 朗 道 50 容 寿辰 送 给 他 的 刻 有 朗 道 在 物理 学 上 最 


的 10 项 科学 成 果 的 大 理 石 板 ， 这 10 项 成 果 是 : 
1. 量子 力学 中 的 密度 矩阵 和 统计 物理 学 ( 1927 年 ) 
2. 自由 电子 抗 磁性 的 理论 ( 1930 年 ) 
3. 二 级 相 变 的 研究 ( 1936 一 1937 年 ) 
4. 铁 磁 性 的 磁 畴 理论 和 反 铁 磁性 的 理论 解释 | 1935 年 ) 
5. 超导体 的 混合 态 理论 ( 1934 年 ) 
6. 原子 核 的 几率 理论 ( 1937 年 ) 
7. 氯 I 超 流 性 的 量子 理论 ( 1940 一 1941 年 ) 
8. 基本 粒子 的 电荷 约束 理论 ( 1954 年) 
9. 费 米 液体 的 量子 理论 ( 1956 年 ) 
10. 弱 相 互 作用 的 CP 不 变性 ( 1957 年 ) 





* Beccapa6 M A. Mannay: CTpaHwubl mW3Hn. MockBa: MockOBckui paG6ounim, 1988. 
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第 一 章 


气体 动 理 学 理论 


$1 分 布 函数 


这 一 章 论述 气体 动 理学 理论 四 ,只 考虑 由 电 中 性 原子 或 分 子 组 成 的 普通 气 
体 . 这 个 理论 的 研究 对 象 是 理想 气体 中 的 非 平衡 状态 和 过 程 . 应 该 注意 到 ,这 
里 理想 气体 是 指 稀薄 到 如 此 程度 的 气体 ,以 致 其 中 每 个 分 子 几乎 总 是 作 自由 运 
动 , 只 有 在 与 其 它 分 子 切 近 碰撞 时 才 发 生 相互 作用 . 换 句 话说 ,这 意味 着 分 子 间 
的 平均 距离 ?~N~'?(N 是 单位 体积 中 的 分 子 数 ) 杰 远大 于 它们 本 身 的 尺度 ,更 
精确 地 说 ,要 远大 于 分 子 间 力 的 作用 半径 d, 小 量 Nd ~ (d/r) 有 时 称 为 “气态 
参量 ”. 

气体 的 统计 描述 可 以 利用 气体 分 子 在 其 相 空间 中 的 分 布 邵 数 f(1,9,p) 来 实 
现 . 一 般 地 说 , 它 是 以 某 种 方式 选 定 的 分 子 的 广义 坐标 (其 总 体 用 9 表示 ) 和 相 
应 的 广义 动量 (其 总 体 用 p 表示 ) 的 函数 ,而 在 非 定 态 情况 下 , 它 还 是 时 间 : 的 函 
数 . 利用 dr = dgdp 来 表示 分 子 相 空 间 的 体积 元 ,这 里 约定 dg 和 dp 分 别 表示 全 
体 坐 标 和 全 体 动量 的 相应 微分 的 乘积 . 乘积 /dr 是 处 于 给 定 相 空间 体积 元 dr 中 
的 平均 分 子 数 , 也 就 是 说 ,具有 9 和 p 的 值 在 给 定 区 间 dg 和 dp 内 的 平均 分 子 
数 . 关于 这 个 定义 中 的 平均 概念 的 意义 ,我 们 将 在 后 面 再 来 论述 . 

虽然 函数 /总 是 理解 为 相 空间 中 的 分 布 密度 ,但 是 在 动 理学 理论 中 ,最 好 采 
用 适当 选择 的 变量 来 表达 ,这 些 变量 甚至 可 以 不 是 正则 共 斩 的 广义 坐标 和 动量 . 
让 我 们 首先 来 约定 这 个 选择 . 

分 子 的 平移 运动 总 是 经 典 的 . 它 由 分 子 的 质心 坐标 7r = (x,y,z) 和 整体 运动 
的 动量 p( 或 速度 v =p/m) 描 述 ， 在 单 原 子 气体 中 ,粒子 (原子 ) 只 有 平移 运动 . 
在 多 原子 气体 中 ,分 子 还 具有 转动 和 振动 自由 度 . 


四 ”简称 气体 动 理论 , 曾 用 名 “气体 分 子 运动 论 "一 一 译 者 注 . 
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气体 中 分 子 的 转动 实际 上 也 总 是 经 典 的 山 首先 , 它 由 分 子 的 角 动 量 矢量 
M 描述 . 对 于 双 原 子 分 子 , 这 就 足够 了 . 这 样 的 分 子 是 转子 , 它 在 垂直 于 矢量 M 
的 平面 内 转动 . 至 于 在 这 个 平面 中 分 子 轴 转动 的 角度 ,在 实际 物理 问题 中 ,可 
以 认为 分 布 函 数 与 它 无 关 , 也 就 是 说 ,在 上 述 平面 内 分 于 的 一 切取 向 都 是 等 概率 
的 . 这 个 情况 与 分 子 转动 时 角度 w 变化 迅速 有 关 , 它 的 起 源 可 以 解释 如 下 . 


9 的 变化 速率 (分 子 转动 角速度 ) 是 8g=0=M/I1. 这 个 速率 的 平均 值 是 2 ~ 
i/d, 其 中 d 是 分 子 的 尺度 ,而 5 是 线 速度 的 平均 值 . 但 是 不 同 分 子 具有 不 同 的 0 
值 ,它们 围绕 2 值 按 某 种 规律 分 布 , 因此 ,初始 时 具有 相同 w 的 分 子 很 快 形成 Y 
值 的 分 散 ; 发 生 所 谓 按 角度 的 迅速 “ 匀 化 ”. 假设 在 初始 时 刻 1=0 时 分 子 按 角度 
p =po( 在 从 0 到 27 区 间 内 ) 和 按 0 的 分 布 由 某 个 函数 f(y。o,0) 给 出 让 我 们 
从 其 中 分 出 不 依赖 于 wp 的 平均 值 f (02): 

f=f (0) +F "(po ,0), 


] 2 
fF(0) -于 上 pot) dopo 


因此 ,f (qo, 人) 是 po 的 周期 函数 ,其 周期 为 2mr ,平均 值 等 于 零 . 在 时 间 进 程 中 ， 
由 于 分 子 的 自由 转动 (p = 02t + po) ,分 布 函 数 按 下 列 方式 变化 : 

fl ,0,t) =FCD) +f (9 -1,0) 
(并 且 利 用 减 去 27 的 适当 的 整 倍数 的 方法 ,变量 p - 人 2: 可 以 认为 是 简化 至 从 0 
到 27 的 区 间 ). 在 时 间 进 程 中 ,f ' 变 成 随 0 愈 来 愈 快 振荡 的 函数 :特征 振荡 周 
期 是 AD ~27/t, 它 在 分 子 (两 次 碰撞 之 间 的 ) 平 均 自 由 运动 时 间 内 就 已 经 变 得 


远 小 于 Q 了 . 但 是 ,所 有 可 观察 物理 量 本 身 含 有 分 布 函数 按 2 的 某 种 平均 ;在 
这 种 平均 中 ,迅速 振荡 函数 ' 的 贡献 本 来 就 小 得 可 以 忽略 . 正 是 这 一 点 使 我 们 
能 够 用 对 角度 平均 的 函数 f (0) 来 代替 分 布 函 数 f( wp ,0). 

上 述 论 点 显然 具有 普遍 性 ,并 且 适 用 于 在 有 限 区 间 内 取 值 的 任何 迅 变量 
(相位 ). 

现在 回 到 分 子 的 转动 自由 度 ,我 们 注意 到 在 多 原子 气体 中 ,分 布 函 数 还 可 能 
依赖 于 另外 的 角度 ,它们 确定 着 分 子 轴 相对 于 矢量 M 的 固定 取向 . 例如 ,在 对 
称 陀螺 型 分 子 中 ,这 个 角度 是 M 和 陀螺 轴 之 间 的 夹 角 ( 旋 进 角 ) ;再 次 可 以 认为 
分 布 函 数 不 依 赖 于 陀螺 绕 其 本 身 轴 转动 和 这 个 轴 绕 M 旋 进 这 些 迅速 变化 着 的 


中 ”我 们 注意 到 ,要 使 转动 成 为 经 典 的 ,条 件 是 要 满足 不 等 式 " 刀 /27 << 了 (其 中 了 上 是 分 子 的 转动 惯 
量 ,7 是 气体 的 温度 ). 在 普通 气体 中 ,只 有 低温 下 的 氧气 和 饥 气 , 才 可 能 不 满足 这 个 条 件 ， 
* 本 书 采用 令 玻 尔 兹 曼 常 量 k=1 的 单位 , 故 这 里 的 温度 了 是 以 能 量 单位 量度 的 . 一 译 者 注 ， 


$1 分 布 函 数 ; 


角度 中. 

分 子 内 部 原子 的 振动 实际 上 总 是 量子 化 的 ,因此 分 子 的 振动 态 由 相应 的 量 
子 数 确定 . 然而 ,在 通常 条 件 下 (在 不 太 高 的 温度 下 ) ,振动 根本 不 能 激发 ,分子 
处 于 它 的 基态 (和 零点) 振动 能 级 . 

本 章 今后 将 用 符号 丁 来 表示 分 布 隧 数 所 依赖 的 除 分 子 质 心 坐标 (和 时 间 1) 
以 外 的 一 切 变 量 总 体 . 从 相 空 间 体 积 元 dr 中 分 出 因子 dV = dxdydz, 而 把 其 余部 
分 变换 为 所 用 变量 (并 对 分 布 函数 了 与 之 无 关 的 角度 进行 积分 ) 由 符号 d 广 表 
示 . 量 古 具有 一 个 重要 的 共同 特征 :它们 是 运动 积分 ,对 于 每 个 分 子 在 其 连续 两 
次 碰撞 之 间 的 自由 运动 期 间 内 (不 存在 外 场 时 ) ,保持 为 常量 ;但 每 次 碰撞 的 结 
果 ,一 般 说 来 ,这些 卫 量 会 发 生 改 变 . 相反 ,分 子 的 质心 坐标 x,y,z, 在 自由 运动 
过 程 中 当然 要 发 生 改 变 . 

对 于 单 原子 气体 , 量 古 是 原子 动量 p = me 的 三 个 分 量 ,因此 dT 厂 =dp. 对 于 
双 原 子 分 子 ,在 厂 中 除 动量 p 以 外 还 有 角 动 量 M, 相 应 微 元 dT 全 可 以 表示 成 下 列 
形式 : 

dT =27d pMdMdow (1.1) 
其 中 dov 是 对 于 矢量 M 方向 的 立体 角 元 包 .， 对 于 对 称 陀 螺 分 子 ,在 忆 中 同时 还 
有 M 和 陀螺 轴 之 间 的 夹 角 9, 于 是 微 元 dT 变 成 
d 太 =4T dpM dMdow deos 6 

(其 中 一 个 27 因数 是 由 于 对 陀螺 绕 其 轴 转 动 的 角度 积分 而 来 ; 另 一 个 2m 因数 
则 是 由 于 对 旋 进 角度 积分 而 来 ). 

积分 


[fir,T) dT = Nr) 


是 气体 粒子 的 空间 分 布 密度 ,NdV 是 体积 元 dV 中 的 平均 分 子 数 . 在 这 方面 , 必 
须 作 下 列 说 明 . 
这 里 说 到 无 穷 小 体积 元 dV ,其 实 所 指 的 并 不 是 数学 上 的 小 体积 ,而 是 物理 


QD ” 当 球 形 陀 螺 分 子 (例如 CH ) 转动 时 ,确定 分 子 相 对 于 方向 (与 角速度 纪 的 方向 一 致 ) 的 取向 
的 两 个 角度 始终 是 常数 。 当 不 对 称 陀螺 分 子 转动 时 ,由 转动 能 量 E, = Mi/(21) + Ms/(21) + Mi/(24) 
守恒 所 表达 的 角度 组 合 始终 是 常量 ， 这 里 轴 ,,M, ,MM, 是 矢量 M 在 分 于 的 转动 惯量 主轴 上 的 投影 ,而 1， 
,13 是 相应 的 主 转动 懒 基 . 

加 ” 按 下 州 方式 可 以 得 到 表达 式 (1.1)、 首 先 将 dr 写成 

dT =dip8(M: n)d’ Mdo, =dip8{( Mcos 9) M: dMdow dcos bgdp 

的 形式 ,其 中 do。= deos gdp 是 分 子 轴 方 向 的 立体 角 元 (9 是 分 子 轴 与 M 之 间 的 夹 角 ). 8 函数 表达 这 样 的 
事实 ,MM 只 有 两 个 独立 分 量 ( 相应 于 双 原 子 分 子 转动 自由 度 的 数目 ) : 角 动 量 用 与 分 子 轴 互相 垂直 ,将 上 
面 写 出 的 表达 式 对 dcos gdp 积分 ,就 得 到 (1. 1). 
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上 的 小 体积 , 即 这 样 的 空间 区 域 , 它 的 尺度 远 小 于 问题 的 特征 尺度 工 , 同 时 又 远 
大 于 分 子 的 尺度 . 换 句 话说 ,所 谓 某 分 子 处 于 给 定 体积 元 dy 中 ,这 个 断言 所 确 
定 的 分 子 位 置 至 多 只 能 准确 到 一 个 分 子 尺 度量 级 的 距离 。 这 个 情况 非常 重要 . 
假如 气体 粒子 的 坐标 可 以 精确 弛 确定 ,那么 当 比 如 说 单 原子 气体 的 两 个 原子 碰 
撞 时 ,就 会 按 确 定 的 经 典 轨道 运动 ,碰撞 的 结果 也 就 会 是 完全 确定 的 了 . 但 是 ， 
如 果 问 题 是 关于 ( 像 通常 在 气体 动 理 学 理论 中 那样 ) 发 生 在 给 定 的 物理 小 体积 
中 的 原子 碰撞 ,那么 由 于 原子 相互 的 精确 位 置 的 不 确定 性 ,碰撞 的 结果 也 将 是 不 
确定 的 ,因而 只 可 能 考虑 它 的 某 种 结局 的 概率 . 

现在 我 们 可 以 明确 规定 ,说 到 平均 粒子 数 密度 时 ,我们 指 的 是 按 上 述 物理 元 
穷 小 体积 元 的 平均 ,并 且 时 间 上 相应 地 也 是 按 粒 子 穿越 该 体积 元 的 时 间 这 样 的 
量 级 的 平均 . 

既然 用 来 确定 分 布 函 数 的 体积 元 的 尺度 远大 于 分 子 尺度 d ,那么 分 布 国 数 
发 生 显著 变化 的 距离 L 在 一 切 场合 应 该 同样 也 远大 于 d. 至 于 物理 无 穷 小 体积 
元 的 尺度 与 平均 分 子 间距 离 7 之 间 的 比值 ,一 般 地 说 可 以 是 任意 的 . 然而 ,由 分 
布 函数 所 确定 的 密度 的 性 质 会 由 于 这 个 比值 的 不 同 而 存在 差异 . 如 条 体积 元 
dy 的 尺度 不 是 远大 于 FF, 那么 密度 NN 就 不 是 宏观 量 :这 时 dy 中 粒子 数 的 涨 落 变 
得 可 与 粒子 数 的 平均 值 相 比较 . 只 有 当 密 度 NN 是 相对 于 包含 许多 粒子 的 体积 
dy 而 定义 时 , 它 才 变 成 宏观 量 ; 这 时 在 这 些 体 积 中 粒子 数 的 涨 落 相 对 来 说 较 小 . 
然而 显然 的 是 ,只 有 当 问 题 的 特征 尺度 工 同 样 也 满足 L>>7 的 条 件 时 ,这 样 的 定 
义 才 是 可 能 的 . 
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让 我 们 考虑 两 个 分 子 之 间 的 碰撞 ,其 中 一 个 分 子 的 本 值 在 给 定 区 间 d 矿 , 另 
一 个 分 子 的 丁 值 在 给 定 区 间 dTI, ,而 在 碰撞 后 分 别 获得 的 本 值 在 dT 和 和 dT", 区 
间 内 ,为 简洁 起 见 ,我 们 将 之 简称 为 初 值 为 矿 和 本, 而 结果 为 和 芽 ", 的 两 个 分 
子 的 碰撞 ,或 ,TT 一 T',T',. 气体 每 单位 体积 在 单位 时 间 内 这 种 碰撞 的 总 数 ， 
可 以 写成 两 个 因子 的 乘积 :每 单位 体积 中 的 分 子 数 f(t,r, 厂 ) dT, 与 其 中 任 一 分 
子 经 受 该 类 型 碰撞 的 概率 的 乘积 . 这 个 概率 总 是 正比 于 单位 体积 中 六 分 子 数 
Fiyry)d ,并且 正 比 于 磁 撞 后 两 个 分 子 丁 值 的 区 间 d 普 和 d 六 .因此 ,单位 
时 人 间 和 单位 体积 内 卫 , 了 ,一 六 ,三 磁 撞 数 可 写 为 

or Tr yadda Ce) 
由 此 以 后 函数 的 附 标 均 对 应 于 其 变量 本 的 附 标 :fi 三 f(t,7,T),f ' 二 f(t,r， 
厂 ') ,等 等 . 系数 w 是 其 所 有 变量 的 函数 D，wdT'dT 厂 ', 与 互 磁 分 子 相 对 速度 


中 w 中 初 态 (让 和 末 态 (/) 的 特征 从 右 向 左 书 写 ,w(f,i) ,对 应 于 量子 力学 中 的 习惯 . 
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v -1 绝对 值 的 比值 具有 面积 的 量 纲 , 即 为 有 效 碰撞 截面 : 
ES AY 
|e = 
假定 粒子 间 按 某 个 给 定 定 律 相 互 作用 ,函数 w 原则 上 只 能 通过 求解 粒子 碰 
撞 的 力学 问题 来 确定 . 然而 ,这 个 函数 的 某 些 性 质 亦 可 按 一 般 考虑 子 以 阐明 册 . 
大 家 知道 , 磁 撞 概率 具有 一 个 重要 性 质 , 它 是 根据 (经 典 的 或 量子 的 ) 力 学 
定律 的 时 间 反 演 对 称 性 得 出 的 ( 见 第 三 卷 , 8 144). 仿古 表示 量 丁 经 时 间 反 演 
所 得 到 的 值 ,这 个 操作 使 所 有 动量 和 角 动 量变 号 ,因此 , 若 卫 = (P,M), 则 矿 = 
( -p, -MI). 央 为 时 间 反 演 使 碰撞 “前 "状态 与 碰撞 "后 "状态 相交 换 ,于 是 
机 (2.3) 
我 们 注意 到 ,这 个 关系 式 保 证 在 统计 平衡 态 时 满足 细致 平衡 原理 . 根据 这 
个 原理 ,在 平衡 态 时 ,T, 厂 一 厂 ', 厂 " 的 碰撞 数 等 于 荆 "”, 1 一 了 ,T 的 碰撞 数 . 
确实 ,将 这 些 碰撞 数 表达 成 (2. 1 ) 的 形式 ,我 们 有 
wT ,TT,T,)ffodTdT dTdr, = 
I Si i i sd sh eR i ee i hi 
其 中 三 是 平衡 ( 玻 尔 兹 曼 ) 分 布 函 数 . 相 空 间 体 积 元 的 乘积 dTdT,dT'd 夏 ", 在 时 
间 反 演 下 不 变 ;因此 上 述 等 式 左右 两 边 的 微分 因数 可 以 省 略 . 其 次 , 当 用 -+ 上 和 蔡 
代 t 时 能 量 不 变 :s( 古 ) =e(T') ,其 中 a( 厂 ) 是 分 子 的 能 量 , 它 是 量 丁 的 限 数 . 
因为 (在 整体 静止 的 气体 中 ) 平 衡 分 布 函数 仅 依赖 于 能 量 ， 
f(T) =const. e "", (2.4) 
其 中 7 是 气体 的 温度 ,于 是 有 f(T) = 有 hh (TT ). 最 后 ,根据 两 个 分 子 碰撞 时 的 能 
量 守 恒定 律 ,有 &+e,=e' +e',， 因此， 
ffo = of wu， 和 本 人 


do dy arp. (2 


从 而 前 述 等 式 化 至 (2.3). 
当然 ,对 于 以 宏观 速度 下 运动 的 气体 ,这 个 论断 仍然 正确 . 这 种 情况 下 的 平 

衡 分 布 函 数 是 
f(T) =const。 exp| -人 


因为 碰撞 中 动量 守恒 p +p, =p' +p' ,等 式 (2.5) 继 续 适 用 2. 


Cum) 


QD 应 该 立即 着 重 指出 ,虽然 分 子 的 自由 运动 假定 为 经 典 的 ,但 这 绝 不 排除 其 碰撞 截面 应 由 量子 力 
学 确定 ;事实 上 ,通常 必须 这 样 来 确定 . 这 里 给 出 的 动 理 方程 的 整个 推论 不 依赖 于 函数 w 的 (经 典 的 或 量 
子 的 ) 性 质 ， 

团 ”通过 将 分 子 的 能 量 从 气体 静止 的 参考 系 Ko 变换 至 气体 以 速度 Y 运动 的 参考 系 :so (本 ) = 


e(F) -p .V+ 一 mV*( 比较 第 一 卷 ,(3.5)) ,就 可 以 由 (2.4) 得 出 公式 (2.6). 
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应 该 注意 到 ,等 式 (2.5) 仅 取决 于 作为 栈 的 函数 的 分 布 (2.4) 或 (2.6) 的 区 
数 形式 ,而 参量 TT 和 VV 可 在 气体 体积 内 变化 . 
细致 平衡 原理 也 可 以 用 稍微 不 同 的 形式 来 表达 . 为 此 ,在 进行 时 间 反 演 的 
同时 还 进行 空间 反 演 ,改变 所 有 坐标 的 符号 ， 如 果 分 子 不 具有 充分 对 称 性 , 则 在 
反 演 下 它们 “ 变 成 ”立体 异 构 分 子 , 因 而 不 可 能 使 它们 经 过 分 子 整 体 的 任何 转动 
而 与 这 些 立体 异 构 分 子 重合 . 中 换 句 话说 ,在 这 些 情 况 , 反 演变 换 就 意味 着 用 本 
质 上 不 同 的 (立体 异 构 的 ) 物 质 来 代替 原来 的 气体 ,而 关于 其 本 身 的 性 质 不 能 作 
出 任何 新 的 结论 . 然而 ,如 果 分 子 的 对 称 性 不 允许 有 立体 蜡 构 现象 , 则 在 反 演 下 
气体 照旧 相同 ,而 描述 宏观 均匀 气体 性 质 的 量 应 保持 不 变 . 
令 FT 代表 由 一 同时 经 过 时 间 反 演 和 空间 反 演 而 得 到 的 一 组 量 . 空间 反 演 
使 所 有 寻常 ( 极 ) 矢 量 ( 其 中 包括 动量 p) 变 号 ,而 使 轴 矢 量 ( 其 中 包括 角 动 量 M) 
保持 不 变 . 因此 , 若 生 = (P,M) , 则 FT = (P, -MH)， 于 是 除 (2.3) 之 外 ,我 们 还 
有 等 式 包 
本 和 
相应 于 等 式 (2.3) 两 边 函 数 w 的 牙 迁 过 程 被 称 为 互 为 时 间 反 演 的 . 它们 不 
是 严格 字面 意义 上 的 正 跃 迁 和 逆 跃 迁 ,因为 矿 和 厂 并 不 相同 然而 ,对 于 单 原 
子 气体 ,细致 平衡 原理 也 可 以 用 正 跃 迁 和 逆 跃 迁 的 术语 来 表达 . 因为 量 丁 在 这 
里 正好 是 原子 动量 的 三 个 分 量 , 于 是 厂 = 厂 ”=p ,而 由 (2.7) 我 们 有 
w(p’' ,PP iD) =w(p,Ppiip' ,Pp'). (2.8) 
这 是 字面 意义 上 的 “细致 平衡 ” :每 个 微观 碰撞 过 程 由 其 逆 过 程 所 平衡 . 
函数 w 还 满足 一 个 普遍 关系 , 它 不 依赖 于 时 间 反 演 对 称 性 . 这 个 关系 式 可 
用 量子 力学 术语 更 清楚 地 推导 出 来 ,所 研究 的 牙 迁 是 在 形成 离散 系列 的 状态 之 
间 的 跃迁 ;问题 是 在 给 定 的 有 限 体 积 内 运动 的 一 对 分 子 的 状态 . 众所周知 ,各 种 


碰撞 过 程 的 概率 幅 形 成 么 正 矩阵 5( 所 谓 散 射 矩 阵 或 5 矩阵 ). 么 正 性 条 件 是 : 
$+*5S =1, 或 用 标记 各 个 状态 的 矩阵 下 标 写成 显示 形式 : 
> SunSw = > SiS = Da 
特别 是 , 当 i = 时 ， | 
> 1S$.| =1. 


人 ”我们 注意 到 ,对 于 既 没 有 对 称 中 心 又 没有 对 称 平面 的 分 子 ,存在 立体 异 构 体 ， 

外” 如果 量 厂 中 也 包括 规定 分 子 转动 取向 的 变量 ,那么 在 反 演变 换 至 厂 或 "时 它们 也 应 按 一 定 
方式 变换 ， 例 如 ,对称 陀螺 的 旋 进 角 由 乘积 用 .nr 给 出 ,其 中 是 分 子 轴 的 方向 :这 个 量 在 时 间 反 演 下 和 
在 空间 反 演 下 都 变 号 . 





$3 玻 尔 兹 波动 理 方 程 “7. 


平方 |$..| 确 定 跃 迁 i_*n 的 碰撞 概率 了 ,而 上 述 等 式 只 不 过 是 概率 归 一 化 条 件 : 
从 给 定 初 态 的 所 有 可 能 跃迁 概率 之 和 等 于 1. 但 是 么 正 性 条 件 也 可 写成 $$ = 
1 ,其 中 因子 $ 和 51 的 次 序 相反 于 是 我 人 有 》 SS = 5%, 而 当 i=k 时 ， 


> | | 
即 , 跃 迁 至 给 定 终 态 的 所 有 可 能 路 迁 的 概率 之 和 也 等 于 1. 在 两 个 求 和 中 除去 
n =i 的 项 (无 状态 变化 的 跃迁 ) ,我 们 可 以 写 出 


2 ' 1s = 之 “13 
这 就 是 所 求 的 等 式 . 用 函数 w 表示 可 写成 下 列 形式 : 
f wr ,T'sT, Tdrar, = | en drdr (2.9) 


8$3 玻 尔 兹 受 动 理 方 程 


现在 让 我 们 来 推导 气体 动 理论 中 的 基本 方程 , 即 确定 分 布 函数 f(t,r, 矿 ) 的 
方程 . 

如 果 分 子 间 的 碰撞 可 以 完全 忽略 , 则 每 个 气体 分 子 会 构成 一 个 闭 人 台子 系统 ， 
而 刘 维 尔 定理 对 于 分 子 分 布 函 数 会 是 正确 的 ,根据 此 定理 


df _ 
j=0 (3.1) 


( 见 第 五 卷 , 83) ,这 里 全 导数 对 应 于 沿 分 子 的 相 轨 道 所 取 的 导数 ,分 子 的 相 轨 
道 由 分 子 的 运动 方程 确定 . 我 们 注意 到 , 刘 维 尔 定 理 适 用 于 定义 为 相 空 间 ( 即 正 
则 共 赤 变 量 一 一 广义 坐标 和 广义 动量 的 空间 ) 中 密度 的 分 布 函数 . 当然 ,这 并 不 
妨碍 本身 在 以 后 用 任何 其 它 变 量 来 表达 . 
在 没有 外 场 的 情况 下 ,自由 运动 分 子 的 量 三 保持 为 常量 ,而 只 有 其 坐标 r 
改变 ,于 是 
a (3.2) 


男 一 方面 ,如 果 气体 处 于 例如 作用 于 分 子 质心 的 外 场 VCr) 中 (譬如 说 重力 场 
中 ), 则 


YY .yf+P YL, (3.3) 





QD 对 于 较 长 的 时 间 t 平方 15, 正比 于 1, 而 当 除 以 + 之 后 给 出 单位 时 间 的 跃迁 概率 (比较 第 四 
卷 ,§ 64)， 如 果 初 态 粒 子 和 终 态 粒子 的 波 函 数 归 一 化 为 “每 单位 体积 中 1 个 粒子 ” ,那么 ,这 个 “概率 "应 
与 由 (2. 1) 所 定义 的 量 wdTdT, 具有 相同 的 量 岗 (体积 /时 间 )， 


二 第 一 章 ”气体 动 理 学 理论 


其 中 F= -VU 是 外 场 作用 于 分 子 上 的 力 . 
当 考虑 碰撞 时 ,等 式 (3. 1) 不 再 有 效 ; 分 布 函数 不 再 是 沿 相 轨 道 为 恒定 的 . 
代替 (3. 1) 应 该 写成 


由 _ 
Y C0), (3.4) 


其 中 符号 C( 有 表示 分 布 函 数 由 于 碰撞 引起 的 变化 率 :dVd 厂 . C(f) 是 相 空 间 体 
积 元 dVd 厂 中 单位 时 间 内 由 于 碰撞 引起 的 分 子 数 的 改变 量 . 利用 式 (3.2) ,方程 
(3.4) 可 写成 下 列 形 式 : 


Y= -Vf+C(f), 


这 个 方程 给 出 相 空 间 中 给 定点 分 布 函 数 中 的 总 改变 量 , 项 dVdT(v * VV 有) 是 给 
定 相 空间 体积 元 中 与 分 子 自由 运动 有 关 的 单位 时 间 内 减少 的 分 子 数 . 

量 C(P) 称 为 碰撞 积分 ,而 (3.4) 形 式 的 方程 一 般 称 为 动 理 方程 出 当然 ,只 
有 确立 了 碰撞 积分 的 形式 之 后 , 动 理 方 程 才 开始 具有 实际 意义 ， 现在 我 们 转 而 
讨论 这 个 问题 . 

当 两 个 分 子 碰撞 时 ,其 丁 值 发 生变 化 . 因此 ,一 个 分 子 所 经 受 的 每 次 碰撞 都 
使 它 转 移出 给 定 区 间 d 太 ;这 类 碰撞 称 为 “损失 ”. 单位 时 间 内 发 生 于 体积 dy 中 ， 
具有 一 切 可 能 T, ,TT', 厂 , 值 和 给 定 丁 值 的 碰撞 丁 , 一 T 厂 ', 矿 ,碰撞 总 数 等 于 
下 列 积分 


dyd 太 | we( TT fdr dr'dr 
然而 ,同时 还 有 这 样 一 些 碰撞 (“增益 ”) ,其 结果 使 原来 具有 初 值 位 于 给 定 区 间 
d 六 外 的 分 子 最 后 进入 该 区 间 . 这 些 是 碰撞 斑 " ,太一 三, ,依然 是 具有 一 切 可 


能 局, 太 ' ,六 值 和 给 定 栈 值 . 单位 时 间 内 发 生 于 体积 dy 中 的 这 类 碰撞 的 总 数 
等 于 


dvaT {wT,T, TT Ff dr Aar'ar’. 


从 增益 减 去 损失 ,因而 我 们 求 得 ,由 于 所 有 各 种 碰撞 的 结果 ,单位 时 间 内 有 关 分 
子 数 的 增加 量 是 
avaT | (wf fF" -wf ydr.dar’'dr 


这 里 为 简洁 起 见 , 令 
w=w(T' 太太) ,w=wv(T,T TT,T",). 站) 


9 亦 有 称 为 输 运 方程 的 ,不 过 似乎 更 恰当 的 是 ,将 任意 物理 量 通过 此 方程 (的 具体 形式 ) 求 平均 后 
所 得 宏观 方程 称 为 输 运 方程 ,然而 本 书 据 俄 文 版 将 一 律 译 为 动 理 方程 .一 一 译 者 注 . 
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因此 ,对 碰撞 积分 我 们 有 下 列表 达 式 : 
CO = joy -wff,) dr dmd 大 (3.6) 


在 被 积 函 数 的 第 二 项 中 ,对 dT"'dT', 的 积分 只 与 w 有 关 ; 因 为 因子 f,fi 并 不 依赖 
于 这 些 变量 .因此 ,这 部 分 积分 可 以 借助 于 么 正 性 关系 (2.9) 进 行 变换 .从 而 碰 
撞 积 分 变 成 下 列 形式 : 


C(f) = fw -fr ydr,dr’'dr’,, (3.7) 
其 中 两 项 都 含有 同样 的 因子 w'%. 
确立 了 碰撞 积分 的 形式 后 ,我 们 也 就 可 以 将 动 理 方程 写成 
Yo vf= wf f'n) dT drar", (3.8) 


这 个 积分 微分 方程 也 称 为 玻 尔 兹 量 方 程 , 它 是 动 理 学 理论 的 葛 基 者 路 德 维 希 ， 
玻 尔 兹 曼 于 1872 年 首先 推导 出 来 的 . 

平衡 统计 分 布 应 该 同样 满足 动 理 方程 . 这 个 条 件 事实 上 是 满足 的 . 平衡 分 
布 是 稳定 的 和 (在 没有 外 场 下 是 ) 均 匀 的 ;因此 ,方程 (3.8) 左 边 恒 为 堆 . 碰撞 积 
分 也 等 于 零 ,因为 根据 (2.5) 被 积 函数 为 零 . 当然 ,对 于 外 场 中 气体 的 平衡 分 布 
也 满足 动 理 方程 . 我 们 只 需 回 想起 动 理 方程 的 左边 是 全 导数 df/di, 对 于 仅 依 赖 
于 运动 积分 的 所 有 函数 /都 恒 为 零 ,而 平衡 分 布 仅 通过 运动 积分 一 一 分 子 的 总 
能 se( 丁 ) 来 表达 . 

在 动 理 方程 的 上 述 推导 中 ,分 子 碰撞 被 认为 基本 上 是 瞬时 的 ,并 发 生 在 空间 
一 特定 点 上 . 因此 显而易见 , 动 理 方程 原则 上 仅 允 许 我 们 探究 在 远 比 碰撞 期 间 
为 长 的 时 间 内 和 远 比 磁 撞 区 域 只 度 为 长 的 距离 上 分 布 函数 的 变化 . 这 些 距离 为 
分 子 力作 用 范围 4( 对 中 性 分 子 等 于 其 尺度 ) 的 量 级 ;碰撞 时 间 是 d/5 的 量 级 . 
这 些 值 给 出 能 够 用 动 理 方程 进行 讨论 的 距离 和 时 间 的 下 限 , 这 些 限 制 的 来 源 将 
在 $16 中 考虑 .然而 实际 上 ,对 于 系统 行为 的 这 种 详细 描写 ,通常 无 此 必要 ,也 
无 此 可 能 . 特别 是 因为 这 会 要 求 以 相同 精确 度 详 述 其 初 条 件 (气体 分 子 的 坐标 
和 速度 ) ,这 是 不 现实 的 . 在 实际 物理 问题 中 ,根据 问题 的 条 件 对 系统 强加 有 特 
征 的 长 度 工 和 时 间 7( 对 气体 宏观 性 质 来 说 ,特征 的 梯度 长 度 ,其 中 所 传播 声波 
的 波长 和 周期 ,等 等 ). 因此 ,在 远 小 于 这 些 L 和 7 的 距离 和 时 间 的 尺度 上 来 探 
究 系 统 的 行为 就 足够 了 . 这 就 是 说 ,物理 上 无 穷 小 的 体积 元 和 时 间 元 意 即 与 
和 7 比较 起 来 远 为 小 即 可 . 问题 的 初 条 件 也 是 对 这 些 体积 元 和 时 间 元 求 平均 的 
结果 . 


Q@ 借助 于 (2.9) 将 碰撞 积分 进行 变换 的 可 能 性 曾 由 斯 图 克 尔 伯 格 (E. C. G. Sttickelberg( 1952 ) ) 指 
出 过 . 
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对 于 单 原子 气体 , 量 栈 归结 为 动量 p 的 三 个 分 量 , 碰 撞 积 分 中 的 函数 w' 由 
(2.8) 可 以 用 w=w(p',p",;p ,pi) 代 替 . 然后 ,由 wd p'd'p', =vdc 利用 微分 碰 
撞 截 面 do (其 中 v= |v -v,|; 见 (2.2) ) 来 表达 这 个 函数 ,我 们 求 得 


C(f) = EG -ff )dod’p,. (3.9) 


由 于 项 数 ,从 而 由 (2.2) 所 定义 的 截面 do ,包含 表达 动量 和 能 量 守 恒定 律 的 
哺 数 的 因数 ,所 以 (对 于 给 定 p) 变 量 p,,p' 和 p', 事实 上 不 是 独立 的 . 然而 , 当 碰 
撞 积 分 用 (3.9) 的 形式 表达 时 ,我 们 可 以 假设 这 些 8$ 晒 数 已 经 通过 适当 积分 而 
消除 了 ,于 是 do 将 是 寻常 散射 截面 ,( 对 于 给 定 的 w ) 仅 依赖 于 散射 角 . 

对 于 气体 中 动 理 现象 的 定性 处 理 , 碰 撞 积 分 可 利用 平均 自由 程 !1 来 粗略 地 
估计 ,平均 自由 程 是 分 子 在 连续 两 次 碰撞 之 间 所 经 过 的 平均 距离 DB， 当 然 , 即 使 
它 的 定义 按照 所 考虑 的 动 理 现象 而 变化 , 它 也 是 仅 具 有 定性 意义 . 

平均 自由 程 可 以 用 气体 中 分 子 的 碰撞 截面 r 和 数 密度 N 来 表达 ， 如 果 一 
个 分 子 在 其 路 径 上 移动 单位 距离 , 它 与 体积 o( 截 面积 为 o 的 单位 长 度 的 柱 体 
的 体积 ) 内 存在 的 分 子 碰撞 ,这 个 碰撞 数 是 oN， 因此 

l~l1/No. (3.10) 
碰撞 截面 r ~ d ,其 中 d 是 分 子 的 尺度 . 分 子 数 密度 N ~7 ,rf 为 分 子 间 的 平均 
距离 ,我 们 求 得 

A ey ey 


因为 气体 中 7>>d, 所 以 平均 自由 程 ! >>T. 
比值 r ~ 1/5 称 为 平均 自由 时 间 . 对 于 碰撞 积分 的 粗略 估计 ,我 们 可 以 令 


-7(f-h). (3. 12) 


上 式 分 子 中 所 写 差 值 f -fh, 是 我 们 考虑 到 对 平衡 分 布 函 数 碰撞 积分 为 零 的 事 
实 . (3. 12) 中 的 负 号 表达 了 碰撞 是 建立 统计 平衡 的 机 理 , 即 它们 趋 于 使 分 布 函 
数 对 其 平衡 形式 的 偏差 减少 . 在 这 个 意义 上 ,对 于 在 气体 每 个 体积 元 中 建立 平 
衡 ,r 起 弛 阶 时 间 的 作用 . 


$4 五 定理 2 


让 气体 像 任 何 闭 合 宏观 系统 那样 不 受 干扰 , 它 将 趋向 平衡 态 . 相应 地 , 非 平 
衡 分 布 函 数 按 动 理 方程 的 演化 ,必然 伴随 气体 的 炉 增 加 ,我们 将 证 明确 实 如 此 . 


| 


(3.11) 





路 这 个 概念 应 归于 克 劳 修 斯 (R. Clausius{ 1858 ) ) ， 
加 ” 玻 尔 兹 曼 在 1872 年 引进 函数 及 ,其 定义 是 五 = | hn fdv. 





译 者 注 ， 





§4 五 定理 ne 


理想 气体 处 于 宏观 非 平衡 态 的 炉 , 由 分 布 函数 /描述 为 


S = jn favar (4.1) 
( 见 第 五 卷 ,$ 40). 这 个 表达 式 对 时 间 求 导数 ,我 们 有 
dS_ fro/amn®e i 

~ = [dvar = 由 fdvdT. (4.2) 


因为 气体 中 统计 平衡 的 建立 是 由 分 子 的 碰撞 实现 的 , 入 的 增加 必然 是 由 分 
布 函数 变化 中 的 碰撞 部 分 引起 的 . 另 一 方面 ,与 分 子 自由 运动 有 关 的 分 布 函 数 
变化 不 能 改变 气体 的 焙 . 因为 分 布 函数 中 的 这 部 分 变化 (对 处 于 外 场 U(r) 中 的 
气体 ) 是 由 方程 
Y= -9 YJ-E， +c 
右边 开头 两 项 给 出 的 . 它们 对 导数 dS/di 人 


- [nf -+ :站 _F. 2]avar = 


= |， 过 + nanr 


含有 导数 9/9r 的 项 对 dy 的 积分 ,可 通过 高 斯 定理 变换 为 面积 分 ;对 气体 整个 体 

积 的 积分 为 零 , 因 为 在 气体 所 占据 区 域外 f=0. 类 似 地 ,含有 导数 3/3p 的 项 对 

dp 的 积分 , 变 成 对 动量 空间 中 无 穷 远 曲面 的 积分 ,结果 同样 为 零 . 
ee 


= -|inf: cmdardy Che 
op 为 便于 以 后 的 应 用 ,我 们 将 推出 一 般 积 分 
[eT cD ar 


的 表达 式 ,其 中 p( 太 ) 是 变量 卫 的 任意 函数 . 对 于 (3.6) 形 式 的 碰撞 积分 ,我 们 
写 出 


fe (CT CDAT= {pw T, TT ,TF aT - 


了 [ow TT usT, TAT, 


其 中 为 简洁 起 见 , 令 d 厂 = dTdT,dT'dT',. 因为 这 里 是 对 所 有 变量 并 ,六 ,并 ， 
,进行 积分 ,我 们 可 用 任何 方式 重新 命名 这 些 变 量 而 不 改变 积分 值 . 在 第 二 个 
积分 中 将 工 ,TT, 和 二 ,大 对 换 ,我 们 得 到 


[eT cDar= fp -ee TF" aT. 
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这 里 再 作 变 换 丁 , 夏 司 T, ,了 " , 取 所 得 结果 与 上 式 之 和 的 一 半 , 并 注意 到 w 对 两 
个 碰撞 粒子 的 明显 对 称 性 ,我 们 得 到 下 列 变换 公式 : 


ecODar = 元 [pre -pp") wf dT. (4.4) 
特别 是 ,| C(/) dr =0; 这 里 利用 C(j) 的 表达 式 (3.7) ,我 们 有 


| coDar= fw -六 )d =0. (4.5) 
对 于 积分 (4.3)， en 4) 有 
四 下 人 


~ -村 人 w'f 'f ln d*T'dy = 





= | 人 an xd 有 dy， 
其 中 xz =f f/f. ne 5) 的 一 半 ,最 后 变换 为 


> =3 {wif (xin x - -x+1)d’TdV. (4.6) 


被 积 函 数 括号 中 的 函数 对 所 有 x >0 都 是 非 负 的 ; 当 x =1 时 它 为 零 ,在 该 点 两 边 
都 是 增加 的 . 根据 定义 ,被 积 函 数 中 的 因子 w',/ 和 上 睛 也 都 是 正 的 ， 于 是 我 们 获 
得 所 需 结 果 

ds 

0, (4.7) 
它 表 达 了 暗 增 加 定律 ;等 号 发 生 在 平衡 时 中 . 

我 们 注意 到 ,因为 (4.6) 中 的 (从 而 (4.3) 中 的 ) 被 积 函 数 是 非 负 的 ,所 以 不 
仅 对 drdy 的 整个 积分 (4.3) 是 正 的 ,而 且 只 对 d 的 积分 也 是 正 的 . 于 是 ,碰撞 
使 气体 每 个 体积 元 中 的 炳 都 增加 . 当然 ,这 并 不 意味 着 在 每 个 体积 元 中 精 本 身 
增加 ,因为 炉 可 以 由 于 分 子 的 自由 运动 而 从 一 个 区 域 传递 到 男 一 区 域 . 


$5 向 宏观 方程 的 转变 


玻 尔 兹 曼 动 理 方程 给 出 气体 状态 如 何 随时 间 变 化 的 微观 描述 . 我们 将 说 明 
怎样 能 把 动 理 方程 变换 成 通常 的 流体 力学 方程 ,它们 给 出 这 个 时 间 演 化 的 并 不 
那么 详细 的 宏观 描述 . 当 气 体 的 宏观 性 质 (温度 .密度 .速度 等 等 ) 在 其 体积 中 的 
变化 充分 缓慢 时 ,宏观 描述 是 适用 的 . 所 谓 缓 慢 指 的 是 :宏观 性 质 发 生 明 显 变化 
的 距离 尺度 工 必 须 远 大 于 分 子 的 平均 目 由 程 / 

我 们 早已 提 到 过 ,积分 


曲 ” 利 用 动 理 方程 证 明 毁 增加 定律 是 玻 尔 兹 曼 给 出 的 . 这 是 该 定律 的 首次 微观 证 明 . 当 应 用 于 气体 
时 ,该 定律 常 被 称 为 下定 理 , 因 为 玻 尔 兹 曼 用 符号 - 巨 表 示 炳 . 
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N(t,r) = |Ker, Pdar (5.1) 


是 气体 分 子 的 空间 分 布 密度 ;乘积 p = mN 相应 地 是 气体 的 质量 密度 . 气体 的 宏 
观 速 度 用 Y 表示 (与 分 子 的 微观 速度 w 对 比 ); 它 定义 为 分 子 微观 速度 v 的 平均 
入 / 


V =5 = vfdf. (5.2) 


碰撞 既 人 不 改变 碰撞 粒子 的 数目 ,也 不 改变 它们 的 总 能 量 和 总 动量 . 因此 很 
明显 ,分布 函 数 变 化 的 碰撞 部 分 也 不 能 影响 气体 每 个 体积 元 中 的 宏观 量 一 一 它 
的 密度 ,内 能 和 宏观 速度 Y: 对 于 单位 体积 气体 中 ,分 子 的 总 数 ,总 能 量 和 总 动 
量 ,其 变化 的 碰撞 部 分 由 为 零 的 积分 给 出 : 


| cCDar =0， | ecCDar =0， ecoDdr =0. (5.3) 


通过 对 积分 应 用 (4.4) 的 变换 ,分别 以 =1,e 和 pp 代入 ,就 很 容易 推导 出 这 些 
方程 ;第 一 个 积分 恒 等 地 为 零 , 男 两 个 积分 为 零 是 由 于 碰撞 中 能 量 和 动量 的 
守恒 . 

现在 让 我 们 以 动 理 方程 


Ui 二 
0 (CE (5.4) 


为 例 , 对 它们 首先 乘 以 m ,pgp 或 ,然后 对 d 太 积分 . 对 每 个 情况 ,右边 都 为 零 ,我 
们 得 到 下 列 方程 : 





8 

+vV:pV=0, (5.5) 
9 了 7 

ed (5.6) 

ot Oxg 

i 

一 - = 人 0. et: 

pe qg=0 Cy 


这 些 式 中 的 第 一 个 方程 是 流体 力学 通常 的 连续 性 方程 ,表达 气体 质量 的 守恒 . 
第 二 个 方程 表达 动量 守恒 ; 张 量 厅 s 定 义 为 


1s = | mwavafaT, C5 加 

它 是 动量 流 密度 张 量 ;其 分 量 问 。。 是 在 单位 时 间 内 穿 过 垂直 于 xs 轴 单 位 面积 的 
分 子 所 传递 动量 的 a 分 量 . 最 后 ,(5$.7) 是 能 量 守 人 恒 方程 ;矢量 4 定义 为 

9 = | war， (5.9) 


它 是 气体 中 的 能 流 密度 . 
然而 ,为 将 (5.6) 和 (5.7) 化 至 通常 的 流体 力学 方程 ,我 们 还 必须 将 Hw 和 4 
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用 宏观 量 来 表达 ， 前面 已 经 提 到 过 ,对 于 气体 的 宏观 描述 ,先决 条 件 是 其 宏观 性 
质 的 梯度 充分 小 . 因此 作为 一 级 近似 我 们 可 以 假设 ,在 每 个 个 别 区 域内 气体 达 
到 平衡 ,而 气体 整体 并 不 处 于 平衡 . 换 句 话说 ,假设 每 个 体积 元 中 的 分 布 函 数 / 
为 局 域 平 衡 的 ,等 于 对 该 体积 元 中 所 呈现 的 密度 温度 和 宏观 速度 的 平衡 分 布 函 
数 有 .这 个 近似 意味 着 忽略 气体 中 的 所 有 耗 散 过 程 ( 黏 性 和 热传导 ). 因此 方程 
(5.6) 和 (5.7) 自 然 地 化 为 对 于 理想 流体 的 方程 ,这 个 可 以 证 明 如 下 . 
气体 整体 以 速度 了 运动 的 区 域 中 的 平衡 分 布 与 静止 气体 中 的 分 布 仅 相差 
一 个 伽利略 变换 ; 当 变 换 至 随 气体 运动 的 参考 系 K' 时 ,我们 得 到 寻常 的 玻 尔 效 
曼 分 布 .这 个 参考 系 中 分 子 的 速度 v ' 与 原 参 考 系 中 的 v 以 o =v' + 丰 相 联系 . 
我 们 写 出 
厅 。。=mN4voys)》 = 

=mN((V, +v) (V+v's)) = 

=mN(V Vs + (vv'p) ); 
当 对 的 方向 求 平均 时 ,V.v's。 和 Vv 的 项 给 出 结果 为 零 ,因为 在 参考 系 K' 中 分 
子 速度 的 一 切 方 器 都 是 等 概率 的 . 根据 同样 理由 ， 


Cn' 0s) = ) dg, (5.10) 


热 速度 的 方 均值 是 (v”〉=37T/m, 其 中 7 是 气体 的 温度 . 最 后 ,因为 NT 等 于 气 
体 压 强 PP, 我 们 求 得 
厅 =pV.V, + 6,P, (5.11) 
这 是 理想 流体 中 对 于 动量 流 密 度 张 量 的 熟知 表达 式 ; 用 这 个 张 量 , 方 程 (5.6) 相 
当 于 流体 力学 中 的 欧 拉 方程 ( 见 第 六 卷 ,§ 7). 
为 了 变换 积分 (5.9) ,我 们 注意 到 在 参考 系 K 中 分 子 的 能 量 e 与 参考 系 KK' 
中 它 的 能 量 s' 之 间 的 联系 是 


ee=e +mV w+ my. 


将 这 个 表达 式 和 v =v' +V 代 入 gqg =N ev 中 ,在 求 乘积 ‘(Vv ') 的 平均 时 应 用 
(5. 10) ,我 们 有 


9 i +€ < | = 


A 7 -+P+Ne’) 


但 是 we" 是 每 单位 体积 气体 的 热力 学 内 能 ;而 Na’ +P 是 每 单位 体积 气体 的 热 
力学 烩 WO. 因此 ， 


中 熔 的 标准 符号 为 H. 一 一 译 者 注 . 


$6 微弱 不 均匀 气体 的 动 理 方程 “15 . 


wy( 呈 + 吓 ， (5.12) 


与 流体 力学 中 对 于 理想 流体 的 能 流 密 度 的 已 知 表达 式 一 致 ( 见 第 六 眷 , 86). 

最 后 ,让 我 们 考虑 动 理 方程 中 的 角 动 量 守 恒定 律 . 这 个 定律 仅 严格 适用 于 
气体 的 总 角 动 量 , 它 由 分 子 在 其 平 动 运 动 中 的 轨道 角 动 量 和 其 内 店 转 动 角 动 量 
M 所 组 成 ;总 角 动 量 密度 由 两 个 积分 之 和 给 出 : 


| [rxplar + | ad (5.13) 


然而 ,这 两 项 具有 不 同 数 量 级 .处 于 平均 距离 为 7 的 两 个 分 子 ,其 相对 运动 的 轨 
道 角 动量 是 m 六 的 量 级 ,但 内 让 角 动量 M ~ mzd, 后 者 远 小 于 前 者 ,因为 我 们 总 
有 d <<r. 

因此 ,自然 地 , 玻 尔 兹 曼 动 理 方程 相当 于 就 小 量 d/7 来 说 ,一 级 量 不 为 零 的 
近似 ,不 能 考虑 到 由 于 总 角 动 量 (5. 13) 两 部 分 之 间 的 交换 所 引起 的 轨道 角 动 量 
的 小 变化 .结果 是 玻 尔 兹 曼 方 程 使 气体 的 总 轨道 角 动 量 守 恒 : 表 达 动 量 守 和 恒 的 


方程 fpc ar =0 必然 意味 着 


[xpCCDar=rx {pcr =0. (5.14) 


这 个 性 质 的 理由 是 显然 的 :因为 ,在 玻 尔 兹 曼 方程 中 ,认为 磁 撞 是 在 一 点 发 生 的 ，. 
互相 碰撞 粒子 的 轨道 角 动 量 之 和 像 其 动量 之 和 一 样 也 是 守恒 的 . 为 了 推导 关于 
轨道 角 动量 变化 的 方程 ,有 必要 考虑 到 在 碰撞 时 刻 分 子 相互 处 于 有 限 距 离 这 样 
的 事实 所 引起 的 4/7 的 高 一 级 项 . 
然而 , 平 动 和 转动 自由 度 之 间 角 动量 交换 的 实际 过 程 可 以 用 

人- {mcar (5.15) 
形式 的 关系 通过 玻 尔 兹 曼 方程 来 描述 ,其 中 .1 是 分 子 的 内 豪 角 动 量 密度 . 因为 
两 个 分 子 的 内 店 角 动量 之 和 在 碰撞 中 不 需要 守恒 ,(5. 15 ) 右边 一 般 不 为 零 ,而 
给 出 .多 的 变化 率 ， 如 果 通 过 某 种 方法 在 气体 中 产生 不 为 零 的 角 动 量 密度 , 它 随 
后 的 弛 殉 将 用 (5. 15 ) 来 描述 . 
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为 了 考虑 到 微弱 不 均匀 气体 中 的 耗 散 过 程 ( 热 传导 和 竺 性 ) ,我 们 必须 ( 超 
出 上 节 所 讨论 过 的 近似 而 ) 求 助 于 高 一 级 近似 .我 们 不 再 认为 气体 每 个 区 域 中 
的 分 布 函 数 就 是 局 域 平衡 分 布 而 认为 是 f, 并 设 f 对 有 有 微小 偏差 , 且 令 


f=f,+8f, 8f= -一 (07 = (6.1) 
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其 中 8f 是 一 个 小 校正 (5 << 有 hh). 上 述 表达 形式 是 适当 的 ,从 其 中 可 分 出 因子 
- 0fo/98; 对 于 玻 尔 效 曙 分布, 这 个 导数 与 f。 本 喘 仅 相 差 一 个 因数 1/T. 校正 8f 
原则 上 必须 通过 求解 关于 校正 的 线性 化 方程 而 确定 外. 

孙 数 X 不 仅 必须 满足 动 理 方程 本 身 , 而 且 还 必须 满足 某 些 附加 条 件 . 原因 
是 ;f 是 相应 于 气体 的 粒子 数 密 度 ,能 量 密度 和 动量 密度 (有 关 体 积 元 中 ) 为 给 
定 值 的 平衡 分 布 郴 数 , 即 ,相应 于 积分 


| Adar， | ahdr， | mkdr (6.2) 


为 给 定 值 的 平衡 分 布 函数 . 非 平 衡 分 布 函 数 (6. 1) 必须 对 这 些 量 给 出 相同 值 ， 
即 ,用 了 和 态 时 ,积分 值 必须 相同 . 因此 ,函数 x 必须 满足 条 件 


|Axar=0， |Axedar=0， [hxpar =0. (6.3) 


必须 强调 指出 ,在 非 平衡 气体 中 ,即使 温度 的 概念 , 仅 当 对 积分 (6.2) 赋 予 特定 
值 时 , 才 变 成 明确 的 . 仅 当 气 体 作为 整体 处 于 完全 平衡 时 ,这 个 概念 才 变 得 元 全 
严格 ,为 了 在 非 平衡 气体 中 定义 温度 需要 有 补充 条 件 , 它 或 许 是 这 些 值 的 具体 
规定 . 
让 我 们 首先 变换 动 理 方程 (3.8) 中 的 碰撞 积分 ， 当 将 函数 (6.1) 代 人 时 ,不 
含 小 校正 X 的 项 相 消 , 因 为 平衡 分 布 使 碰撞 积分 为 零 . 一 级 项 给 出 
CO = 只 100 ， (6.4) 
其 中 1(X) 表 示 线 性 积分 算 符 : 
1020 = [wfo lx’ +x’, -xX -Xi) dT dr"dr". (6.5) 


这 里 我 们 应 用 了 方程 hf =f of "604; 因子 有 h 可 以 放 到 积分 号 外 面 ,因为 这 里 没有 
对 d 太 的 积分 . 

我 们 注意 到 ,对 于 以 下 函数 : 

X=const, X=const*e, X=p* SV, (6.6) 

积分 (6.5) 恒 为 零 ,其 中 8V 是 恒定 矢量 ;对 于 第 二 和 第 三 个 函数 ,这 个 结果 是 从 
每 次 碰撞 中 能 量 和 动量 守恒 得 出 的 . 函数 (6.6) 不 依赖 于 时 间 和 坐标 ,所 以 也 满 
足 动 理 方程 本 身 . 

这 些 解 的 来 源 是 简单 的 . 动 理 方程 对 于 具有 任何 (恒定 ) 粒 子 密度 和 温 
度 的 平衡 分 布 函数 是 恒 等 地 得 到 满足 的 . 因此 ,对 于 当 密 度 改变 SN 引起 的 
小 校正 


QD ” 动 理 方程 的 这 个 求解 方法 应 归于 恩 斯 库 格 (D. Enskog(1917)). 
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dj SN 
Wf = RN = 让， 
方程 也 必然 得 到 满足 ,这 给 出 (6.6) 的 第 一 个 解 . 类 似 地 ,对 于 当 温 度 了 改变 一 
恒定 小 量 587 所 引起 的 增 量 
dfo 
8/ = 53787， 
方程 也 必然 得 到 满足 。 导 数 8fh/9T 由 const x 有 h( 对 所 中 归 一 化 因数 求 导 引 起 
的 ) 的 一 项 和 正比 于 eh 的 一 项 构成 ;这 给 出 (6.6) 的 第 二 个 解 . 第 三 个 解 表达 
伽利略 相对 性 原理 ;平衡 分 布 函 数 必 须 满足 任何 其 它 惯 性 参考 系 中 的 动 理 方 程 . 
当 我 们 变换 到 相对 于 原 参 考 系 以 恒定 小 速度 8V 运动 的 参考 系 时 ,分子 的 速度 v 
变 成 g + 86V ,因此 分 布 函数 得 到 增 量 
i 
WE SV=-— 7P SV ，. 
相应 于 (6.6) 的 第 三 个 解 . 通过 应 用 (6.3) 的 三 个 条 件 排除 了 (6.6) 这 样 的 “ 寄 
生 " 解 . 

我 们 将 对 动 理 方程 的 左边 以 一 般 方 式 进行 变换 ,使 它 适 用 于 热传导 和 黏 性 
这 两 种 情况 . 这 就 是 我 们 容许 气体 中 出 现 宏 观 性 质 的 梯度 ,包括 宏观 速度 Y 的 
梯度 . 

静止 气体 (V =0) 中 的 平衡 分 布 函数 是 玻 尔 效 曼 分 布 ,我 们 写成 


fo “exp (2)， 1 6.7 


其 中 4 是 气体 的 化 学 势 ， 如 在 $5 中 早已 注意 到 的 ,运动 气体 中 的 分 布 与 (6.7) 
仅 相 差 速度 的 伽利略 变换 . 为 了 明确 地 写 出 这 个 函数 ,我 们 从 分 子 的 总 能 
z( 厂 ) 中 分 出 其 平 动 的 动能 : 


2 
se(T) = +em; (6.8) 


内 部 运动 能 s,,, 包 括 分 子 的 转动 能 和 振动 能 ， 用 vw -VV 代替 v ,我 们 求 得 运动 气体 
中 的 玻 尔 兹 曼 分 布 为 
让 exp 人 7 je -2 ): (6.9) 
在 微弱 不 均匀 气体 中 ,由 于 通过 气体 时 (和 和 时间 进 程 中 ) 其 宏观 性 质 : 速 
度 Y, 温 度 了 和 压强 P( 以 及 化 学 势 放 ) 的 变化 ,有 依赖 于 坐标 和 时 间 . 因为 假 
设 这 些 量 的 梯度 很 小 , (在 这 样 的 近似 下 ) 动 理 方程 左边 的 用 代 蔡 就 足 
够 了 . 
注意 到 我 们 真正 感 兴趣 的 动 理 系 数 并 不 依赖 于 速度 Y, 从 而 计算 可 以 稍微 
简化 . 因此 只 要 考虑 气体 中 任何 一 点 就 够 了 ,所 以 我 们 可 选择 Y 为 零 ( 当 然 , 其 
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导数 不 为 零 ) 的 点 . 
将 表达 式 (6.9) 对 时 间 求 导数 ,然后 令 了 =0 ,我 们 得 到 


工 吉 =[( 台 ) -es(D]T +( 汪 E+ .9V 


me 
di ot 


fh at oT 
利用 熟知 的 热力 学 公式 ， 
WM) -_ 2 
( 寻 ),= 和 ( 引 ),= 育 ， i 
其 中 w,s 和 1/N 是 每 个 气体 粒子 的 人 、 炉 和 体积 ,因此 
Te -eT, 1 9V 
六 at T N ot — +m a (6. 10) 
类 似 地 外， 
rev 下- = . YT+Ae VP+motgVog, C811.) 
其 中 为 简洁 起 见 , 引 进 








1 107。 aVv, 
V 。= 一 - ~ V =V. Vs 6.12 
人 | Be Ox, a ( ) 


在 (6. 11) 最 后 一 项 中 ,我 们 曾 作 了 恒 等 替换 


动 理 方程 的 左边 可 通过 将 表达 式 (6.10) 和 (6.11) 相 加 而 求 得 。 同 时 ,宏观 
量 对 时 间 的 所 有 导数 都 可 通过 理想 (无 黏 性 和 不 传 热 ) 介 质 的 方程 用 其 空间 梯 
度 来 表达 ;这 里 把 耗 散 项 包括 在 内 会 导致 高 阶 小 量 . 在 V=0 的 点 , 欧 拉 方 程 
给 出 


ay 1 1 
-VP=-—VP. | 
TY Ey (6.13) 
在 同一 点 ,连续 性 方程 给 出 3N/9: = -NV .VV, 或 者 
1oN_1l1aP 17__y.y, (6.14) 


No Po T ot 
这 里 用 了 理想 气体 的 物 态 方程 W = P/T. 最 后 ,由 烂 守恒 方程 9sM9t: +V* Vs= 
0, 给 出 3s/9t = 0 ,或 者 


=0，, > 


so 


其 中 用 了 热力 学 公式 


QD 公式 中 下 标 a,B,… 取 值 1,2,3, 分 别 对 应 于 矢量 和 张 量 沿 *,y,z 轴 的 分 量 ， 当 一 个 希腊 字母 下 
标 在 任何 一 项 中 出 现 两 次 时 ,总 是 理解 为 对 所 有 1,2,3 的 值 求 和 . 这 种 下 标 有 时 称 为 俐 标 . 一 一 译 者 注 . 
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O05) _c 9 __1 

(者 = 六 (请 = =- 记 ， 

这 里 c, 为 每 个 分 子 的 热 容 量 , 第 二 个 公式 与 理想 气体 有 关 ， 方程 (6. 14 ) 和 
(6. 15 ) 给 出 


二 lr._ Go. 
ET er h Pa ee (6. 16) 
(因为 对 于 理想 气体 6, -c=1). 
通过 简易 计算 即 可 得 到 
ajo , _ ae(T)-w . 
Te vh=31 V 了 + 
+ ayuVsY。a + 。 中 (6.17) 


必须 着 重 指 出 ,关于 热力 学 量 对 温度 的 依赖 关系 ,迄今 没有 作 任 何 特定 假设 ; 仅 
仅 应 用 过 理想 气体 的 一 般 物 态 方程 .对 于 分 子 具 有 经 典 转动 而 振动 未 激发 的 气 
体 的 情况 , 热 容量 不 依赖 于 温度 ,而 烩 是 由 

w =e,T. (6.18) 
于 是 (6.17) 中 最 后 一 项 可 以 简化 ; 令 (6.17) 与 (6.4) 相 等 ,我 们 写 出 动 理 方程 的 
最 后 形式 为 


© 





e(i)~ceT 
i 
在 以 下 两 节 中 ,将 就 热传导 和 黏 性 问题 而 对 这 个 方程 作 进一步 研究 . 
根据 业 增 加 原理 ,( 不 存在 温度 和 速度 梯度 的 情况 下 ) 压 强 梯度 并 不 导致 耗 
散 过 程 ( 比 较 第 六 卷 ,$49). 在 动 理 方程 中 ,这 个 条 件 必然 是 满足 的 ,如 (6. 19 ) 
左边 不 存在 压强 梯度 所 显示 的 . 
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为 了 计算 气体 的 热 导 率 ,我 们 必须 求解 带 有 温度 梯度 的 动 理 方程 .在 
(6. 19) 的 左边 仅 保 留 首 项 ,我 们 有 
a 
了 了 


。 V T+ {mov - So | =10). (6. 19 ) 


现在 要 寻求 下 列 形式 的 解 : 
X=g*:VvT, Er 
其 中 矢量 g 仅 依赖 于 量 厂 , 因 为 将 其 代入 (7.1) 后 ,结果 方程 两 边 都 有 因子 VT. 


中 假设 分 子 的 能 量 se( 矿 ) 以 其 最 低 值 为 起 点 量度 ;相应 地 , 略 去 了 w 中 与 温度 无 关 的 相 加 常量 。 
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既然 方程 对 任何 矢量 Y 7 都 必须 成 立 ,方程 两 边 Y 7 的 系数 必须 相等 ,从 而 我 们 
得 到 对 于 8 的 方程 


本 (上 上 一 站 三 
i Cr:3) 


它 并 不 含有 VT( 从 而 不 含有 对 坐标 的 任何 明显 依赖 关系 ). 
函数 X 还 必须 满足 条 件 (6.3). 对 于 (7.2) 形 式 的 X,(6.3) 的 头 两 个 条 件 必 
然 是 满足 的 ,这 由 下 列 事实 显然 可 以 看 出 :方程 (7.3) 不 含有 任何 这 样 的 矢量 参 


量 ,它们 会 给 出 恒定 矢量 方向 , 即 积分 | Agdr 和 | Aiegdr 的 方向 ， 第 三 个 条 件 
对 (7. 3 ) 的 解 强加 一 个 补充 条 件 : 
[fv gdr=0 (7.4) 


如 果 动 理 方程 已 经 解 出 ,函数 X 已 知 , 则 热 导 率 可 以 通过 计算 能 流 而 确定 ， 
确切 地 说 ,通过 能 流 的 耗 散 部 分 来 确定 . 这 部 分 不 是 简单 归 因 于 运 流 的 能 量 传 
递 ,我 们 将 用 4 "来 表示 . 气体 中 不 存在 宏观 运动 时 ,4 等 于 积分 (5.9) 所 给 出 的 
总 能 流 9g， 当 f= 时 ,这 个 积分 恒 等 于 零 , 因 为 对 v 的 方向 积分 为 零 的 缘故 因 
此 ,将 (6.1) 的 了 代入, 剩 下 的 是 


] 
g=7 fixedr = fev(g: v7), 
或 者 用 分 量 写 出 得 
du = ~ Kap? Kag = -到 [foev,godT. (CT.S) 
B 


因为 处 于 平衡 的 气体 是 各 向 同性 的 ,其 中 没有 任何 从 尤 方向 , 张 量 ke 只 能 
用 单位 张 量 8。 表 达 , 即 它 简化 为 一 个 标量 : 


Kg = Kg, K = Kl3. 
因此 能 流 是 
q=-xYvT7, (7.6) 
其 中 标量 热 导 率 是 
ee 0 


动 理 方程 必然 使 这 个 量 为 正 ( 见 $9) :能 流 4 必然 与 温度 梯度 的 方 品 相反 . 
在 单 原子 气体 中 ,速度 v 是 函数 8 所 依赖 的 唯一 矢量 ;因此 ,显然 的 是 这 个 
隐 数 必须 具有 下 列 形式 


g= 8(v) (7.8) 


在 多 原子 气体 中 ,g 依赖 于 两 个 矢量 :速度 v 和 角 动 量 M. 如 果 分 子 的 对 称 
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性 不 容许 立体 异 构 现 象 ,碰撞 积分 是 反 演 不 变 的 ,因而 方程 (7.3) 也 是 反 演 不 恋 
的 ;类 似 的 解 X 也 必须 是 反 演 不 变 的 . 换 句 话说 ,X =g* YT 必须 是 一 个 真 标 
量 , 同 时 因为 V7 是 一 个 真 矢量 ;所 以 函数 g 也 必须 是 真 拓 量 . 例如 ,在 双 原 子 气 
体 中 , 量 丁 恰好 是 s 和 4M ,函数 8( 太 ) 具 有 形式 
g=vg! +M(v :+ M)g, +(v xM)pg,, (7.9) 
其 中 g, ,ga ,8; 是 标量 变量 vo”,M?, (vs . M) 的 标量 函数 ;这 是 从 真 矢量 v 和 尾 矢 
量 M 所 能 构造 的 真 矢量 的 最 一 般 形 式 . 外 
然而 ,如 果 物 质 是 立体 蜡 构 体 ,没有 任何 反 演 不 变性 :如 在 $2 中 早已 提 到 
过 的 , 反 演 于 是 将 气体 “变换 "为 基本 上 不 同 的 物质 ， 因此 ,函数 X 也 可 能 包含 错 
标量 项 ,而 函数 g 也 可 能 包含 以 矢量 项 (例如 ,形式 为 g,M 的 项 ). 
求解 动 理 方程 (以 /接近 于 所 的 假设 为 基础 ) 的 上 述 方法 ,其 适用 条 件 可 通 
过 按 (3. 12) 估计 碰撞 积分 而 弄 清 楚 . 一 个 分 子 的 平均 能 量 是 ~ 了 ,因而 对 
(7.3) 两 边 的 估计 给 出 5~g/rT ~ gi/1, 由 此 g ~l 因此 ,条 件 X/T~glv TI/ 
7 <<1( 相 当 于 8f <<fh) 表 明 温 度 经 历 显著 变化 的 距离 L( |V 7T| ~ 7/L) 必 须 远 
大 于 1. 换 句 话说 ,(6.1) 形 式 的 范 数 万 是 按 小 比值 VL 的 寡 展 开 时 动 理 方程 级 
数 展开 解 的 首 项 . 
用 g ~i 对 (7.7) 的 估计 给 出 
Kk~ceNiv, 人 二 
其 中 *e 是 气体 每 个 分 子 的 热 容 . 这 是 气体 动 理学 理论 中 众所周知 的 基本 公式 
( 见 36 页 的 脚注 四 ). 令 1~LNc,c~1 和 5~ VY(T/m) ,我 们 有 


二 Ea 
oNm 


在 这 个 估计 中 ,截面 o 与 分 子 的 平均 热 速率 有 关 , 而 在 这 种 意义 上 可 认为 
是 温度 的 函数 . 截面 一 般 随 速率 的 增加 而 减 小 ,因此 ,co 是 温度 的 减 函数 . 当 温 
度 不 太 低 时 ,气体 分 子 定性 上 表现 得 像 硬 弹 性 粒子 , 仅 当 它 们 直接 碰撞 时 才 发 生 
相互 作用 . 这 种 类 型 相互 作用 相当 于 随 速 率 ( 因此 随 温度 ) 仅 略微 变化 的 碰撞 截 
面 . 在 这 些 条 件 下 ,x 近似 正比 于 YT. 

在 给 定 温度 ,由 (7. 11) 看 出 热 导 率 不 依赖 于 气体 密度 , 亦 即 ,不 依赖 于 压 
强 . 必须 强调 ,这 个 重要 性 质 与 用 以 作出 估计 的 假设 无 关 , 而 是 玻 尔 兹 曼 动 理 方 
程 的 一 个 严格 推论 ;由 于 这 个 方程 仅 考虑 到 分 子 间 的 对 碰撞 (因此 ,平均 自由 程 
反比 于 气体 密度 ) 的 结果 . 


个” 对 于 转动 分 子 气体 , 玻 尔 兹 曼 方 程 的 解 最 早 是 由 卡 甘 和 阿 法 纳 斯 耶 夫 (IO. M. Karak ,A. M. 
AaracbeaB{ 1961 ) ) 讨 论 的 . 
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$8 气体 中 的 忒 性 


气体 的 黏度 山 可 以 类 似 于 求 热 导 率 那样 通过 动 理 方程 来 计算 . 唯一 差别 是 
产生 对 平衡 的 偏差 的 原因 不 是 温度 梯度 ,而 是 气流 在 宏观 运动 速度 Y 方面 的 不 
均匀 性 . 这 里 再 次 假设 问题 的 特征 尺度 上 >>1. 

众所周知 ,存在 两 类 黏 性 ,相应 系数 通常 用 7 和 《来 表示 . 它们 被 定义 为 黏 
性 应 力 张 量 o's 中 的 系数 ,o's 形成 动量 流 密度 张 量 的 一 部 分 : 

Hs = PB +pVV, -an (8.1) 
co =2n (Vs -了 uv yj ras (8.2) 


其 中 Vs 由 (6.12) 定 义 ( 见 第 六 卷 ,§$ 15). 在 不 可 压缩 流体 中 , 仅 出 现 黏度 7. 
“第 二 黏度 "在 V .Vz#0 的 运动 中 出 现 . 方便 的 是 分 别 计算 这 两 个 系数 . 
从 一 般 动 理 方程 (6. 19) 中 省 略 温度 梯度 项 ,我 们 可 以 写 出 
| (8.3) 


其 中 在 左边 已 将 含有 第 一 黏度 和 第 二 黏度 的 项 分 开 . 在 计算 第 一 符 度 时 ,我 们 
必须 假设 Y. Y=0. 所 得 到 的 方程 可 以 恒 等 地 重新 写成 


m (vor -了 so] = I) , (8.4) 
其 中 左边 两 个 张 量 因 子 具 有 零 迹 . 
现在 来 求 这 个 方程 的 下 列 形式 的 解 : 
i [> 


其 中 gs( 丁 ) 是 一 对 称 张 量 ;因为 迹 V。 =0, 通 过 对 ge 加 上 含 wm 的 项 总 可 以 保 
证 g。。=0 而 不 改变 X， 关于 go 的 方程 是 
m (vo0g -Suz] 三 天 六) (8.6) 


补充 条 件 (6.3) 必 然 目 动 满足 . 
动量 流 作 为 积分 (5.8 ) 由 分 布 函数 计算 . 所 需求 的 动量 流 部 分 , 即 黏 性 应 力 
张 量 是 


t 


nt 
0 p= -| oafaxar = mip Vy (8.7) 


nt 
Nagys ”有 [favarvagrdT. (8. 8) 


量 mso 形成 一 个 四 阶 张 量 ,对 下 标 对 a,B 和 7,6 为 对 称 ,而 y,6 对 的 缩 并 给 


中 ”黏度 , 亦 称 黏 性 系数 . 一 一 译 者 注 . 
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出 零 . 由 于 气体 是 各 问 同 性 的 ,这 个 张 量 只 能 用 单位 张 量 je 来 表达 . 满足 这 些 
条 件 的 表达 式 是 


2 
mon = | dor dps + 88w -3805,s|. 


于 是 o's =27nVws, 所 以 是 所 需求 的 标量 黏度 . 它 通过 将 张 量 按 下 标 对 qa,y 和 
B,6 的 缩 并 来 确定 : 


7 
条 二 -07 | ravagefodT. (8.9) 


在 单 原 子 气体 中 ,gs 仅 是 矢量 v 的 函数 ， 具有 零 迹 的 这 种 对 称 张 量 ,其 一 般 

形式 是 
Bop = (wm — 3607 )elo), (8.10) 

带 有 单一 标量 函数 g(v). 在 多 原子 气体 中 , 张 量 gs 由 许多 变量 ,包括 两 个 天 量 v 
和 M 组 成 ,不 存在 立体 异 构 性 的 情况 下 ,gs 可 以 仅 包 括 真 张 量 项 ,在 立体 异 构 
性 气体 中 , 厢 张 量 项 也 是 可 能 的 . 

黏度 的 一 个 估计 ,类似 关 于 热 导 率 估 计 (7. 10) ,给 出 气体 动 理学 理论 中 熟 
知 的 初级 公式 


nn ~ moNl; (8.11) 
见 对 36 页 的 脚注 @@. 我 们 发 现 , 温 度 传导 率 和 运动 黏度 原来 具有 相同 量 级 : 
x/(Ne,) ~n/(Nm) ~i. (8.12) 
在 (8.11) 中 令 1~1/No 和 5~(T/m))'”“, 我 们 得 到 
Ny (8.13) 


$7 中 关于 x 对 压强 和 温度 的 依存 关系 的 描述 也 完全 适用 于 黏度 ? 的 情况 . 
为 了 计算 第 二 黏度 ,我们 必须 选择 动 理 方程 (8.3) 左 边 第 二 项 不 为 零 的 
情况 : 


(车 -人 2)v .VV =1(x). (8.14) 

我 们 将 寻求 下 列 形式 的 解 : 
Men VY (8.15) 

对 于 函数 g 得 到 下 列 方程 : 


mv _e(T) _ 
3 网 =1(g). (8.16) 


计算 应 力 张 量 并 与 表达 式 *8。。VY .YY 比较 ,给 出 第 二 黏度 为 
天 二 -| ed (8.17) 
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在 单 原 子 气体 中 ,e( 万 ) = ma ec =3/2, 从 而 (8. 16) 左 边 为 零 . 由 方程 


1 g) =0, 于 是 表明 g =0, 从 而 =0. 因此 ,我 们 得 出 结论 : 单 原 子 气体 的 第 二 黏 
度 为 零 .由 


习 题 
对 于 极端 相对 论 性 粒子 组 成 的 气体 . 证 明 其 第 二 黏度 为 零 ( HH.M. 


XamaTHHKOB ,1955 ) . 

解 :在 参考 系 K 中 . 气体 以 ( 非 相 对 论 性 ) 速 度 了 运动. 一 个 相对 论 性 粒子 
的 能 量 为 e. 在 气体 静止 的 坐标 系 天 ' 中 . 粒子 的 能 量 为 e'. 两 者 的 关系 为 &' = 
上 - 忆 . 隐 ,其 中 已 是 粒子 在 参考 系 开 中 的 动量 ,这 是 洛 伦 兹 变换 公式 ， 其 中 高 于 
V 一 阶 的 项 省 略 了 .在 参考 系 开 中 的 分 布 函数 是 万 (e - 忆 . VV), 其 中 fo(e') 是 
玻 尔 兹 受 分 布 . 

仅 考 虑 黏度 时 ,我 们 可 以 立即 假设 除 速 度 只 的 梯度 外 ,其 它 所 有 宏观 量 的 
梯度 都 为 零 , 并 且 3V/9t =0, 而 (6.10) 中 最 后 一 项 变 为 零 思 .在 (6. 11) 中 . 开头 
两 项 也 不 存在 . 而 第 三 项 变 为 


aV, 
Dv * Vv(p V) i = vw PalVop; 
v 和 的 方向 相同 ,所 以 psvs =Pgv。 $6 中 所 用 形式 的 连续 性 方程 和 炉 守 履 方 


程 , 在 相对 论 性 气体 的 (以 小 速度 VY) 运 动 中 仍 保持 有 效 . 因此 ,公式 (6.16) 也 保 
持 有 效 . 于 是 动 理 方程 变 成 


(Pa ~ Boa) Ya =10). 
在 第 二 哉 度 的 问题 中 ,我 们 必须 令 Vog = 本 SuV .了 ,于 是 

LA 

bE 二 V =1(X). 
在 极端 相对 论 性 气体 中 ,vc,s =cp, 而 热 容 c, =3( 见 第 五 卷 , 544, 习 题 ); 于 是 
方程 左边 为 零 ,因此 XX 为 零 . 


@ 必须 强调 这 些 气体 是 在 气态 参量 Nd 对 应 于 玻 尔 兹 曼 方程 的 近似 下 进行 处 理 的 (在 此 近似 下 7 
不 依赖 于 密度 )， 在 高 阶 近 似 下 (“位 力 展开 "中 随后 的 项 ; 见 $ 18) ,的 确 出 现 非 零 恭 度 t. 另外 的 重要 点 
是 粒子 能 量 对 动量 的 平方 依赖 关系 :在 相对 论 性 “ 单 原 子 " 气 体 中 . 第 二 藕 度 已 不 为 零 (虽然 它 在 男 一 极 
限 情况 ,极端 相对 论 性 情况 下 重新 变 为 零 , 见 习题). 

加 ”为 避免 误解 ,可 以 提 及 相对 论 性 气体 中 于 强 梯 伐 对 热传导 能 流 有 贡献 ( 见 第 六 卷 , § 126). 
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$9 动 理 系 数 的 对 称 性 


对 于 稍微 偏离 平衡 的 系统 , 热 导 率 和 黏度 属于 控制 其 弛 驳 过 程 的 量 . 这 些 
量 称 为 动 理 系 数 中 ,满足 昂 萨 格 对 称 原理 多. 这 个 原理 可 以 一 般 形 式 于 以 确立 ， 
无 需 讨 论 特殊 弛 物 机 理 . 然而 ,在 根据 动 理 方程 对 动 理 系数 的 特定 计算 中 ,对 称 
原理 并 不 产生 强加 于 方程 的 求解 的 任何 额外 条 件 . 在 这 种 计算 中 ,对 称 原理 的 
必要 条 件 必然 是 满足 的 . 查看 一 下 这 个 如 何 发 生 是 有 益 的 . 

在 昂 萨 格 原理 的 一 般 表 述 中 ( 见 第 五 卷 , $ 120) ,出 现 一 组 描述 系统 对 平衡 
仿 差 的 量 x*, 和 一 组 与 这 些 是 “热力 学 共 罗 ” 的 量 X。 = -3S/9x,( 其 中 5 是 系统 的 
焙 ). 对 于 稍微 偏离 平衡 的 系统 ,其 弛 豫 过 程 由 确定 x, 的 变 率 作为 X. 的 线性 函 
数 的 方程 组 描述 : 


xs = 一 > Yai， (9.1) 
7 


其 中 y, 是 动 理 系数 . 根据 昂 萨 格 原理 ,如 果 x。 和 <x, 在 时 间 反 演 下 表现 相同 , 则 
有 
Yo = Ybe: (9.2) 
这 时 粹 的 变 率 给 出 为 二 次 型 : 
SS A jak (9.3) 


这 些 表达 式 中 的 第 一 个 对 于 确立 x. 和 万 之 间 的 对 应 关系 来 说 通常 是 方便 的 . 

对 于 热 导 率 的 情况 ,我 们 取 ( 介 质 中 任意 给 定点 的 ) 耗 散热 流 矢 量 的 分 量 
gq'。 作 为 “速率 ”x,; 下 标 a 于 是 与 矢量 下 标 a 相同 . 对 应 量 X, 是 导数 7 97/ax。 
( 见 第 九 卷 ,§ 88). 方程 (9. 1) 对 应 于 g'。= -Kwg97T/9xgp, 所 以 动 理 系 数 yw 是 量 
Tkos. 按照 昂 萨 格 原理 ,我 们 应 该 有 Ke = kp。 

类 似 地 ,对 于 黏度 的 情况 ,我 们 取 黏 性 动量 流 张 量 的 分 量 o's 作为 x; 对 应 
的 了 ,是 -Vs/T( 这 里 下 标 a 与 张 量 下 标 对 oa8 一 致 ). 方程 (9.1) 对 应 于 cue = 
WapysVys, 而 动 理 系数 是 Tn) wpys， 按照 昂 萨 格 原理 ,我 们 必须 有 mepys = myaop- 

在 前 两 节 中 所 考虑 的 气体 的 热传导 和 黏 性 的 问题 中 , 张 量 ke 和 m6pys 的 对 
称 性 已 是 介质 各 向 同性 的 必然 结果 ,不论 动 理 方程 的 解 如 何 . 然而 ,我 们 将 证 明 
这 种 对 称 性 也 会 从 动 理 方程 的 解 得 出 ,而 不 论 气体 是 否 各 向 同性 . 

对 于 微弱 不 均匀 气体 中 的 热传导 和 黏 性 问题 ,求解 程序 是 寻求 对 平衡 分 布 
隐 数 的 下 列 形式 的 校正 : 


es (9.4) 


QD 本 书 从 俄 文 版 译 为 动 理 系 数 ,通常 称 为 输 运 系数 .一 一 译 者 注 . 
加 ” 非 平衡 热力 学 中 ,一 般 称 为 唯 象 系数 和 昂 萨 格 倒 易 关系 . 一 一 译 者 注 ， 
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对 函数 g, 得 到 下 列 形式 的 方程 : 
L, =I( g.). (9.5) 
关于 量 L, ,对 热传导 的 情况 是 矢量 的 分 量 
T[e(T) -ce,T]v,, 
而 对 条 性 的 情况 , 则 是 张 量 的 分 量 
一 7| mv vg -人 | 


(比较 (6.19)). 方程 (9.5) 的 解 还 必须 满足 下 列 补充 条 件 : 


| Asgsdr =0， [fgsedT =0， | Agpdr = 
考虑 到 这 些 条 件 , 动 理 系数 y,, 可 以 写成 下 列 积分 形式 : 


Pyw = - [folsgsdT. (9.6) 
于 是 对 称 性 y。。= y, 的 证 明 归 结 为 要 证 明 下 列 积分 等 式 : 
[fgdT = [fligdT. 《2> 了 3 


这 个 证 明 根 据 于 线性 化 算 符 1 的 “ 自 共 轿 "性质 , 它 可 得 出 如 下 . 
让 我 们 考虑 积分 


[fpr war= [ffaw'p ly tw’, -wy -wi) dT, 


其 中 必 ( 太 ) 和 由 ( 厂 ) 是 变量 二 的 任何 两 个 函数 . 因为 积分 是 对 所 有 变量 三 , 己 ,， 
六 ,三 ,， 进行 的 ,不 管 怎样 给 这 些 变量 重新 命名 (如 在 $4 中 所 做 那样 ) 都 不 会 影 
响 积 分 的 值 . 我 们 先 作 变换 卫 , 产 二 六 ,大 ,然后 在 这 样 所 得 到 的 两 个 形式 中 ， 
对 每 一 个 再 作 进 一 步 的 变换 厂 ,TT' ,TT',. 所 有 这 四 个 表达 式 之 和 给 出 


[fl war = {fflw'(p+9) -wp +pi)] x 


x[ (yy +) ~ (y+) dT; (9.8) 
记号 w 和 w' 如 在 (3.5) 中 那样 .现在 让 我 们 考虑 一 个 类 似 积分 ;其 中 汪 ( 古 ) 和 
gp( 古 ) 分 别 由 p(T) 和 ww(T") 代 替 (w 和 w' 没 有 变化 !)， 在 这 个 积分 中 进行 变 
换 厂 , 厂 ,… 一 厂 ,T 厂 ,,… ,并 利用 细致 平衡 原理 (2.3) ,我 们 有 


[fp lp ar = ff w+) -可 (入 + 下] x 


x[(eo'"+95)-(e+ep)]d 六 (9.9) 
(其 中 已 经 应 用 了 f(T') =f(T)). 将 (9.8) 和 (9.9) 中 的 方 括号 展开 ,并 对 相 
应 项 进行 比较 ,我 们 看 到 两 个 积分 是 相等 的 . 在 进行 比较 时 ,必须 考虑 到 么 正 性 
关系 (2.9) , 它 给 出 ,例如 
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[ff wry ) p+od)d T= | (y+ ) (p+p) dT 
(这 里 将 关系 式 (2.9) 应 用 到 对 变量 入", 的 积分 ,被 积 表达 式 中 仅 有 w 和 
依赖 于 它们 ). 
因此 我 们 得 到 等 式 


hpi War = [fw lo) dr. (9.10) 


我 们 注意 到 ,如 果 细 致 平衡 原理 以 其 简单 形式 (2.8) ,w=w' 成 立 , 则 (9. 10) 简 化 
至 算 符 了 的 原 义 上 自 共 斩 : 
[fel war = [fwi( wv) ar, (9.11) 
其 中 两 个 积分 都 包含 相同 变量 丁 的 函数 gg 和 yw( 当 w=w' 时 根据 表达 式 (9.8) 
这 是 立即 显而易见 的 ). 
回 到 动 理 系 数 ,我 们 在 (9.7) 第 一 个 积分 中 作 变 换 了 一 三 ,并 注意 到 
L(T')= +L,(n), (9.12) 
上 面 和 下 面 的 符号 分 别 与 黏度 和 热 导 率 相 对 应 . 我 们 现在 应 用 关系 式 (9.5) 和 
(9.10). 在 (9.10) 中 ,我 们 可 以 用 对 三 积分 来 代替 对 一 的 积分 ;这 显然 并 不 影 
啊 积 分 值 . 我 们 有 


| Aerodar= + [fg es) dr = 


= + [fgsl(8)dT" = + [fat TdT 
现在 在 右边 作 变 换 "一 全 ,并 考虑 到 (9. 12) ,我 们 就 可 得 到 所 需求 的 结果 
CR 
动 理 系数 也 必须 满足 从 粹 增加 原理 得 出 的 条 件 ; 特 别 是 ,“ 对 角 ” 系数 y。 必 
须 为 正 ， 因 为 动 理 方程 保证 了 炳 增加 , 当 动 理 系数 是 由 该 方程 计算 出 时 ,自然 就 
必定 满足 这 些 条 件 . 
粹 增加 可 用 不 等 式 表达 为 


finf- Cc(A dT >0 


( 见 §$4). 这 里 用 


f=f(1+ 苇 )，C0) = 他 1 
代入 ,我 们 有 
- fmfc Par -zhin(! +¥)100 dr >0. 


第 一 个 积分 恒 等 于 零 ;在 第 二 个 积分 中 ,因为 X 很 小 ,in(1 +X/T) ~=X/T, 所 以 我 
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们 求 得 
- [hxix)ar > 0. (9.13) 


这 个 不 等 式 保证 了 动 理 系数 的 必要 性 质 . 特别 是 , 当 X =&g。 时 , 它 表 达 了 7y。。 为 正 
的 事实 . 


$10 动 理 方 程 的 近似 解 


由 于 分 子 ( 尤 其 是 多 原子 分 子 ) 相 互 作用 定律 ( 它 确定 碰撞 积分 中 的 函数 
20) 的 复杂 性 ,对 于 具体 气体 来 说 ,实际 上 甚至 不 能 以 严格 形式 写 出 其 玻 尔 效 曼 
方程 . 而 且 , 即 使 在 作出 关于 分 子 相 互 作 用 性 质 的 某 些 简 单 假 设 的 条 件 下 ,由 于 
动 理 方程 数学 结构 的 复杂 性 ,一般 不 可 能 以 严格 解析 形式 进行 求解 ;甚至 连 线性 
化 方程 也 属于 此 情况 . 因此 ,关于 求 玻 尔 兹 曼 方 程 近似 解 的 相当 有 效 方法 ,在 气 
体 动 理学 理论 中 具有 特殊 意义 . 这 里 将 应 用 于 单 原子 气体 的 这 种 方法 的 原理 阐 
述 如 下 (S$. Chapman ,1916 ) . 

我 们 首先 考虑 热传导 问题 . 对 于 单 原 子 气体 ,分 子 热 容 c =5/2, 线 性 化 方 
程 (7. 3) 变 成 


-0 (二 -pr) = 1(8)， (10.1) 
其 中 B=m/(27) ;线性 积分 算 符 1( g) 由 
1(8) = vfa(g’+g',-g-g8)dpdo (10.2) 
定义 ,相当 于 碰撞 积分 (3.9) ,而 平衡 分 布 函数 是 由 


fo(v) Se 
nm 
近似 求解 方程 (10. 1) 的 一 种 有 效 方 法 是 以 将 所 求 函 数 用 互相 正 交 洱 数 的 
完备 组 进行 展开 为 基础 的 , 索 宁 多 项 式 作 为 正 交 函数 可 能 具有 特殊 优点 (D， 
Burnett,1935) . 索 宁 多 项 式 由 下 列 公式 外 


(10.3) 


5 本 和 a a 
ps gr (10.4) 
定义 ,其 中 r 是 任何 数 ,s 是 正 整数 或 零 . 特别 是 ， 
S =1, Si(x)=r+l-x. 人] 


Q@ ”分 布 函 数 到 处 被 认为 定义 于 动量 空间 . 然而 ,这 并 不 妨碍 为 了 方便 起 见 把 它 用 速度 wp = p/m 来 
表达 . 
加 它们 与 广义 拉 盖 尔 多 项 式 仅 相 差 归 一 化 和 附 标的 编号 : 


l 


Si = rt) 
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对 于 给 定 r 和 不 同 s, 这 些 多 项 式 的 正 交 性 质 是 


ew’S:(%)S’ (x)dx = ts,. (10.6) 
我 们 将 寻求 (10.1) 的 解 为 展开 式 
g(v) = br 5 ASsal Br’). (10.7) 


通过 略 去 * =0 的 项 ,我 们 自动 满足 (7.4) 的 积分 为 零 的 条 件 , 因 为 具有 s=0 和 
s 关 0 的 多 项 式 是 正 交 的 . (10.1) 左 边 括号 中 的 表达 式 是 多 项 式 S,,,(Bvr) ,因此 
这 个 方程 变 成 
-9SL (Bo) = 三 > A,l(v ss) (10.8) 
以 wf(v)Si(Bv?) 对 两 边 进 行 标 乘 并 对 dp 积分 ,我 们 得 到 一 组 代数 方程 
> au4, = 二 8 ， 二 (10.9) 
其 中 
天 二 -Fi [fw Sial(v Sa) dp = Pst{o Sha ,0 $1), (10. 10) 
这 里 采用 了 下 列 记 号 : 

{F,G}= | ADACo)le -oilACDACG)dpdpdrc， (10.11) 
A(F)=F(v')+F(v")-F(v) -Fv,). 
(10.9) 中 没有 1=0 的 方程 ,因为 , 山 于 动量 守恒 :A(vS3,) =A(v)=0, 而 有 

,=0. Wa 7) 代 和 人 积分 (7.7) 而 予以 计算 . 条件 (7.4) 表 明 这 


个 积分 (具有 e = 了 ms : ) 可 以 写成 下 列 形式 


一 -本 [Asia(Bo)e gd'p, 
结果 是 z 
K = 一 4. (10.12) 


方程 组 (10.9) 右 边 和 表达 式 (10. 12) 的 简单 性 ,显示 出 用 索 宁 多 项 式 进行 展开 
的 优点 . 
对 于 黏度 的 计算 是 完全 类 似 的 . Ce 6) 的 下 列 形式 的 解 : 


5。 = -全 (人 全 二 3 *) B.S:, (pv’). (10. 13) 
代入 (8.6) 并 乘 以 
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hl) Sha pr) (vag -了 aw]， 


和 对 dp 积分 导致 方程 组 
0d (10.14) 
其 中 
b, = { (v2 -8% )Ss. ‘(v0 -0)S; } (10.15) 


由 (8.9) 求 得 黏度 为 
n= 二 mmBu (10.16) 


通过 仅 保留 展开 式 (10.7) 或 (10.13) 中 开头 几 项 , 即 通 过 人 为 地 使 方程 组 
终止 ,无 穷 方程 组 (10.9) 或 (10.14) 可 以 近似 求解 ， 当 项 数 增加 时 ,近似 异常 志 
速 地 收敛 :一 般 ,仅仅 保留 一 项 给 出 < 或 了 的 值 达 到 1% ~2% 的 精确 度 0. 

我 们 将 证 明 ,对 于 单 原子 气体 的 线性 化 动 理 方程 ,利用 上 述 方法 的 近似 解 ， 
给 出 动 理 系数 值 肯定 小 于 由 方程 的 严格 解 会 得 出 的 值 
动 理 方程 可 以 写成 符号 形式 
1(g) =L, (10.17 ) 
其 中 函数 g 和 在 热传导 问题 中 是 矢量 ,而 在 黏 性 问题 中 是 二 阶 张 量 ， 相 应 的 
动 理 系数 由 函数 g 作为 正比 于 积分 


一 [hel( gdp (10.18) 


的 一 个 量 确定 , 见 $9. 然而 ,近似 函数 g 满足 的 不 是 方程 (10. 17) 本身 ,而 仅 是 
积分 关系 


[hal( gdp = | Aredp， (10. 19) 
根据 确定 g 的 展开 式 中 系数 的 方式 就 很 显然 . 
上 面 所 作 陈 述 由 “ 变 分 原理 "立即 可 以 得 到 证 实 . 根据 变 分 原理 , (10. 17 ) 
的 解 在 满足 条 件 (10. 19 ) 的 函数 类 内 给 出 泛 苯 (10. 18 ) 的 一 个 极 大 . 这 个 原理 
的 有 效 性 通过 考虑 积分 
- |AGe -we -ep)dp 


容易 证 明 ,其 中 g 是 (10.17) 的 解 ,而 mw 是 只 需 满足 条 件 (10. 19) 的 任何 试探 函 
数 . 根据 算 符 工 的 一 般 性 质 (9. 13) ,这 个 积分 是 正 的 . 展开 括号 ,我 们 写 出 


中 然而 ,在 扩散 问题 中 ,尤其 是 热 扩 散 问题 中 ,收敛 性 稍微 差 些 . 
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[ft{el(8) +9pI(9) -pl(g) -el(¢)}dp. 


因为 对 于 单 原子 气体 ,细致 平衡 原理 以 形式 (2. 8) 成 立 , 算 符 1 具有 自 共 轿 性 质 
(9.11). 中 因此 ,括号 中 最 后 两 项 的 积分 相等 . 于 是 代入 1( 8g) = 工 给 出 : 


- [ffgl(e) + pI(¢) -291(8)}dp = 


= - {ft{el(g) +oI(9) -2Ipjdp>0. 
最 后 ,利用 (10. 19) 变换 最 后 一 项 的 积分 ,我 们 求 得 
= |Aer(e)dp> 一 | Aerp)dp， 

这 正 是 所 要 证 明 的 . 

有 一 个 情况 虽然 没有 任何 直接 物理 意义 ,但 具有 形式 上 的 重要 性 ,这 就 是 按 
照 VU = avr 规律 相互 作用 着 的 粒子 组 成 的 气体 . @@ 这 种 情况 具有 下 列 性 质 ,对 
于 这 种 粒子 的 (由 经 典 力 学 所 确定 的 ) 磁 撞 截 面 反 比 于 相对 速率 v, 所 以 磁 撞 积 
分 中 出 现 的 乘积 wde 仅 依赖 于 散射 角 6 而 不 依赖 于 wv,. 该 性 质 容易 用 量 纲 论据 
予以 证 明 . 实际 上 ,截面 仅 依 束 于 三 个 参量 , 即 常量 a, 粒 子 质 量 m 和 速度 v.. 从 
这 些 参 量 我 们 不 能 构成 任何 量 纲 为 1 的 组 合 , 而 仅仅 一 个 具有 面积 量 纲 的 组 合 
v (a/m) ,因此 它 必 然 正 比 于 截面 . 截面 的 这 个 性 质 极 大 地 简化 了 碰撞 积分 
的 结构 ,使 得 寻求 对 热传导 和 黏 性 问题 的 线性 化 动 理 方程 的 严格 解 成 为 可 能 
结果 发 现 ,这 些 解 正好 是 展开 式 (10.7) 和 (10. 13) 中 的 首 项 . 电 


习 ” 题 ® 


1. 求 单 原子 气体 的 热 导 率 ,在 展开 式 (10.7) 中 仅 保 留 首 项 . 
解 :用 展开 式 的 首 项 ,方程 (10.9) 化 为 4 =15/(4a). 为 计算 1=s=1 时 的 
积分 (10. 10) ,我 们 用 两 个 原子 的 质心 速度 和 相对 速度 来 表达 9 ,0 ,0 "|: 


] ] , 
vee + 各，) = +4 虹 


Y=0 0, VY',= -9'|, 


@ 必须 强调 如 上 所 述 的 变 分 原理 依赖 于 这 种 情况 ,而 当 细 致 平衡 原理 仅 具 有 其 最 一 般 形式 (2.3) 
时 是 不 成 立 的 ， 

人 @@ 这 种 气体 模型 的 动 理学 性 质 是 麦克 斯 韦 (J. C. Maxwel(1866) ) 首先 讨论 的 . 

@ 文献 上 有 时 称 为 麦克 斯 韦 气体 ， 译 者 注 . 

加 《物理 大 全 》 中 瓦尔 德 曼 (L. Waldmann) 的 文章 [ Handbuch der Physik,12(1958),295 ] 的 §38- 
§ 40 给 出 这 种 情况 的 理论 的 详细 描述 ， 

@@ ”公式 (1) 一 (6) 应 归于 查 普 曼 和 恩 斯 库 格 . 
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2 WS. 
v + =2V + 本 1r， 


dpdp =mcd Vd’v. 
简单 计算 给 出 
A(vS3) =ACBov)=BLCY vv -(Y oo)o |]. 
求 这 个 表达 式 的 平方 并 对 四 的 方向 求 平均 ,我 们 得 到 
2 - (v9) ]V -28 号 Jsin 0. 


对 4TY dy 积分 并 对 9 ,的 方向 积分 0 47)， 最 后 给 出 
-8(} 2) ff ee sin :6 92dv dp; (1) 


k=75/(16a,,). (2) 
2. 和 题 1 相同 . 现在 是 求 夭 度 . 
解 :类 似 地 我 们 求 得 
B, =5/b%, 7 =5m/(4b0). 
在 积分 (10.15) 中 用 1=s=0, 求 得 


热 导 率 是 


1 1 2 
A [veo -了 | = (Vary -ya 6). 


这 个 表达 式 的 平方 是 
1 ,。.， 
DF Vr sin 6. 
对 dy 积分 并 对 9 ,的 方向 积分 表明 boo = a ,所 以 
7 =4mx/15. CE 


对 于 单 原子 气体 ,每 个 分 子 的 热 容 c, =5/2; 因 此 运动 黏度 v=m/Nm 与 温度 传导 
率 久 =k/(Nc,) 之 比值 , 称 为 首 朗 特 数 ,， 在 这 个 近似 下 是 
| py/AX =2/3, (4) 
Po 样 的 原子 间 相 互 作用 定律 .中 
. 认为 原子 是 具有 直径 为 d 的 弹性 硬 球 ,在 相同 近似 下 , 求 单 原子 气体 的 
pe 
解 : 硬 球 对 硬 球 的 散射 相当 于 点 粒子 被 半径 为 d 的 不 可 入 性 球 的 散射 ;因此 


QW 对 于 具有 相互 作用 律 U=a/r* 的 气体 ,公式 (1) 一 (4) 变 成 严格 的 ,并 导致 下 列 值 
x =3,04T( ma)  '?, 7=0.81T( mvya) 
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截面 是 do = (zd do， 积 分 (1) 的 计算 给 出 结果 为 


0. 0 
全 ‘3) 


ry (6) 











$11 轻 气 体 在 重 气体 中 的 扩散 


这 里 将 研究 两 种 气体 的 混合 物 中 的 扩散 现象 ,主要 讨论 容许 作 相当 广泛 详 
尽 的 理论 分 析 的 某 些 特殊 情况 . 

令 W 和 NN, 表示 混合 气体 两 组 分 的 粒子 数 密度 , 而 令 混 合 气体 的 浓度 用 
c= NAN 表达 ,其 中 =N +N. 总 的 粒子 数 密度 与 压强 和 温度 由 NN = PAT 相 联 
系 . 气体 压强 在 整个 体积 内 是 常量 ; 令 浓 度 和 温度 沿 * 轴 变 化 (通过 人 允许 有 温度 
变化 ,我 们 在 问题 中 包括 热 扩 散 ). 

让 我 们 考 碟 这 样 的 混合 气体 中 的 扩散 ,其 中 一 种 气体 (“ 重 "气体 ) 的 粒子 质 
量 远大 于 另 一 种 气体 (“ 轻 ” 气 体 ) 的 粒子 质量 . 假设 后 一 种 是 单 原子 气体 、 因为 
平 动 的 平均 热能 (在 给 定 温度 下 ) 对 所 有 粒子 都 相同 , 重 分 子 的 平均 速率 远 小 于 
轻 分 子 的 速率 ,可 以 近似 认为 重 分 子 是 静止 的 . 当 一 个 轻 粒子 与 一 个 重 粒 子 碰 
撞 时 ,后 者 可 假设 为 保持 固定 不 动 ,而 轻 粒子 的 速度 改变 方向 但 绝对 值 保 持 
不 变 . 

本 节 中 我 们 将 考虑 混合 气体 中 轻 气 体 ( 气 体 1) 的 浓度 很 小 的 情况 . 因此 轻 
原子 之 间 的 碰撞 相对 来 说 很 稀少 ,我 们 可 以 假定 轻 粒 子 仅 与 重 粒子 碰撞 . 2 有 

在 任意 气体 混合 物 的 一 般 情况 ,必须 对 每 个 组 分 粒子 的 分 布 函数 建立 一 
单独 的 动 理 方程 ,其 方程 右边 包含 给 定 组 分 粒子 之 间 的 碰撞 积分 以 及 该 组 分 粒 
子 与 所 有 其 它 组 分 粒子 之 间 的 碰撞 积分 之 和 . 然而 ,在 考虑 中 的 特殊 情况 ,方便 
的 是 从 头 开始 推导 简化 的 动 理 方程 . 

所 寻求 方程 是 要 确定 轻 气体 粒子 的 分 布 函数 ,我 们 用 f(p,x) 表 示 . 利用 所 
作假 设 , 轻 粒子 和 重 粒 子 之 间 的 碰撞 并 不 影响 重 粒子 的 分 布 , 在 扩散 问题 中 这 个 
分 布 可 认为 已 知 ， 

设 6 为 轻 粒 子 的 动量 已 = mv 的 方向 与 x 轴 之 间 的 夹 角 . 根据 问题 中 条 件 


一 一 一 一 


QD ”为 阐明 递 次 近似 收敛 的 快速 程度 ,可 以 提 及 在 展开 式 (10.7) 和 (10.13) 中 包括 第 二 项 和 第 三 项 
时 ,表达 式 (5) 和 (6) 分 别 乘 以 (1+0.015 +0.001) 和 (1 +0.023 +0.002). 

名 ”这个 气体 模型 的 动 理学 理论 是 由 洛 伦 殉 (H. A. Lorentz(1905) ) 首 先 发 展 的 ， 

辕 ”文献 上 有 时 将 这 种 混合 气体 称 为 洛 伦 兹 气体 . 译 者 注 . 
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的 对 称 性 ,很 明显 ,分 布 函数 将 仅 依赖 于 4( 以 及 依赖 于 变量 和 x). 设 do = 
F(p,a)do' 表 示 这 样 的 碰撞 截面 :由 于 碰撞 的 结果 ,具有 动量 p 的 轻 粒子 动量 变 
为 p' =m v9 ', 其 方向 位 于 立体 角 元 do' 内 ,a 是 p 和 p'( 其 绝对 值 相同 ) 之 间 的 夹 
角 . 每 单位 路 径 长 度 上 粒子 发 生 这 种 碰撞 的 概率 是 N,do ,其 中 N, 是 重 粒 子 的 
数 密度 ;每 单位 时 间 的 概率 通过 乘 以 粒子 速率 而 求 得 :N,vdo. 

让 我 们 考虑 给 定单 位 体积 中 具有 动量 ,绝对 值 在 给 定 区 间 dp , 方 回 位 于 立 
体 角 元 do 内 的 粒子 . 这 种 粒子 的 数目 是 /ap =f(p,9,x)p dpdo. 由 于 碰撞 ,这 
些 粒 子 中 每 单位 时 间 内 有 

fl(p,0,x)p dpdo * N,vF(p,a)do' 

个 粒子 取得 动量 p' 方 向 位 于 do'. 因此 ,动量 改变 方向 的 粒子 总 数 是 


dp | N,vf(p,0,%)F(p,a)do” 
相反 地 ,处 于 dp' =p”dp'do' 的 粒子 中 有 
flp’,0',x)p” dp’do’* N,v'F(p’',a)do 
个 粒子 取得 速度 方向 位 于 do 内 . 因为 p' =p, 碰 撞 的 结果 取得 速度 处 于 dp 内 
的 粒子 总 数 是 
dp | Noflp,0',x)F(p,a) do". 
因此 ,dp 中 粒子 数 的 变化 是 差 值 
dp Nsv [Flp,o) [flp,0',) -fp,0,x)]do” 
另 一 方面 ,这 个 变化 必须 等 于 对 时 间 的 全 导数 
dp 区 =dp(e Vf)=dp ucos 6. 
两 个 表达 式 相 等 给 出 所 寻求 的 动 理 方程 
veos OL = Nao | Flpso) [fp,0' sx) -fp,0,)]do'= 


三 (( 力 . Ga 1) 
我 们 注意 到 ,对 于 并 不 依赖 于 p 的 方向 的 任何 分 布 函 数 /, 上 式 右边 都 为 零 ;这 与 
玻 尔 效 曼 方程 的 情况 不 同 ,后 者 只 有 对 麦克 斯 韦 分 布 函数 矿 ,右边 碰撞 积分 才 为 
零 . 这 是 因为 假设 轻 粒 子 被 重 粒子 散射 中 动量 的 绝对 值 不 改变 :这 种 碰撞 显然 
使 轻 粒子 的 任何 能 量 分 布 处 于 定 态 . 实际 上 ,方程 (11. 1) 仅 相当 于 关于 小 量 
m,/m, 的 零 级 近似 ,而 在 高 一 级 近似 下 会 出 现 能 量 弛 豫 . 

如 果 浓 度 和 温度 梯度 不 是 太 大 ( 这些 量 在 平均 自由 程 量 级 的 距离 上 仅 有 赂 
微 变化 ) , 则 可 寻求 /为 下 列 和 的 形式 : 
f=f(p,x) + df(p,0,%), 
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其 中 这 是 对 局 域 平 衡 分 布 函数 态 的 小 校正 , 它 对 于 c 和 了 的 梯度 是 线性 的 . 我 
们 照样 地 也 寻求 5f 的 下 列 形式 : 

f=cos 0: g(p,x), (11.2) 
其 中 g 仅 是 p 和 x 的 函数 . 将 它 代 入 (11.1) ,在 左边 仅 保留 及 的 项 就 够 了 ;在 碰 
撞 积 分 中 , 含 所 的 项 消失 了 ， 


CA) =gNav | F(p,a) (cos 8" -cos 0)do'; 


明 数 g 不 依赖 于 角度 ,已 将 它 放 到 积分 号 外 . 
这 个 积分 可 简化 如 下 . 我 们 选 动量 p 的 方向 作为 角度 测量 的 极 轴 . 设 gp 和 

9' 是 x 轴 和 动量 p' 相 对 于 这 个 极 轴 的 方位 角 . 因此 

cos 和 =cos bcos a + sin bsin acos(p -ow'). 
立体 角 元 do' = sin adadyp', 因为 a 是 动量 p' 的 极 角 . 对 dp 积分 后 , 含 
cos(p -gp') 项 的 积分 给 出 为 零 . 结果 是 

C(f) = -No(p)vecos 6= -Ni(p)vsf， Cl 
其 中 引进 记号 


o,{p) =2m | F(p,a) (1 -cos a)sin ada = fa -cosa)jdo, (11.4) 


量 o, 称 为 碰撞 的 输 运 截面 . 
由 (11. 1) ,我 们 现在 求 得 
1 fo 


SUP) (115) 


根据 定义 ,扩散 流 i 是 混合 物 中 一 个 组 分 (在 这 个 情况 是 轻 组 分 ) 的 分 子 流 
密度 . 它 可 以 由 分 布 函 数 计算 为 下 列 积分 
e [fv dp， (11.6) 
或 者 ,因为 矢量 守 的 方向 是 沿 x 轴 . 
和 | eos 0 + fod’p = | eos’0 + gvd'p 人 
(在 对 角度 积分 时 , 含 态 的 项 消失 了 ). 用 (11.5) 代 人 给 出 


Pi ss 
It(P) 


ax 


加 | 9 for 3 
3N azj og ? 





这 个 表达 式 可 写成 


其 中 ( ” ) 表 示 对 麦克 斯 韦 分 布 求 平均 . 最 后 ,我 们 应 用 浓度 c = N,N N/AN,， 
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(因为 按 假设 N, >> Ni, ) ,并 近似 地 用 NN = P/T 来 代替 N,. 考虑 到 压强 为 恒定 量 ， 
我 们 求 得 结果 为 


人 
这 个 结果 要 与 对 于 扩散 流 的 唯 象 表达 式 
-ND| ve + 07] (11.9) 


进行 比较 , 它 定 义 扩 散 系 数 D 和 热 扩 散 比 ;; 乘 积 D, = Dk; 是 热 扩 散 系 数 ( 见 第 
六 卷 ,$ 58). 由 因而 我 们 求 得 


D = 二 (we)， (11. 10) 


k, -eT ln (11.11) 


不 均匀 加 热气 体 中 的 扩散 平衡 ， 0 的 浓度 分 布 . 使 (11. 8 ) 
中 大 括号 内 的 表达 式 等 于 常量 ,我们 得 到 





三 Const 


. 12 
殉 (11.12) 


假设 截面 o, 不 依赖 于 速度 ,并 注意 到 (~ (7TAmi) 2 ,我 们 发 现 对 于 低 浓 度 轻 
气体 的 混合 物 , 在 扩散 平衡 中 ,该 浓度 正比 于 VT, 即 轻 气体 浓 集 于 温度 高 的 
区 域 . 
扩散 系数 数量 级 上 是 

D ~l, (Chl 1 
其 中 5 是 轻 气体 分 子 的 平均 热 速 率 , 而 1~1/(No) 是 平均 自由 程 ， 这 个 公式 有 
一 个 众所周知 的 初级 推导 方法 . 每 单位 时 间 通 过 垂直 于 * 轴 的 单位 面积 从 左 方 
流向 右 方 的 气体 1 的 分 子 数 ,数量 级 上 等 于 乘积 Wi, 其 中 密度 N, 必须 在 离 该 
面积 左 方 距离 ! 处 取 , 即 在 这 样 的 点 气体 分 子 能 不 经 受 碰撞 而 达到 该 面积 我 
们 类 似 地 求 得 通过 同一 面积 从 右 方 流向 左 方 的 分 子 数 ,而 两 者 之 间 的 差 值 给 出 
扩散 流 : 


_dN, 
i~N(x-l)v-N(x+h)v~ 二 类 
它 给 出 (11.13). 凶 
热 扩散 现象 是 由 恩 斯 库 格 (Enskog(1911)) 对 混合 气体 的 正好 这 个 模型 所 预示 的 . 
久 ” 扩散、 热传导 和 黏 性 是 由 同一 机 理 , 即 直接 的 分 子 输 运 引起 的 ,热传导 可 以 认为 是 能量 的 扩 


散 ” ,而 黏 性 可 以 认为 是 “动量 的 扩散 "因此 我 们 可 以 断言 ,扩散 系数 刀 \ 温 度 传导 率 XY = xk/Ne, 和 运动 蒜 
度 v=nm/Nm 具有 相同 数量 级 ;这 导致 对 于 热 导 率 的 公式 (7. 10) 和 对 于 黏度 的 公式 (8. 11). 
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现在 让 我 们 考虑 相反 的 极限 情况 ,混合物 中 重 气体 的 浓度 很 小 的 情况 . 在 
这 种 情况 ,扩散 系数 可 以 间接 地 进行 计算 ,无 需 应 用 动 理 方程 .就 是 说 ,通过 寻 
求 重 气体 粒子 的 迁移 率 来 计算 ,认为 这 个 气体 处 于 外 场 中 . 迁移 率 4b 与 相同 粒 
子 的 扩散 系数 由 熟知 的 爱 因 斯 坦 关 系 
D=6bT (12.1) 
相 联 系 ( 见 第 六 卷 , 8$ 59). 
根据 定义 ,迁移 率 是 气体 粒子 在 外 场 中 获得 的 平均 速度 Y 与 场 对 粒子 所 施 
加 的 力 f 之 间 的 比例 系数 : 
V=bf. (12.2) 
而 速度 在 给 定 情况 下 由 力 三 与 轻 粒 子 施加 于 运动 重 粒子 的 阻力 上 相互 平衡 
的 条 件 来 确定 , 重 粒 子 之 间 的 碰撞 可 以 忽略 ,因为 重 粒子 相对 来 说 很 少 ， 同 时 ， 
轻 粒 子 的 分 布 函 数 是 麦克 斯 韦 分 布 : 


AN， miv 
hrm P| 27) 
其 中 m, 是 一 个 轻 粒 子 的 质量 . 

让 我 们 考虑 具有 速度 VV 的 一 个 特定 重 粒 子 , 并 取 与 该 粒子 一 起 运动 的 坐标 
系 , 令 v 表示 轻 粒 子 在 此 新 坐标 系 中 的 速度 . 在 此 坐标 系 中 轻 粒 子 的 分 布 函 数 是 
hh(v +V); 与 (6.9) 比 较 . 假设 V 很 小 ,我 们 可 以 写 出 

flv +V) ~Al 1 -一 } (12.3) 

所 寻求 的 阻 为 f. 可 以 这 样 来 计算 ,把 它 看 成 轻 粒 子 与 重 粒 子 碰撞 时 单位 时 
间 内 轻 粒 子 传递 给 该 重 粒 子 的 总 动量 . 碰撞 中 重 粒 子 不 动 , 即 参考 系 不 改变 . 
轻 粒 子 携 市 动量 m,v ;碰撞 后 , 其 动量 转 过 一 角度 a, 它 带 走 平均 动量 
m9cos gq. 在 这 种 碰撞 中 传递 给 重 粒 子 的 平均 动量 因此 是 mv (1 - cos a). 这 


个 量 乘 以 具有 速度 v 的 轻 粒 子 流 ,再 乘 以 这 种 碰撞 的 截面 do ,并 进行 积分 ,我 们 
得 到 传递 给 重 粒 子 的 总 动量 为 


f.=m |fo(v + Vvvodp, 


其 中 再 次 应 用 了 (11.4) 的 记号 . 当 用 (12.3) 形 式 的 fo(v +V) 代 入 时 ,第 一 项 在 
对 的 方向 积分 时 给 出 为 零 的 结果 , 剩 下 


f= a vvvo,d hh 
或 者 ,对 9% 的 方 同 求 平均 ， 
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f= -3 hr)owdp= -N,V(ow), 
其 中 角 插 号 ) 再 次 表示 对 寻常 麦克 斯 韦 分 布 求 平均 . 最 后 ,注意 到 在 这 个 情 
况 N >> N ,我 们 写 出 N ~ N = P/T, 所 以 
miP 
/= 737 
令 阻力 f 与 外 力 了 之 和 等 于 零 , 由 (12. 2) 我 们 求 得 迁移 率 5, 于 是 所 求 扩散 
系数 为 





A 
D =bT = plo my (12.4) 


至 于 为 了 计算 这 种 情况 的 热 扩 散 系 数 , 必 须知 道 存在 温度 梯度 情况 下 轻 气 
体 粒子 的 分 布 函数 . 因而 热 扩散 系数 这 里 不 能 以 一 般 形式 进行 计算 . 
数量 级 上 D ~5/Noa ,其 中 5~ V7/m, ,如 (11.13) 中 那样 是 轻 气体 分 子 的 平 
均 热 速率 .因此 扩散 系数 的 数量 级 在 两 种 情况 下 是 相同 的 : 
D~T”/(oPm”). (12.5) 


习 题 
确定 两 种 气体 (一 个 轻 气 体 和 一 个 重 气体 ) 混 合 物 中 的 扩散 系数 . 认为 气体 
粒子 是 具有 直径 为 d 和 d, 的 弹性 硬 球 . 
解 :碰撞 截面 dr = 7T(d, +d,) do/16T, 所 以 输 运 截面 o， = 7(d + d,)’,， 
在 这 个 情况 等 于 总 截面 g. 扩散 系数 是 
有 Ta 
(a +d,) Pmi 
其 中 mm 是 一 个 轻 粒 子 的 质量 而 A 是 数值 因数 . 当 轻 气体 的 浓度 很 低 时 , 按 
(11.10) 的 计算 给 出 


3 
而 当 重 气体 的 浓度 很 低 时 . 按 (12.4) 的 计 算 给 出 
A=3/(2 V27) =0.6. 
我 们 注意 到 在 两 种 极限 情况 下 4 的 值 很 接近 . 
$ 13 存在 外 场 时 气体 中 的 动 理 现象 
分 子 的 转动 自由 度 提 供 一 种 机 理 , 使 外 磁场 或 外 电场 能 影响 气体 中 的 动 理 


372 
= 二 -0. 68. 
下 


$13 存在 外 场 时 气体 中 的 动 理 现象 “39 ， 


现象 . 出 在 磁场 情况 和 在 电场 情况 ,该 影响 具有 相同 性 质 ,我 们 将 首先 讨论 磁场 
中 的 气体 . 

转动 分 子 一 般 具 有 磁 矩 ,其 (量子 力学 意义 上 的 ) 平 均值 将 用 A 表示 . 我 们 
将 假设 磁场 很 弱 ,使 得 KB 远 小 于 分 子 能 级 的 精细 结构 间距 . 人 因此 我 们 可 以 忽 
略 磁场 对 分 子 态 的 影响 ,于 是 磁 矩 可 对 未 受 扰 态 进行 计算 ， 对 于 我 们 将 考虑 的 
不 太 低 温度 的 情况 ,wwB 也 远 小 于 7; 这 使 我 们 能 忽略 磁场 对 气体 分 子平 衡 分 布 
国 数 的 影 啊 . 

磁 矩 平行 于 分 子 的 转动 角 动 量 ,可 写成 

x =YM. (13.1) 

分 子 的 经 典 转动 相应 于 大 的 转动 量子 数 ;因此 我 们 可 以 忽略 M 中 总 角 动 量 ( 包 
括 自 旋 ) 与 转动 角 动 量 之 间 的 差别 . 常 系数 7 的 值 依赖 于 分 子 的 种 类 及 其 磁 逢 
的 性 质 . 例如 ,对 于 具有 非 零 自 旋 5 的 双 原 子 分 子 ， 


y~201 ， 人 
其 中 心 是 玻 尔 磁 子 ,而 数 o =J 了 -天 是 总 角 动 量 量 子 数 J 与 转动 角 动 量 量子 数 
之 间 的 差 值 (o 取 值 S,$ -1,…, -5) ;在 分 母 中 ,J 和 天 之 间 的 差别 不 显著 :内 = 


和 之 和 K， 在 公式 (13.2) 中 假定 分 于 中 的 自 旋 - 轴 相 互 作 用 远 小 于 转动 能 级 间 
距 ( 洪 德 情况 b). 久 
在 磁场 B 中 ,分 子 受到 力矩 yx x B 的 作用 . 在 其 影响 下 ,矢量 M 在 分 子 的 
“自由 "运动 中 不 再 是 常量 ,而 是 按照 
=pxB=-yBxM (13.3) 
变化 ,矢量 M 以 角速度 -YB 环绕 场 的 方向 而 旋 进 . 因此 动 理 方程 左边 有 一 添 
加 项 ( 3f/3M): 用 ,而 方程 变 为 
Yt YL +yMxB] .27 =C( (13.4) 
分 布 函数 所 依赖 的 变量 玉 必须 也 包括 离散 变量 o( 如 果 有 这 种 变量 ,如 (13.2) 
中 那样 ) , 它 确 定 磁 矩 的 值 . 


在 热传导 和 黏 性 问题 中 ,我 们 再 次 采用 接近 平衡 的 分 布 ,并 将 它 表 达成 


QD 这 个 机 理 是 卡 甘 和 马克 西 莫 夫 (1O. M. Karag, I. A. MakcHMos(1961) ) 指 出 的 ,他 们 还 推导 了 本 
节 所 给 出 的 结果 ， 

加 ”应 注意 到 ,宏观 电动 力学 中 ,磁场 (对 物理 上 无 穷 小 体积 ) 的 平均 值 称 为 磁感应 强度 并 用 B 表 
示 . 当 介质 密度 如 气体 中 那样 低 时 ,磁化 作用 可 以 忽略 ,于 是 矢量 B 与 宏观 磁场 强度 五 一 致 . 

加 ”利用 第 三 卷 ,$113 ,习题 3 推出 的 (关于 情况 的 ) 严 格 公式 ,在 了 和 天 很 大 而 且 具 有 给 定 差 什 
J -天 的 极限 下 ,就 可 得 出 公式 (13.2). 因此 轨道 角 动 量 4 的 贡献 (为 1/J 的 高 一 阶 小 量 ) 可 以 忽 赂 . 
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f=f(1 +X/T). (13.5) 
我 们 首先 将 证 明 , 动 理 方程 中 并 不 出 现 含 3f,/9M 的 项 .的确 , 因 为 及 仅 依赖 于 分 
子 的 能 量 se( 六) ,而 3e/9M 等 于 角速度 只, 我 们 有 


af, af, 
YIM xB] * sr =y([MxB] ‘0. (13.6) 


对 于 转子 和 球形 陀螺 等 类 型 的 分 子 ,M 和 2 是 平行 的 ,(13.6) 的 表达 式 恒 等 于 
零 . 其 它 情况 下 ,在 对 迅速 变化 着 的 相位 求 平均 后 , 它 变 为 零 , 此 必然 性 曾 在 $1 
中 装 明 过 当 对 称 陀 螺 分 子 或 不 对 称 陀 螺 分 子 转动 时 ,分子 本 身 的 轴 的 方 四 及 
其 角速度 2 的 方向 都 迅速 变化 . 按 所 述 的 方法 取 平 均 后 ,2 仅 能 保留 沿 恒 定 矢 
量 M 方向 的 分 量 2v ,而 对 于 这 个 分 量 ,乘积 (M x B) 92w =0. 
动 理 方程 中 剩余 项 类 似 于 8$7 或 $8 中 的 方式 作 变 换 ， 例 如 ,在 热传导 问题 
中 ,我 们 求 得 方程 
e(T) -eT 
i 
我 们 再 次 来 求 这 个 方程 的 形式 为 X=g- VT 的 解 , 但 是 现在 不 是 拥有 两 个 ,而 是 
拥有 三 个 矢量 :9 ,M,B, 可 以 用 来 构造 矢量 函数 g(T)、 外场 在 气体 中 引起 一 个 
独特 方向 . 因此 ,热传导 过 程 变 成 各 向 异性 的 ,而 标量 系数 k 必须 用 热 导 率 张 量 
Kwa 来 代替 ,由 它 确定 热流 的 方程 是 


“VT= -YMxB] :+X) (13.7) 


0 了 


= Kop ox, (13.8) 
张 量 ks 由 分 布 消 数 用 下 列 积分 来 计算 ， 
kog = -fivegadT, (13.9) 
见 (7.5). 


依赖 于 矢量 B 的 二 阶 张 量 的 一 般 形式 是 
Kog = Kdog + Kib, bg + Ksesgyb,， (13.10) 
其 中 b=B/B,e,s, 是 反对 称 单位 张 量 ,而 k,x, ,x, 是 依赖 于 场 强 B 的 标量 . 张 量 
(13.10) 显 然 具 有 下 列 性 质 :中 
Kea( B) = «kp.( ~- B). 各， 
表达 式 (13. 10) 相 应 于 热流 
g=-kKVT-KIBpD VT)-k LVTxp]. ey 
这 里 最 后 一 项 是 所 谓 奇 效应 :热流 的 这 个 部 分 跟随 场 的 变 号 而 变 号 . 


QD 这 个 性 质 表达 了 存在 磁场 情况 下 动 理 系 数 的 对 称 性 .对 于 目前 这 个 情况 ,这 是 由 于 仅 存 在 一 个 
矢量 b, 借 此 能 构造 出 张 量 og 的 必然 结果 . 
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方程 (13.7) 右边 积分 项 I(x) 由 公式 (6.5) 给 出 . 在 其 被 积 函 数 中 包含 函数 
厂 , 它 正比 于 气体 密度 N. 分 离 出 这 个 因数 ,并 将 方程 两 边 除 以 此 因数 ,我 们 发 现 
六 仅 出 现在 与 场 的 组 合 BAN 和 与 温度 梯度 的 组 合 V T/AN 中 . 因此 很 明显 ,函数 
jaox =fhg， VT 将 仅 通过 比值 B/N 的 形式 而 依赖 于 参量 N 和 B; 积 分 (13.9) 也 将 
仅 依 赖 于 这 同一 个 量 ,因此 (13.12) 中 的 系数 k,ki ,kx; 也 将 如 此 . 密度 N( 在 给 
定 温度 下 ) 正 比 于 气体 压强 P. 因而 磁场 中 气体 的 热 导 率 仅 通过 比值 B/P 而 依 
赖 于 场 强 和 压强 . 中 

当 B 增加 时 ,方程 (13.7) 右 边 第 一 项 增加 ,但 第 二 项 不 变 . 因此 很 显然 , 当 
B 一 o 时 ,方程 的 解 必然 是 仅 依 赖 于 磁场 方向 (而 不 依赖 于 其 大 小 ) 的 函数 ,从 而 
这 个 函数 应 该 使 方程 中 的 M xB. MK/aM 项 恒 为 零 , 因 此 当 B8 一 % 时 ,同样 还 有 
系数 kx ,x ,Ks 趋向 于 不 依赖 于 B 的 恒定 极限 . 

关于 磁场 中 气体 黏度 的 处 理 是 类 似 的 . 相应 的 动 理 方程 是 
Elf 六 


Cc 


必 





| meVDe 一 


8) Va = 1(%) -7LM xB] i (13. 13) 


参见 (6.19). 要 寻求 形式 为 X = gwsVos 的 解 . 代替 原来 的 两 个 黏 性 系数 7 和， 
现在 我 们 必须 应 用 一 个 四 阶 张 量 mss, 它 确定 黏 性 应 力 张 量 : 

O op = Napys Vys; (13.14) 
按 定义 , 张 量 mo 是 对 两 组 下 标 a,B 和 ,6 为 成 组 对 称 的 . 对 于 已 知 函 数 X, 该 
张 量 的 分 量 可 计算 出 为 


ogys = — | mvafoe wadT. (13.15) 
这 样 求 得 的 黏度 张 量 必然 会 满足 条 件 
nopys( B) = 7 ysop ( 二 CSI6) 
它 表 达 了 动 理 系数 的 对 称 性 . 


用 矢量 b=B/B( 以 及 单位 张 量 5 和 es,) ,我 们 可 以 构造 出 具有 mas 的 对 
称 性 质 的 下 列 独立 张 量 组 合 : 

(1) 8。3o +8..8,,, 

(2) 6665,s， 

(3) 5, bob;s + Sg,babs + 8bb, + Bb,.b,, 

(4) Sab, bs + 5,sb,bs, E13. 7 

(5) bbsb,b;, 

(OF DB to to 0 thd 

(7) bbebs + boa,b.bs + bsbsb, + basb.b,, 


Y 


中 ”磁场 中 气体 执导 率 的 变化 称 为 森 夫 特 利 本 效应 ， 
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其 中 b。s = -be = esp,b,， 在 除 (4) 以 外 的 所 有 这 些 组 合 中 ,(13. 16) 的 对 称 性 质 
是 从 它们 对 两 组 下 标 a,B 和 ,6 的 成 组 对 称 性 而 自动 得 出 的 ;而 (4) 中 两 项 正 
是 为 了 满足 条 件 (13. 16 ) 而 组 合 起 来 的 . 由 

与 (13. 17) 的 张 量 数目 一 致 ,磁场 中 的 气体 一 般 具 有 七 个 独立 的 黏 性 系数 . 
这 些 可 以 定义 为 关于 黏 性 应 力 张 量 的 下 列表 达 式 中 的 系数 : 


村。 =27| EE -了 8wV : 4 +¢8aV "V+ 


+ (2Vg — BagV * V+ daV,b,bs -2V.,b,b, - 
-2V%b,b,s + bbsV * V+b,baV,sb,bs) + 
+2n,( Vb,ba + Ve,b,b, —2b,baV,sb,b;) + 


ay 7Y By Y a 
t+ ns( Vo bp + Vode — Vb bobs — Vobs,b.bs) + 
+2n (Vsbo,babs +t Vsbs ,bbs) ti( BoV, sb bs +b .bsY * V), 
(13.18) 
其 中 Vs 定义 于 (6. 12). 上 述 表 达 式 是 这 样 构造 的 ,使 得 ,nm,,… ,ms 是 这 类 张 
景 的 系数 ,它们 对 下 标 a,B 进行 缩 并 时 给 出 为 零 ;f 和 是 具有 非 零 迹 的 张 量 
的 系数 ,可 称 为 第 二 黏 性 系数 . 我 们 注意 到 它们 不 仅 包 含 标 量 V ' ,而 且 还 包 
合 Vsb,bs: (13. 18) 中 的 开头 两 项 对 应 于 应 力 张 量 的 通常 表达 式 , 所 以 9 和 是 
寻常 黏 性 系数 . 
我 们 注意 到 , 张 量 ke 和 me 必然 是 真 张 量 ,因为 它们 满足 反 演 对 称 的 条 
件 . 因此 ,( 对 于 立体 异 构 材 料 的 气体 ) 放弃 这 个 条 件 不 会 导致 任何 新 项 的 出 现 . 
然而 ,这 种 放弃 会 导致 新 效应 出 现 ,有 一 个 归 因 于 速度 梯度 的 热流 gq" ”和 
归 因 于 温度 梯度 的 黏 性 应 力 oa'" .这 些 所 谓 交 扰 效应 由 下 列 公式 描述 : 
et ap (13.19) 
其 中 eye 和 a, 是 三 阶 张 量 ,它们 对 由 逗号 分 开 的 下 标 对 是 对 称 的 . 用 $9 中 那 
样 选 出 的 x。 和 X,, 动 理 系数 ys 和 yw 是 Tc, ws 和 7?awy， 于 是 昂 萨 格 原理 表明 ， 
存在 磁场 情况 下 我 们 必须 有 
Ta.s,(B) =c, .ol -B). (和 
这 种 张 量 的 一 般 形式 是 
Qog,y = a1b, beb, +azpb Bo +a(pDo5o + bed,) +a (bo bo Bopo)- 
区 区 
这 个 表达 式 中 的 所 有 项 都 是 厢 张 量 , 所 以 带 有 这 些 系数 的 关系 式 (13. 19) 在 反 


QD 不 必要 写 下 带 两 个 bg 因子 的 项 的 组 合 :因为 两 个 张 量 ese 的 乘积 化 至 张 量 Sos 的 积 , 这 种 组 合 会 
化 至 (13. 17) 中 已 经 包括 的 那些 组 合 . 
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演 下 不 是 不 变 式 ， 

现在 让 我 们 简要 地 考虑 ,存在 电场 的 气体 中 的 动 理 现象 . 我 们 选用 由 对 称 
陀螺 类 型 的 有 极 分 子 ( 即 具 有 偶 极 矩 4 的 分 子 ) 构 成 的 气体 .在 电场 中 ,有 力矩 
d x 作用 于 有 极 分 子 ,所 以 动 理 方程 包含 一 项 


d 的 方向 沿 分 子 轴 ,与 其 转动 角 动 量 MW 无 关 . 然而 ,由 于 陀螺 轴 绕 恒定 天 量 M 
的 方向 迅速 旋 进 ,对 此 求 平 均 的 结果 ,上 述 项 中 仅 保 留 沿 M 的 分 量 4, 从 而 变 成 


7y[4f xEI] “ (13.22) 


其 中 =od/M, 并 且 变 量 o(d 和 MM 之 间 夹 角 的 余弦 ) 现 在 取 从 -1 至 +1 的 一 
系列 连续 值 . 表达 式 (13. 22 ) 与 磁场 情况 中 相应 项 的 差别 仅 在 于 用 五 代替 了 了 3. 
于 是 所 有 前 述 的 动 理 方程 以 及 由 此 得 出 的 结论 仍然 适用 . 由 

然而 ,有 一 个 差别 起 因 于 下 列 事实 :电场 是 真 拓 量 而 非 履 矢量 ,不 受 时 间 
反 演 的 影响 . 因此 ,对 于 热 导 率 张 量 和 黏度 张 量 的 昂 萨 格 原理 这 里 表达 为 : 

kel E) = Kgo( E), Nagys ( E) = Nysop( E), (13.23) 

而 不 是 (13.11) 和 (13. 16) 那 样 . 相应 地 ,表达 式 (13.10) 和 (13.18) 中 kk, 三 0 和 
73 =m4 三 0( 其 中 现在 b=E/E).@ 同 时 , 交 扰 效应 不 仅 在 立体 异 构 气 体 中 是 可 能 
的 ,对 此 表达 式 (13. 21) 完全 适用 ,而 且 在 非 立 体 异 构 分 子 的 气体 中 也 是 可 能 
的 : 带 有 as =0 的 表达 式 (13. 21) 现 在 是 一 真 张 量 . 
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气体 的 动力 学 运动 方程 ,考虑 到 热传导 和 内 摩擦 过 程 ,包含 热流 gq'( 能 流 g 
的 耗 散 部 分 ) 和 黏 性 应 力 张 量 o's( 动量 流 了 ,gs 的 耗 散 部 分 )， 当 gg 和 op 已 经 
用 气体 中 的 温度 梯度 和 速度 梯度 表达 时 ,这 些 方程 获得 实际 意义 . 然而 ,通常 的 
表达 式 对 这 些 梯度 是 线性 的 ,因此 只 是 按 小 比值 ML( 平 均 自由 程 对 问题 的 特征 
尺度 之 比值 , 称 为 克 努 森 数 Km) 作 宕 展开 时 ,展开 式 中 的 第 一 项 ， 如 果 这 个 比值 
不 是 很 小 ,考虑 到 WL 的 高 一 级 小 量 的 项 作 校 正 也许 是 适当 的 . 这 样 的 校正 不 
但 在 运动 方程 本 身 中 出 现 ,而 且 在 气体 流动 中 物体 表面 处 对 这 些 方程 的 边界 条 
件 中 出 现 . 

流 g' 和 o's 展开 式 中 递 次 各 项 ,用 温度 ,压强 和 速度 的 各 阶 空间 导数 及 其 各 
军 次 来 表达 ， 这 些 项 原则 上 必须 通过 动 理 方程 解 的 高 一 级 近似 来 计算 .“ 零 级 ” 


QD 双 原 子 分 子 在 冬 直 于 M 的 平面 内 转动 ;因此 对 于 有 极 双 原子 分 子 o =0. 在 这 种 情况 动 理 方程 
中 电场 对 分 子 运 动 的 影响 , 仅 在 场 的 二 次 近似 下 才 出 现 ， 
”对 于 非 立体 异 构 分 子 构成 的 气体 ,在 电场 中 没有 x; ,73 ,m4 的 项 也 是 反 演 不 变性 条 件 所 要 求 的 . 
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近似 相当 于 局 域 平衡 分 布 蚂 数 ,和 理想 流体 的 动力 学 方程 相 适 应 . 一 级 近似 
相当 于 $6 一 88 中 所 考虑 的 分 布 函数 = 万 (1+X AT) ,和 流体 力学 的 纳 维 - 
斯 托 克 斯 方程 及 热传导 方程 相 适 应 . 二 级 近似 中 ,要 寻求 分 布 函数 的 下 列 形 式 : 


1 ] 
f=f[! + + i (14.1) 


并 且 要 将 动 理 方程 相对 于 二 级 校正 X” 线 性 化 ， 获 得 的 方程 具有 下 列 形式 : 


T Du | 全: (js 
+ *V + = 
a / 
(1)s (1)r (1) (1) 


-元 | x -x x dr ar'ar = IO ld 


其 中 了 是 以 前 引进 的 线性 积分 算 符 (6.5). 符号 bo/8t 表示 宏观 量 的 那 种 时 间 导 


数 ,它们 表现 为 对 fx“/T 的 求 导 结 果 要 借助 于 一 级 近似 的 流体 力学 方程 ( 欧 拉 
方程 ) 通 过 空间 导数 来 表达 .左边 第 二 项 中 符号 (9,/91) 表示 时 人 间 导 数 要 借助 于 
纳 维 -斯 托 克 斯 方程 或 热传导 方程 中 的 一 阶 项 (含有 7,t 或 « 的 项 ) 来 消去 . 
我 们 将 不 写 出 二 级 近似 中 出 现 的 g' 和 o's 中 所 有 众多 项 (这 些 项 称 为 伯 内 
特 项 ;D. Burnett,1935). 在 许多 情况 下 ,这 些 项 对 解 作 出 的 贡献 是 远 小 于 下 面 要 
讨论 的 边界 条 件 中 的 校正 . 在 这 样 一 些 情况 下 ,方程 本 身 中 包括 校正 会 是 可 达 
到 准确 度 的 不 合理 夸大 . 我 们 将 仅 限于 考虑 一 些 典型 校正 项 并 就 各 类 运动 对 它 
们 作 估 计 . 
首先 ,让 我 们 注意 到 小 参量 Kn = WL 以 某 种 方式 与 描述 流体 运动 的 两 个 参 
量 , 即 雷 诺 数 Re 和 马赫 数 Ma 相 联系 . 雷诺 数 定义 为 Re ~ VL/v, 其 中 V 是 流速 的 
特征 尺度 而 > 是 运动 黏度 ;马赫 数 定义 为 Ma ~ V/u, 其 中 是 声速 . 在 气体 中 ， 
声速 与 分 子 的 平均 热 速率 5 是 相同 数量 级 ,而 运动 符 度 > ~ 万 因此 Re ~ VL/45， 
Ma ~ V/5 而 克 努 森 数 
Kn ~ Ma/Re. (14.3) 
因此 很 明显 ,运动 的 流体 力学 性 的 条 件 Kn <<1, 对 Re 和 Ma 的 相对 数量 级 强加 
一 个 限制 . 让 我 们 首先 考 虚 “ 慢 "运动 ,具有 
Re<1, Ma<<!1. (14.4) 
让 我 们 考 虚 茜 性 应 力 张 量 中 含有 两 个 速度 一 阶 导数 乘积 的 任何 伯 内 特 珊 ， 
例如 
dd df (14.5) 
9X, Ox 
系数 pP( 其 中 p 是 气体 密度 ) 是 数量 级 估计 . 这 项 对 o's 给 出 贡献 go” ~pl V7 
三 ， 黏 性 应 力 中 主要 项 ( 纳 维 -斯 托 克 斯 项 ) 的 数量 级 是 
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而 比值 





因为 Re 三 1, 我 们 看 到 项 (14.5) 给 出 对 黏 性 应 力 的 改正 ,其 相对 量 级 是 三 
(1L) ;然而 边界 条 件 中 的 改正 ( 见 下 面 ) 对 运动 给 出 远大 得 多 的 改正 ( ~ WL). 
如 果 温 度 梯 度 起 因 于 运动 本 身 , 由 下 列 形式 的 项 中 


”67 oT 
ee (14.6) 
引起 的 校正 其 至 更 小 ;这 是 因为 特征 温度 差 AT ~ TV/w、 然而 ,如 果 温 度 差 是 
“由 外 界 ”( 例 如 , 淄 于 气体 中 的 加 热 物体 ) 强 加 的 ,(14.6) 形 式 的 伯 内 特 项 可 能 
引起 定常 运动 ,其 特征 速度 由 平衡 方程 


jo + or)) = 
确定 ,这 个 运动 的 速率 的 估计 量 是 
y~ (AD (14.7) 


L miT” 

(M. H. Koran ,B.C. FamkrH 和 O.T. Ppnanennep,1970. ) 

在 作 估 计时 ,必须 记 住 AT( 这 里 A 是 有 限 增 量 符号 包 ) 可 借助 于 热传导 方程 
Vy. (x VT) =0 利用 温度 梯度 的 平方 来 估计 ,以 及 记 住 运动 仅 是 由 力 的 无 势 部 
分 90 /axs 引 起 的 ;有 势 部 分 被 压强 所 平衡 

类 似 考 虑 适用 于 热流 gq' 中 的 校正 项 . 不 可 能 仅 从 温度 的 导数 构造 二 级 校正 
项 ;( -k VT 之 后 ) 第 一 个 这 种 校正 项 是 const x V( AT) (这 里 A 是 拉 普 拉 斯 算 
符 ) ,因此 是 三 级 项 . 除 温度 的 导数 之 外 还 包括 速度 的 导数 的 项 ,例如 


2 
pl (vy ，V)V 7T， 
nm 


又 是 给 出 相对 量 级 为 六 /的 校正 ， 
现在 让 我 们 接着 考虑 “快运 动 ,具有 
Re >>1， Ma 三 1. (14.8 ) 
在 这 种 情况 ,气体 运动 发 生 在 两 个 区 域内 :主要 体积 ,这 里 运动 方程 中 的 藉 性 项 
不 重要 ;和 一 个 薄 边 界 层 , 这 里 气体 速度 迅速 减 小 . 





个 ” 黏 性 应 力 中 的 这 类 项 是 玫 克 斯 书 (Maxwel(1879 ) ) 首 先 讨论 的 ， 
国 “” 俄 文 版 (和 英文 版 ) 将 此 处 的 A 称 为 拉 普 拉 斯 符号 (Laplacian ) ,而 将 下 面 的 A 称 为 拉 普 拉 斯 算 
符 ( Laplacian operator) , 易 混 消 . 为 了 区 别 ,后 者 有 时 也 常用 Vy 这 一 符号 表示 . 一 一 译 者 注 . 
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例如 ,让 我 们 考虑 气流 通过 平板 的 情况 ,流动 方向 取 作 x 轴 . 平板 上 边界 层 
厚度 5 是 


KB 人 xlv\ 

5-(V) ~(T) 
其 中 x* 是 离 前 缘 的 距离 , 见 第 六 卷 , § 39. 对 于 速度 沿 x 方向 变化 的 特征 尺度 由 
坐标 x 本 身 给 出 ,而 沿 y 方向 (垂直 于 平板 ) 的 由 边界 层 的 厚度 6 给 出 . 这 里 , 按 
连续 性 方程 ,V, ~ V.6/x. 纳 维 -斯 托 克 斯 黏 性 应 力 张 量 中 的 主要 项 是 
aV. ay 
ay 6 
然而 ,ao',, 的 伯 内 特 项 中 没有 一 个 含有 ( 97./ey) ;容易 看 出 导数 9V,/9xs 并 不 能 
以 其 二 次 项 构成 这 样 的 二 阶 张 量 ,其 xy 分 量 会 包含 该 平方 项 .，o,， 中 的 最 大 项 
只 能 是 形式 为 


/ 
IT ,~pV 


piv v -et 
的 那些 项 . 它们 对 o' 的 比值 是 o /or ~LV/x5 ~(1/6)*, 它 又 是 二 级 项 . 

现在 我 们 将 证 明 在 气体 与 固体 边界 上 的 极限 条 件 下 ,校正 项 给 出 (WL) 的 一 
级 效应 .由 此 可 见 邻近 固体 表面 发 生气 体 稀 政 的 明显 现象 . 

在 非 稀 薄 气 体 中 ,固体 表面 处 的 边界 条 件 是 气体 和 固体 的 温度 相等 .然而 ， 
实际 上 ,这 是 一 个 近似 条 件 , 仅 当 平 均 自由 程 可 以 认为 是 无 穷 小 时 才 适 用 . 当 考 
虚 到 固体 与 不 均匀 加 热气 体 接触 面 处 的 有 限 平均 自由 程 时 ,存在 一 个 温度 差 ;一 
般 仅 当 有 完全 热平衡 和 气体 温度 恒定 时 ,温差 才 降 至 零 . 由 

接近 固体 表面 处 ( 离 表 面 的 距离 小 ,但 不 是 太 
小 处 ) ,气体 的 温度 梯度 可 假设 为 常量 ,因此 温度 
随 距离 线性 变化 .然而 ,在 离 器 壁 ( 距 离 ~! 的 ) 紧 
邻 处 ,温度 变化 一 般 很 复杂 ,其 梯度 不 是 常量 . 图 
1 中 的 连续 曲线 描绘 邻近 表面 处 气体 温度 的 示例 

然而 , 当 考 虑 整个 气体 的 温度 分 布 时 ,在 器 壁 
邻近 可 与 平均 自由 程 相 比 的 有 关 距 离 内 ,温度 的 
确切 形式 是 不 重要 的 . 至 于 靠近 固 壁 的 温度 分 布 ,我 们 主要 关心 的 仅 是 图 1 中 
曲线 的 直线 部 分 , 它 延伸 至 远大 于 自由 程 的 距离 . 这 个 直线 的 方程 由 其 斜率 和 





QD” 当 所 说 的 是 平均 自由 程 量 级 大 小 的 区 域内 气体 的 温度 时 ,严格 地 说 ,必须 给 所 谓 温 度 的 意义 下 
定义 ,目前 情况 下 ,可 以 用 气体 中 给 定点 分 子 的 平均 能 量 来 定义 ， 由 该 平均 能 量 确定 温度 的 函数 取 为 与 
大 体积 气体 的 相同 . 
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在 纵 坐 标 轴 上 的 截 距 来 确定 . 因而 我 们 涉及 的 不 是 器 壁 处 温度 的 实际 间断 ,而 
是 当 温 度 梯度 接近 器 壁 所 有 好 离 直 至 零 都 假设 为 常量 时 导致 的 间断 ,如 图 1 中 
虚线 所 示 . 设 8T 表示 这 个 外 推 的 温度 间断 ,定义 为 气体 温度 减 器 壁 温 度 ( 后 者 
在 图 1 中 任意 地 取 为 零 ). 

当 温 度 梯 度 为 零 时 ,间断 57 也 为 零 ， 因 此 ,对 于 不 太 大 的 温度 梯度 ， 

aT 
T=8 7 (14.9) 

导数 是 沿 进入 气体 表面 的 法 线 取 的 . 系数 g 可 称 为 温度 间断 系数 . 如 果 进 入 气 
体 体 积 内 时 其 温度 增加 (97/9n >0) ,我 们 也 必须 有 87 >0, 所 以 系数 g 是 正 的 . 

固体 器 壁 与 运动 气体 之 间 的 边界 处 出 现 类 似 效应 . 稀薄 气体 不 是 完全 “条 
附 " 于 表面 ,而 是 在 其 附近 维持 一 个 小 而 有 限 的 速度 ,并 沿 表面 滑 移 ， 如 在 
(14.9) 中 那样 ,我 们 有 滑 移 速 率 为 


3 
to = 号， (14. 10 ) 


其 中 了 是 接近 器 壁 气体 速度 的 切 向 分 量 . 与 g 一样 , 滑 移 系 数 吉 也 是 正 的 . 对 
(14.9) 给 出 的 温度 间断 87 所 作 评 注 ,同样 也 适用 于 v。 严格 地 说 ,这 个 速率 不 
是 在 器 壁 本 身 处 气体 的 实际 速率 ,而 是 在 沿 器 壁 气体 层 内 梯度 9V./9n 恒定 的 假 
设 下 所 外 推 的 速率 . 

系数 g 和 & 具 有 长 度量 纲 ,与 平均 自由 程 为 相同 数量 级 : 

mi Et (14.11) 

温度 间断 和 滑 移 速 率 本 身 因 而 是 WL 的 一 级 量 . 为 计算 g 和 *, 必须 求解 关于 表 
面 附近 气体 分 子 分 布 函数 的 动 理 方程 ,这 个 方程 必须 考虑 到 气体 分 子 与 器 壁 之 
间 的 碰撞 ,因而 了 解决 定 这 种 碰撞 中 分 子 散射 的 规律 是 必要 的 . 

如 果 图 1 中 的 虚线 延伸 至 与 横 坐 标 轴 相交 ,造成 长 为 g 的 截 距 . 因而 我 们 
可 以 说 存在 温度 间断 时 的 温度 分 布 与 下 列 情况 相同 ,好 像 没 有 间断 而 器 壁 移 后 
一 段 距离 g 那样 . 对 气体 滑 移 的 情况 同样 也 适用 ,这 时 器 壁 移 后 一 段 距 离 上 当 
然 , 对 于 这 些 改变 ,意味 着 在 流体 力学 问题 的 解 中 应 该 仅 保留 g 或 & 的 一 级 项 . 
因为 考虑 到 温度 或 速度 的 间断 ,等 效 于 移动 边界 1! 量 级 的 距离 , 解 中 引起 的 校 
下 , 量 级 为 18/9x ~1/L, 即 为 VL 的 一 级 项 . 

除 对 边界 条 件 的 上 述 校 正 外 ,还 有 与 VL 相同 量 级 的 其 它 效 应 ,在 许多 情况 
下 更 加 重要 ,因为 出 现 某 些 定性 上 新 的 现象 . z 

一 种 新 现象 是 接近 不 均匀 加 热 固 体 表 面 的 气体 的 运动 , 称 为 热 滑 移 . 它 与 
混合 气体 中 的 热 扩 散 有 某 种 相似 之 处 . 正如 混合 气体 中 存在 温度 梯度 时 ,与 别 
种 ”气体 分 子 的 碰撞 产生 粒子 流 那样 ,在 这 个 情况 由 于 器 壁 处 厚度 ~i 的 气体 薄 
层 内 的 分 子 与 不 均匀 加 热 器 壁 的 碰撞 同样 引起 一 个 流 . 
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设 泵 表示 器 壁 附近 气体 由 于 热 滑 移 所 获得 的 切 向 速度 ,VY,T 表示 温度 梯度 

的 切 向 分 量 . 一 级 近似 中 ,我 们 可 以 假定 V, 正比 于 V,T, 即 ,对 于 各 向 同性 表面 ， 

V, = VT. (14. 12) 

系数 风 必须 正比 于 平均 自由 程 1, 因 为 它 与 厚度 为 1 的 气体 层 中 的 粒子 有 关 ， 因 

此 很 明显 ,按照 量 岗 论据 ,y ~ 以 (mz)， 用 碰撞 截面 和 气体 密度 来 表达 平均 自由 
程 ,我 们 有 i~1/( Nao) ~ T/A(oP) ,而 最 后 得 到 


1 了 
~ ~ 一 | 一-. 14. 13 
六 CrPA m ) 


;的 正 负 号 不 是 由 热力 学 条 件 确定 ;实验 结果 表明 通常 jy >0. 
最 后 还 有 一 种 一 级 效应 是 运动 气体 中 存在 附加 的 表面 热流 ( 即 局 限于 器 壁 
附近 厚度 ~! 的 层 内 的 热流 )9",。o*, 正 比 于 切身 速度 的 法 问 梯 度 : 


-一 ， (14.14) 


具有 量 纲 为 [能 量 / 长 度 x 时 间 ]. 

系数 及 和 gp 由 根据 昂 萨 格 原理 得 出 的 一 个 关系 式 相 联 系 . 为 推导 这 个 关系 
式 , 让 我 们 考虑 炉 增加 率 的 “表面 "部 分 5 ,4, 这 归 因 于 器 壁 处 气体 的 运动 并 取 为 
器 壁 表面 每 单位 面积 的 量 . 这 个 增 量 包括 两 部 分 . 首先 ,存在 热流 gx 给 出 对 


$4 的 贡献 为 

- we 
参看 归 因 于 体积 热流 的 箭 增 加 率 的 对 应 表达 式 ( 第 六 卷 , § 49; 第 九 卷 ，§ 88). 
其 次 ,气体 流 过 器 壁 时 每 单位 面积 经 受 的 摩擦 力 为 -m3V,/3n. 每 单位 时 间 耗 散 
的 能 量 等 于 这 个 力 所 作 功 


而 除 以 了 后 给 出 对 业 增 加 率 的 贡献 . 因此 我 们 有 
1 aV, 


] 
Su = Tag at" 了 一 了 77 (14.15) 


在 昂 萨 格 原理 的 一 般 表 述 中 ( 8$9) ,现在 我 们 取 作 忒 .的 量 是 矢量 : 
i 
3 ” TT on 
将 (14.15 ) 与 表达 式 (9.3) 进 行 比 较 , 表 明 对 应 量 *。 是 矢量 : 
= 4 ,uu x, = nV,. 
起 “运动 方程 "(9. 1) 的 作用 的 是 关系 式 (14.12) 和 (14.14) ;把 这 些 写 作 
Xi = TpX,, x, = nT XK, , 


我 们 获得 所 要 寻求 的 关系 式 
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9 = Tn (14.16) 
(L. Waldmann ,1967 ). 


习 题 


1. 含有 气体 处 于 不 同 温度 Ti 和 也 的 两 个 容器 ,由 一 长 管道 相连 通 ， 由 于 
热 滑 移 , 在 两 容器 中 气体 间 建 立 起 压强 差 ( 热 分 子 压强 效应 ). 试 确定 这 个 压 
强 差 . 
解 :对 于 泊 肃 叶 流动 ,在 压强 和 温度 梯度 影响 下 ,考虑 到 热 滑 移 ,管道 表面 处 
的 边界 条 件 是 在 r= 尺 处 ,v=jdT/dx( 其 中 展 是 管道 半径 而 x 是 沿 管 道 方向 ). 
我 们 按 通 常 方 法 (第 六 卷 , $17) 求 出 管道 截面 上 的 器 度 分 布 为 : 
| dT 
Vv 二 4 gz(t -rr) ee 
每 单位 时 间 流 经 管道 截面 的 气体 质量 是 
= -ez +ppnR’ > 


其 中 pp 是 气体 密度 . 在 力学 平衡 0 =0 ,由 此 
dP _ Sn dT 
dx RR? dx 
对 管道 整个 长 度 上 的 积分 给 出 压强 差 为 


8 
Py pe 


(如 果 也 -7T 相当 小 ,nm 和 可取 为 常量 ). 利用 (14.13) 和 (8.11) 对 该 效应 的 
数量 级 估计 给 出 
SP 7 87 


-GC 


P R*T 
当 Q =0 时 管道 截面 上 的 速度 分 布 是 
2 六 
rp 和 -1 于 
气体 沿 管 壁 按 温度 梯度 方向 流动 (v >0), 而 在 管道 轴 附 近 它 按 相 反方 向 流动 
(v <0). 

2. 具有 长 度 为 上 和 不 同 半径 (RR < R,) 的 两 根 管道 在 其 两 端 相 连接 ;两 结 点 
维持 在 不 同 温度 ( T, > 7T), 设 其 差 值 很 小 ,由 于 热 滑 移 , 在 管道 中 建立 起 气体 的 
环流 运动 , 试 求 通过 管道 截面 的 总 气体 流 . 

解 : 用 R' 去 除 题 上 中 公式 (1), 并 沿 两 个 管道 所 形成 的 闭合 围 道 积分 ,我 
们 有 
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RIR; 
六 





= (TT)(R -Ri) 


流动 在 图 2 所 示 的 方向 发 生 . 

3. 半径 为 民 的 球体 浸没 于 气体 中 , 设 气 体 维 持 有 恒定 温 
度 梯度 VT=A, 试 确定 作用 于 球体 的 力 下. 

解 : 球 内 的 温度 分 布 给 出 为 


3K, 


T= 





Arcos 9， 





Ki +2K, 
其 中 x， 和 kk, 分 别 是 球体 和 气体 的 热 导 率 3r 和 8 是 以 球 心 为 图 2 
原点 和 极 轴 沿 4 的 球 极 坐 标 ( 见 第 六 卷 ,8$50, 题 2). 因此 我 
们 求 得 洛 球 表面 的 温度 梯度 为 


-一 
mep 一 一 





热 滑 移 引 起 的 气体 层 流 仅 由 一 个 矢量 4 确定 . 因此 ,对 于 这 种 情况 的 纳 
维 -斯 托 克 斯 方程 ， 可 以 像 液体 流 过 在 其 中 运动 的 球体 的 问题 中 那样 ,寻求 同 
样 形式 的 相应 解 ( 见 第 六 卷 ,，§ 20) : 
二 Re 


r r 
其 中 =r/r; 忽 略 了 bo 中 的 相 加 常量 ,因为 我 们 必须 有 当 r 一 时 vv=0. 常量 a 
和 上 由 条件 


也 =0， om = 共 55 当 r=R 
求 得 ,它们 的 值 是 
2 
“Re 2( Ki +2kz) 
作用 于 球体 的 力 是 
12 
下 =8Ta?m4 = - eg 有 


为 了 使 这 些 问 题 中 所 考虑 的 表面 效应 实际 上 小 于 体积 效应 , 题 1 和 题 2 中 
在 管道 半径 上 , 题 3 中 在 球体 半径 上 ,温度 必须 仅 有 微小 变化 . 

4. 两 个 容器 由 一 长 管道 相连 通 , 含 有 气体 处 于 压强 为 P| 和 P,, 但 处 于 相同 
温度 . 试 确定 容器 之 间 伴 随 着 管 中 的 泊 肃 叶 流动 的 热流 ( 力 热 效应 ). 

解 : 按 照 (14.14) 和 (14.16) , 沿 管 壁 的 热流 是 


dV 
gg =27Rg',r =27RTn 
另 一 方面 ,根据 定常 流动 下 流体 的 力学 平衡 条 件 ,我 们 有 
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dV _ mdP_ pf 
2mRm = mR dr =TR 8 
因而 最 后 求 得 


q' = TR Tu(P, -PP,)/L. 
$15 高 度 稀薄 气体 中 的 现象 


8$ 14 中 所 讨论 的 现象 ,不 过 是 与 平均 自由 程 ! 对 问题 中 特征 尺度 工 之 比值 
的 高 阶 寡 相 联系 的 校正 效应 ;这 个 比值 仍 假定 为 很 小 . 当 气 体 是 如 此 稀薄 ,或 太 
度 工 是 如 此 小 ,以 致 i/L 三 1, 即使 带 有 经 校正 边界 条 件 , 流 体力 学 方程 也 变 得 完 
全 不 适用 . 

对 任何 WL 值 的 一 般 情况 ,原则 上 必须 在 与 气体 接触 的 固体 表面 上 的 特定 
边界 条 件 下 来 求解 动 理 方程 . 这 些 条 件 依赖 于 气体 分 子 与 表面 之 间 的 相互 作 
用 ,并 且 将 入 射 到 表面 上 的 粒子 分 布 函数 与 离开 表面 的 粒子 的 分 布 函 数 联 系 起 
来 . 如 果 这 个 相互 作用 相当 于 分 子 散射 而 没有 诸如 化 学 变化 .电离 ,或 被 表面 吸 
收 这 些 过 程 , 则 可 用 概率 w( 太 ' ,三 ) d 太 "来 描述 , 它 表 示 一 个 具有 给 定 以 值 的 分 
子 碰撞 表面 后 反射 进入 给 定 范围 dT'; 函数 w 的 归 一 化 条 件 是 


[wT', Mar’=1. (15.1) 
用 这 个 函数 ,对 分 布 蚂 数 f( 丁 ) 的 边界 条 件 变 成 
| wT' ,TR f(T)dT = -nv fT ) ne'>0. (15.2) 


nv<O 


左边 的 积分 乘 以 dT' 是 每 单位 时 间 人 入 射 到 表面 的 单位 面积 上 并 被 散射 进入 给 定 
范围 dT 全 ' 内 的 分 子 数 ; 对 这 样 的 丁 值 范围 积分 ,它们 对 应 于 分 子 问 表面 运动 (n 
为 物体 表面 外 向 法 线 的 单位 矢量 ). (15.2) 右 边 的 表达 式 是 每 单位 时 间 离 开 表 
面 单位 面积 的 分 子 数 . 方程 两 边 太 ' 的 值 必须 对 应 于 离开 表面 运动 的 分 子 . 
平衡 时 ,气体 温度 与 物体 温度 相同 ,对 于 人 射 和 反射 粒子 ,它们 的 分 布 图 数 
必须 都 是 玻 尔 效 曼 分 布 形式 . 因此 了 晃 数 w 必须 恒 等 地 满足 下 列 方 程 : 
| wTI',T)n -ved = -n.9'e (15.3) 


nv<O 


它 是 通过 用 f( 厂 ) = const x exp( -~e/7T,)( 这 里 7, 是 物体 的 温度 ) 代 入 (15.2) 得 
到 的 . 

在 所 描述 的 一 般 表述 中 ,对 于 高 度 稀薄 气体 流动 的 问题 ,其 求解 当然 是 很 困 
难 的 . 然而 , 当 气 体 稀薄 到 如 此 程度 ,以 致 达到 W/L >> 1 这 样 的 极限 情况 ,该 问 
题 可 很 简单 地 予以 陈述 . 

一 大 类 这 种 问题 与 下 列 情况 有 关 : 相 当 大 量 气 体 所 占据 的 体积 ,其 线 度 远大 
于 浸入 气体 中 固态 物体 的 线 度 工 ,并 且 也 远大 于 平均 自由 程 / 因此 分 子 与 固体 
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表面 的 碰撞 比较 稀少 ,相对 于 分 子 间 的 碰撞 来 说 是 不 重要 的 . 如 果 气 体 本 身 处 
于 平衡 ,具有 温度 7 ,在 这 些 条 件 下 我 们 可 以 假设 平衡 没有 受到 浸 人 物体 的 破 
坏 . 同时 气体 与 物体 之 间 可 能 有 任何 温度 差 . 对 两 者 的 宏观 运动 速度 同样 
如 此 . 

设 7 = 也 -7T 是 气体 温度 与 物体 表面 某 部 分 df 的 温度 之 差 , 而 V 是 气体 相 
对 于 物体 的 速度 ,对 于 r 和 不 为 零 的 情况 ,气体 和 物体 之 间 有 热 交 换 , 而 且 物 
体 受 到 气体 所 施加 的 力 . 设 4 为 由 气体 传 向 物体 的 耗 散 热流 ,并 令 下 - Pn 表示 
作用 于 物体 表面 每 一 点 沿 外 法 线 n 方向 每 单位 面积 上 的 力 . 这 里 第 二 项 是 寻常 
的 气体 压强 ;F 是 考虑 中 归 因 于 7 和 VY 的 附加 力 . 量 g 和 五 是 rr 和 站 的 函数 ; 当 
后 者 为 零 时 它们 变 为 零 . 

如 果 7 和 充分 小 (r 相对 于 气体 和 固体 的 温度 本 身 ,V 相对 于 气体 分 子 的 
热 速 度 ) ,于 是 g 和 FF 可 以 展开 成 7 和 VV 的 知 至 线性 项 为 止 . 令 FF 和 VV, 表示 FF 
和 VV 沿 法 线 n 的 分 量 ;F, 和 VV. 表示 其 切 向 部 分 ,后 者 是 具有 两 个 独立 分 量 的 矢 
量 . 于 是 所 述 展 开 式 是 

q=ar+BV, F,.=yr+6V, F,=0V.,, . (15.4) 

其 中 a,B8,y,5,9 是 表示 任何 给 定 气 体 和 固体 材料 特征 的 常量 (确切 地 说 是 温度 
和 压强 的 函数 )， 根据 对 称 性 “ 标 " 量 9 和 下, 不 能 含有 矢量 V, 的 线性 项 .根据 
同样 理由 ,矢量 F 的 展开 式 并 不 包含 “标量 + 和 及 的 线性 项 . 

量 a,6 和 08 是正 的 . 例如 , 当 气 体温 度 超 过 物体 温度 (7 >0) 时 ,热量 将 从 气 
体 传递 给 物体 ,热流 g 的 相应 部 分 将 为 正 ; 因 此 a >0. 其 次 ,由 于 气体 相对 于 物 
体 流动 引起 的 作用 于 物体 的 力 F, 和 FF, 必 须 分别 与 VW 和 VV 处 于 同样 方向 ;因此 
6>0 和 69>0. 至 于 系数 B 和 的 正人 负 号 并 不 能 从 一 般 热 力学 考虑 得 出 ,虽然 实 
际 上 它们 通常 似乎 是 正 的 . 它们 之 间 有 一 简单 关系 式 , 那 是 动 理 系 数 的 对 称 性 
的 一 个 推论 . 

为 了 推导 这 个 关系 式 ,我 们 来 计算 由 气体 和 在 其 中 的 物体 组 成 的 系统 中 总 
炉 的 时 间 导 数 . 物体 在 单位 时 间 内 通过 每 个 面 元 df 从 气体 获得 的 热量 为 gdf. 
物体 的 炉 5, 中 的 增 量 是 

与 ， 和 pr 

其 中 积分 是 对 物体 的 整个 表面 进行 的 . 

为 了 计算 气体 的 炳 增加 ,我 们 采取 使 气体 在 物体 位 置 处 为 静止 的 坐标 系 ;于 
是 在 表面 上 每 一 点 的 速度 是 ~-V. 为 了 疗 明 所 要 求 的 关系 式 ,我 们 将 假定 在 运动 


期 间 物 体 的 形状 可 能 变化 ;于 是 在 其 表面 上 各 点 的 速度 VV 是 任意 独立 变量 根 
据 热力 学 关系 式 dE = Td5 - Pd 多, 每 单位 时 间 气 体 的 炉 的 变化 是 


, 本 
3 = (Ek: +P.9», } 
2 
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具有 下 标 2 的 量 属于 气体 . 根据 系统 的 总 能 量 守恒 ,导数 户 ,是 物体 能 量变 化 的 
负 值 ， 这 个 变化 由 热量 中 gdf 和 对 物体 所 作 功 中 ( -V). (FF -Pn) df 两 部 分 组 
成 因此 我 们 求 得 气体 能 量 的 变化 为 
有 = 中 ( -9g+FV, +F,. V,- PV.)df 
气体 体积 的 变化 等 于 物体 体积 变化 的 负 值 : 
2 = ydf. 
所 以 气体 精 的 变化 是 
5， -元 由 gqg+FV+F,.V)d 


将 S, 和 5; 的 导数 相 加 ,然后 令 ( 对 于 7 很 小 )T, 二 7,=7, 我 们 最 后 有 系统 总 燃 的 
变 率 为 





$ = | 于 + + 下 C1 


对 于 昂 萨 格 原理 一 般 表述 ($9) 中 的 量 *, ,x: ,xs ,x ,我 们 分 别 取 为 物体 表 
面 上 任意 给 定点 的 gq, 了 Ff, 和 矢量 F, 的 两 个 分 量 . 为 求 得 对 应 量 ,我 们 将 
(15.5) 与 关于 暗 的 变 率 的 一 般 表达 式 (9.3) 相 比较 ,结果 看 到 万 ,X, ,XX, ,XX 分 
别 是 在 同一 点 的 -rz/T, -VAT 以 及 矢量 -V./T 的 两 个 分 量 . (关系 式 (9. 1) 中 
的 那些 ) 动 理 系数 是 

Yn =a7 ， yz = 0 了， ?733 =Y4 = 07， 
ya =BT, Ya =77 . 
于 是 对 称 性 ya = ys 给 出 所 要 求 的 关系 式 : 
B=YT. [Ts 

此 外 ,根据 二 次 型 (9.3) 为 正 ($ >0) 的 条 件 ,我 们 有 早已 提 到 的 不 等 式 a， 

B,9>0, 并 且 还 有 不 等 式 
Tad > 8 . 

为 了 计算 (15.4) 中 的 系数 ,我 们 需要 知道 气体 分 子 受 物体 表面 散射 时 ,由 
前 面 所 定义 的 函数 w( 厂 ,六 所 表达 的 散射 定律 的 特定 形式 .作为 例子 ,让 我 们 
推导 一 个 原则 上 能 用 来 计算 a 的 公式 . 

因为 一 个 分 子 与 壁 的 每 次 碰撞 传递 给 壁 的 能 景 是 a - se ,于 是 气体 传递 给 
物体 的 能 流 密度 由 下 列 积分 给 出 : 


9 = |e-s)luloC Pr)drdr ， ED 
积分 是 对 v, <0,v", >0 的 范围 进行 的 . 
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让 我 们 将 这 个 表达 式 利用 细致 平衡 原理 进行 变换 . 根据 细致 平衡 原理 , 平 
衡 时 ,分 子 受 壁 散射 中 厂 一 厂 ' 跃 迁 的 数目 等 于 "一 跃迁 的 数 上 且 . 这 意味 着 
wT',T) |v, exp( 扬 : | | [exp (5); (15.8) 


7 
平衡 时 ,气体 和 壁 的 温度 相等 . 
让 我 们 对 (15.7) 中 的 积分 变量 重新 命名 :了 一 三” ,三 一方. 将 得 到 的 两 个 
表达 式 相 加 ,然后 用 2 除 ,结果 给 出 


] 
了 -一 本 | (se am se')e” xX 





x [wt( Fa | le = Iv’, |e “1drar.. 
最 后 ,将 (15.8) 的 w( 厂 ', 厂 ) 代 和 人 ,然后 将 被 积 函 数 用 小 差 值 7 = T, -也 的 寡 展 
开 ,我 们 求 得 9 = ar ,其 中 


BA , 人 一 sl(T) 
a = |(e e')’|v |wr ,exp( 生 -二 全 jdrdr (15.9) 


(zz <0, v', >0; 温 度 T=7, 的 下 标 已 经 省 略 ). 

关于 从 壁 散射 的 分 子 的 分 布 函数 ,依赖 于 它们 与 壁 相互 作用 的 特定 性 质 . 
有 所 谓 完全 适应 ,如果 从 物体 每 个 面 元 所 反射 的 分 子 ( 不 管 其 碰撞 前 速度 的 大 
小 和 方向 如 何 ) ,具有 这 样 的 分 布 , 它 与 离开 容器 上 小 孔径 的 分 子 束 中 的 分 布 相 
同 ,而 容器 中 气体 温度 等 于 物体 温度 . 换 句 话说 ,对 于 完全 适应 , 受 壁 散射 的 气 
体 达到 与 壁 热平衡 有 意义 的 是 将 (15.4) 中 系数 的 值 与 完全 适应 情况 的 系数 相 
比较 . 特别 是 ,气体 分 子 和 固体 壁 之 间 的 能 量 交换 通常 用 适应 系数 来 描述 , 它 定 
义 为 比值 qa/ao ,其 中 ao 对 应 于 完全 适应 的 情况 . 在 实际 情况 下 ,通常 不 能 达到 
完全 适应 ,因而 适应 系数 小 于 1. 

ao 实际 是 最 大 可 能 值 的 事实 容易 证 明 如 下 . 让 我 们 从 稍 许 不 同 的 观点 来 看 
(15.5) 中 的 炉 5: 不 是 把 它 当 作物 体 和 气体 整个 在 一 起 的 总 粹 ,而 是 当 作 物体 与 
时 间 Ai 内 达到 物体 表面 的 正好 那些 气体 分 子 在 一 起 的 炉 . 对 于 这 个 系统 ,具有 
完全 适应 的 分 子 反 射 表示 向 一 个 完全 平衡 态 的 转变 ,所 以 它 的 糯 取 最 大 可 能 值 . 
因此 ,伴随 这 个 转变 的 炳 的 变化 AS = 5 At 也 将 是 极 大 DD 换 句 话说 ,对 于 完全 适 
应 的 情况 ,二 次 型 (9.3) 必 须 对 X,( 即 7,V, 和 VV) 的 任何 给 定 值 都 是 极 大 ， 系数 
ys 的 相应 值 此 时 用 下 标 零 表示 ,我们 可 以 将 这 个 条 件 写 成 


ao 一 G : ,2(Bo -BP) -PB) yy 6-06, %-0, 
Tt 六 + 一 太一 VV. > 


@ ”这 个 论证 的 要 点 是 ,可 以 认为 物体 ( 它 起 “ 热 库 "的 作用 ) 在 整个 过 程 中 处 于 平衡 ,而 理想 气体 的 
业 仅 依赖 于 其 分 子 的 分 布 律 ,而 不 依赖 于 它们 之 间 的 相互 作用 律 ， 
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由 此 得 出 下 列 不 等 式 
Qo>a, 6>6, 0 >0， 
7T(a -a)(6, -6) >(B, -B) (15.10) 
让 我 们 考虑 高 度 稀薄 气体 从 具有 线性 尺度 工 的 小 孔 的 流出 了 PD. 在 极限 
WVL >> 1, 这 个 过 程 是 很 简单 的 过 程 . 分 子 将 各 自 独立 地 离开 容器 ,形成 分 子 束 ， 
其 中 每 个 分 子 以 其 到 达 小 和 孔 的 速率 运动 . 每 单位 时 间 离 开 小 孔 的 分 子 数 等 于 分 
子 与 具有 面积 s 等 于 小 扎 面 积 的 表面 之 间 每 单位 时 间 的 碰撞 数 . 器 壁 每 单位 面 
积 上 的 碰撞 数 是 P/(2mrm7) ,其 中 己 是 气体 压强 ,mm 是 一 个 分 子 的 质量 ; 见 第 
五 卷 , $39. 因此 ,每 单位 时 间 流 出 的 气体 质量 是 


Q=sP 35 (15.11) 


如 果 含 有 气体 的 两 个 容器 由 一 小 孔 相 连通 ,对 i << 工 的 情况 ,在 力学 平衡 时 
两 个 容 右 中 气体 的 压强 P, 和 P, 相 等 ,不 管 它们 的 温度 T, 和 7 如何 ”如果 
1 >> 工 ,力学 平衡 条 件 是 每 个 方向 通过 小 和 孔 的 分 子 数 相等 .根据 (15. 11) ,这 个 条 
件 给 出 
P, Bb, 
We 
因此 两 个 相连 通 容器 中 稀薄 气体 的 压强 是 不 同 的 ,它们 分 别 正 比 于 温度 的 平方 
根 ( 克 努 森 效 应 ). 
迄今 为 止 我 们 已 经 讨论 的 是 独自 处 于 平衡 的 大 量 高 度 稀薄 气体 中 的 现象 . 
现在 让 我 们 扼要 考虑 另 一 类 型 的 现象 ,其 中 气体 本 身 不 是 处 于 平衡 态 . 例如 ,对 
于 两 个 加 热 至 不 同 温度 并 浸没 于 稀薄 气体 中 的 两 个 固体 平板 之 间 的 热量 传递 ， 
板 间 距离 远 小 于 平均 自由 程 . 在 两 板 间 运动 的 分 子 , 相 互 之 间 儿 乎 不 经 受 任何 
碰撞 ,从 一 个 平板 反射 后 ,它们 自由 地 运动 直至 撞 到 另 一 板 上 . 当 被 较 热 的 板 散 
射 时 ,分 子 从 板 上 获得 一 些 能 量 ,然后 当 它 们 达到 较 冷 板 时 将 一 些 能 量 传递 给 冷 
板 . 因而 这 个 情况 下 的 热 传 递 机 理 与 非 稀 薄 气 体 中 的 寻常 热传导 机 理 本 质 上 不 
同 . 它 可 用 一 个 传 热 系数 « 来 描述 ,( 按 寻常 热 导 率 类 推 ) 它 可 以 这 样 定义 ,使 得 
K( 了 7 了: 一 了 ) 
d= 了 ， 
其 中 4 是 每 单位 时 间 每 单位 面积 平板 所 传递 的 热量 ,7 和 于 是 两 平板 的 温度 ， 
L 是 它们 间 的 距离 . « 的 值 可 利用 (7. 10) 作 数量 级 估计 . 因为 分 子 间 的 碰撞 
现在 是 用 分 子 与 板 的 碰撞 代替 ,平均 自由 程 1! 必须 用 两 板 间 的 距离 L 来 代替 . 
因此 





CS. 12) 
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中 这 种 现象 称 为 泻 流 . 一 一 译 者 注 . 
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RE 
“~ DN ~ (15.14) 
高 度 稀薄 气体 中 的 传 热 系数 正比 于 压强 ,和 非 稀 薄 气 体 中 的 热 导 率 大 不 相同 ,后 
者 不 依赖 于 压强 . 然而 ,应 该 强调 ,这 里 的 «不 仅仅 是 气体 本 和 喘 的 性 质 : 它 还 依 
赖 于 问题 的 特定 条 件 ,也 就 是 板 间 距离 L. 
一 个 类 似 效 应 是 高 度 稀薄 气体 中 的 “ 黏 性 ” ,例如 ,气体 中 两 块 平板 的 相对 
运动 下 (再 次 具有 上 << 站 会 出 现 . 这 里 的 黏度 7 必须 这 样 来 定义 ,使 得 
F =nVL, (15.15) 
其 中 FF 是 作用 于 运动 平板 每 单位 面积 上 的 摩擦 力 , 而 VY 是 一 个 平板 相对 于 为 一 
个 平板 的 运动 速率 . 用 距离 L 来 代替 (8. 11) 中 的 平均 自由 程 ,我 们 有 


n~miNL~ LP 之 (15.16) 


即 ,稀薄 气体 中 的 黏度 同样 正比 于 压强 . 
习 题 
1. 在 初始 瞬间 1=0, 气 体 占据 半空 间 x <0. 忽略 碰撞 ,确定 随后 瞬间 的 密 
度 分 布 . 
解 :如 果 和 忽略 碰撞 , 动 理 方程 简化 为 
EY 


十 他 
ot or 


其 通 解 为 /=f(r -vt,v )， 对 给 定 初始 条 件 , 我 们 有 
v, >x/t 时 , f=f(v), v. <x/t 时 f=0. 
其 中 所 是 麦克 斯 书 分 布 ， 气 体 密度 是 


的 


N(i,x) = | fc wm arede = 了 一 4( 三 \/ 引 )]， 


其 中 
?=| dy， 


而 NV, 是 初始 密度 ， 因为 已 经 忽略 碰撞 这 些 公式 实际 仅 适 用 于 |x| << /7 范 
围 内. 

2. 一 个 半径 为 RR 的 球 , 在 稀薄 气体 中 以 速度 六 运动 . 试 确定 作用 于 球 上 
的 力 . 

解 : 对 球 的 运动 的 总 阻力 是 


F = -EVR(6 +20). 
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3. 一 个 无 重量 平 盘 的 两 面 被 加 热 至 不 同 温 度 T, 和 了 ,, 试 确定 平 盘 在 稀薄 
气体 中 的 运动 速率 ， 
解 : 平 盘 的 ( 生 直 于 其 平面 方向 的 ) 速 度 由 下 列 条 件 求 得 :作用 于 平 盘 两 面 
的 合力 为 零 . 它 以 冷 面 向 前 运动 ,速率 站 给 出 ( 当 了。 > 了 时) 为 
Wy 六 
Y= 区 (7 -7 


4. 对 于 完全 适应 情况 ,计算 适应 系数 w 的 值 ar、 
解 :每 单位 时 间 与 物体 表面 单位 面积 碰撞 的 分 子 , 所 贡献 出 的 能 量 是 


JP ed 有 ,其 中 万 是 具有 温度 为 也 的 气体 的 玻 尔 兹 曼 分 布 函数 ,e 是 一 个 分 子 的 
能 量 ,而 x* 轴 垂直 于 表面 上述 同样 分 子 所 携带 走 的 能 量 ( 在 完全 适应 情况 下 ) 
可 简单 地 通过 用 物体 的 温度 了 ,代替 了 而 求 得 . 于 是 热流 是 
q= | (6 -AD)endr， 
对 ?5 的 积分 是 从 0 至 mw， 分子 的 能 量 写成 & = en + my ,其 中 se, 是 内 部 运动 
能 量 . 通过 计算 给 出 每 个 积分 的 值 为 
[fev.dT =y{( 5,, +27) =v|5 + =z7| 本 + 二 


其 中 EE=cT 是 一 个 分 子 的 平均 能 量 . 而 = P/V2mmT 是 每 单位 时 间 碰 撞 到 表 
面 单位 面积 上 的 分 子 数 . 热量 qg 是 在 到 达 和 离 去 的 分 子 数 相等 , 即 相 同 v 情况 
下 两 者 之 间 的 能 量 差 .这样 获得 gq =a(T, -7T) 中 的 系数 的 值 是 


下 1 
Qo 一 ye pa 
27mT 


假设 差 值 T, -TT 很 小 ,所 以 我 们 令 了 了 二 T, 三 T. 

5. 与 题 4 相同 . 但 要 计算 的 是 系数 BB 和 的 值 . 

解 : 每 单位 时 间 与 物体 表面 单位 面积 碰撞 的 分 子 , 所 贡献 动量 的 法 向 分 量 ， 
等 于 气体 压强 的 一 半 . 用 了 来 表达 压强 ,我们 有 





下 mT 
tt 六 
对 于 相同 但 不 同 温度 Ti 和 了 的 情况 ,该 量 有 不 同 值 , 其 差 值 给 出 由 温度 差 引 
起 的 附加 力 下 如果 7 -了 T 很 小 ,我 们 求 得 
yo = P/(47). 
对 于 BB, 按照 (15.6) 有 Bo。=P/4. 
6. 与 题 4 相同 ,但 要 计算 的 是 系数 6 和 8 的 值 . 
解 :我 们 取 物 体 在 其 中 为 静止 的 而 气体 以 速度 只 运动 的 坐标 系 ,x 轴 为 表面 
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的 法 向 而 xy 平面 含有 YY. 这 个 坐标 系 中 的 分 布 函 数 是 
/= eonst * exp| -5 “7 (vw -VvV.)’ 和 -VV) +t] 


对 于 完全 适应 的 情况 ,反射 分 子 具 有 =0 的 分 布 男 数 ;7 被 假设 为 零 . 
为 计算 切 向 力 FF,, 我 们 令 V.=0. 到 达 物 体 表面 的 分 子 所 贡献 总 动量 的 y 分 
量 是 : 


| mv,v. faT =my, | v. fdT =mV,v, 


对 .的 积分 为 从 0 至 om. 这些 分 子 所 带 走 的 动量 的 y 分 量 为 零 . 因此 FF， = 
myV, ,所 以 ， 


27T 
现在 令 岂 二 0,Y =0， 直至 也 的 一 阶 项 ,我 们 有 
mv, 
f=fo + 六 了 了 加， 
其 中 捷 是 允 =0 时 的 分 布 函数 ， 每 单位 时 间 与 表面 单位 面积 碰撞 的 分 子 数 是 


[f dT E 0 
y= | 用 4 矿 = 一 + 一 一 。 
V2nmT 2 


0,=vm=P 


这 些 分 子 所 贡献 的 动量 的 xx 分量 是 


2m 
| me: faT = +PV, pe 


从 反弹 面 所 反射 分 子 具 有 了 =0 的 分 布防 数 ,这 样 归 一 化 使 得 积分 | Pd 等 于 
上 面 所 确定 的 入 射 分 子 数 y， 这 些 分 子 所 携 走动 量 的 过 分 量 是 


附加 于 压强 的 法 向 力 是 下 =567 ,其 中 


0 
8B. =P [a7(2 | = 了 (4 + 7). 


7. 一 块 平 板 在 稀薄 气体 中 以 速率 了 沿 自身 平面 方向 运动 ,假设 完全 适应 ， 
试 确定 平板 的 温度 . : 
解 : 如 题 4 中 那样 进行 ,我 们 求 得 携带 来 的 能 量 为 
T, mV 
"| 加 > 
而 携带 走 的 能 量 为 


$15 高 度 稀 往 气体 中 的 现象 ， 59 . 


令 两 者 相等 给 出 
my 
2c +1 

8. 一 个 半径 为 尺 的 柱 形 管 ,由 于 压强 和 温度 梯度 引起 管道 中 气体 流动 , 试 
确定 通过 管道 截面 的 气体 流量 . 气体 是 如 此 稀薄 使 得 1>> RU 在 分 子 与 管 壁 碰 
撞 中 发 生 完全 适应 . 

解 :从 具有 完全 适应 壁 反射 的 分 子 , 其 速率 分 布 是 u. fdp, 其 中 是 麦克 斯 
书 分 布 函 数 而 x 轴 垂 直 于 表面 如果 好 是 一 个 分 子 的 速度 与 x 轴 之 间 的 夹 角 ， 
我 们 求 得 所 反射 分 子 相 对 于 其 运动 方向 (不 管 它们 的 速率 如 何 ) 的 分 布 是 


琶 = 





也 
-一 cos do; 
T 


这 个 函数 的 归 一 化 是 使 得 对 平面 一 侧 整 个 立体 角 积 分 后 给 出 > 

我 们 取 z 轴 沿 管 轴 ,而 原点 选 在 所 考虑 截面 处 . 最 近 一 次 从 管道 表面 各 部 
分 所 反射 的 分 子 通 过 这 个 截面 . 距离 z 处 壁 表面 面 元 df 所 散射 分 子 中 ,反射 方 
向 位 于 所 述 截 面 对 管 壁 表面 有 关 点 所 张 的 立体 角 中 的 那些 分 子 ,能 通过 该 截面 ; 


因此 ,这 些 分 子 的 数目 是 df > | cos 9do/T, 对 所 述 立 体 角 范围 积分 . 


对 位 于 离 所 述 截面 相同 距离 的 所 有 点 ,这 个 积分 显然 是 相同 的 . 因此 ,每 单 
位 时 间 通 过 这 个 截面 的 分 子 总 数 , 可 通过 用 表面 环 元 2mRdz 代替 dr, 并 对 管道 
的 整个 长 度 进行 积分 而 获得 ;再 乘 以 一 个 分 子 的 质量 m, 我 们 得 到 通过 管道 截面 
的 气体 的 质量 流 幸 ; 


0 =2mR | "| | COs 3dojdz 


数目 zy 为 压强 和 温度 的 函 教 , 沿 管道 长 度 变化 . 如 果 压 强 和 温度 沿 长 度 方向 (z 
方向 ) 的 梯度 不 太 大 ,我 们 可 以 给 出 
(2) =z(0) +:o 
含有 z(0) 的 积分 显然 为 零 , 因 此 外 
0 = 2mR 开 


上 人 | .a 


为 了 完成 积分 ,我 们 在 所 考虑 截面 的 平面 中 取 坐 标 r 和 pir 为 截面 上 变动 





证 下 


| zcosd dodz. 





中 ”这 个 类 型 的 气体 流动 称 为 自由 分 子 流动 . 
@@” 俄 文 版 将 下 式 中 的 m 误 为 7, 同时 经 验算 后 面 两 个 0 的 表达 式 中 前 者 少 了 m 而 后 者 多 了 5, 现 
已 改正 .一 一 译 者 注 . 
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点 4' 离 截面 周 界 上 固定 点 0 的 距离 .而 gp 为 04' 与 截面 半径 间 的 夹 角 ( 图 3). 
从 器 壁 上 (与 位 于 同一 母线 上 的 )4A 点 处 


反射 然后 通过 A' 的 分 子 ,其 过 度 与 管 壁 在 ”一 人 一 一 一 





4 点 的 法 线 之 间 的 夫 角 旭 , 应 使 得 FN 

\ A'\ 

a 二 | 

VP + i 

\ !8/ -一 a 

立体 角 元 可 以 写成 一 一 关 一 一 
We 0 

"+2 Mr 二 2 图 3 


即 , 面 积 rdrdg 被 投射 到 垂直 于 线段 A4' 
的 平面 上 ,其 结果 用 该 线段 长 度 的 平方 来 除 . 积分 是 在 
~- T/2<9<T/2, 0 三 r 过 2Rcos g, -< 


区 域内 实现 的 ,结果 是 








_8TmR dv 
”3 dz 
最 后 , 令 v=P/V2mmT, 我 们 得 到 
4R’ Pr, Fn 
Q =“ Varml -- 记 | 
3L fT /7 


其 中 括号 内 的 差 值 是 在 管道 一 段 长 度 上 上 P/VT 的 差 值 ; 用 差分 来 代替 导数 是 允 
许 的 ,因为 Q 恒定 ,因而 这 个 导数 , 沿 管 道 是 恒定 的 . 

9. 设 有 两 个 固体 平面 相距 工 << ,以 相对 速率 了 运动 ,并 分 别 具 有 温度 Ti 和 
7, ;假设 完全 适应 , 求 固体 平面 之 间 的 摩擦 力 . 

解 : 令 平面 1( 温 度 了 ) 为 静止 ,而 平面 2 在 xx 方向 以 速率 了 运动 ,并 令 Y 方 
向 为 从 平面 1 向 平面 2. 具有 速率 mw >0 和 vw <0 的 分 子 分 别 被 从 平面 1 和 平面 
2 反射 ;对 完全 适应 情况 ,它们 的 分 布 函 数 是 


2N| mv 
2N 各 
丰 = 一 -一 一 一 一 iexpl _ mis C )， 四 
(27m7T,) 27, 


其 中 N 和 N, 是 相应 的 粒子 数 密度 ;总 密度 N = N + N,. y 方向 总 流 为 零 的 条 件 
给 出 
NV =N, VT 
作用 于 每 个 平面 的 压强 为 P=N,T, + 和 N,7T, ,每 单位 面积 的 摩擦 力 是 
F, =-F =mV | v, fd'p 


vy > 
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站] 本 太 中 1/2 
VN: 人 - =TN 2 上 2) i 
TT te 


如 果 Ti =7T, 二 7T, 于 是 





与 (15.15) 和 (15.16) 一 致 . 

10. 假设 完全 适应 , 试 确定 具有 几乎 相等 温度 TT 和 了 的 两 个 平板 之 间 的 传 
热 系 数 Kk. 

解 : 对 完全 适应 的 情况 ,入 射 到 平板 1 上 的 分 子 具 有 温度 为 T, 的 平衡 分 布 . 
因此 ,从 板 工 至 板 2 的 能 流 是 g=ao(7 -7 )， 取 题 4 的 ao, 并 由 (15.13) 确 定 
KK 我们 求 得 





oe 


A” 
与 (15.14) 的 估计 一 致 

11. 一 个 半径 为 尺 <<1 的 圆 盘 ,在 气体 中 以 速度 - 罗 运 动 , 其 速率 了 远大 于 
原子 的 平均 热 速 率 ur. 试 确定 圆 盘 后 面 轴 上 的 气体 密度 . 

解 : 当 了 了 >>zr 时 ,从 圆 盘 后 表面 所 反射 的 粒子 是 不 重要 的 (接近 表面 狭 窒 区 
域 除 外 ; 见 下 面 ). 这 是 入 射流 中 国 盘 的 “ 影 区 "问题 . 在 圆 盘 为 静止 的 坐标 系 中 
(气体 以 速度 VV 运 动 ) ,在 没有 圆 盘 时 分 布 孙 数 应 为 

No m(v -VV) 
hte) Ge -5 
在 有 图 盘 的 情况 下 ,在 z 轴 上 (图 4) 气 体 粒子 的 数 密度 是 


mm 和 


N(z) =2T | [AG )p’sin dddp, 


其 中 召 是 mg 和 z 轴 之 间 的 夹 角 ,83 是 瘟 半 径 在 z 轴 上 观察 点 所 张 角 (tan zt = 
R/Lz;i 具 有 好 <1 的 粒子 被 圆 盘 所 遮 断 ).， 在 V>>v1 条 件 下 ,积分 给 出 


17/2 


N, m mm 2 2 。 2 
N( 2z) | | ool -77| (2 -Veos 0) + Vsin 00] odo~ 
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mV 及 
pi Rr 
其 中 入 是 远离 圆 盘 的 气体 密度 . 对 dv 的 积分 是 在 cos 如。 >> vo/AV 的 假设 下 实现 

的 (可 以 证 明 这 个 不 等 式 也 是 使 从 后 表面 所 反射 的 粒子 可 以 忽略 的 条 件 ). 


$16 动 理 方 程 的 动力 学 推导 


§3 所 给 出 的 关于 动 理 方程 的 推导 ,虽然 从 物理 观点 来 说 是 令 人 满意 的 ;但 
是 引起 人 们 很 大 兴趣 的 是 :怎样 根据 理论 的 数学 形式 体系 , 即 根据 气体 粒子 的 运 
动 方程 将 动 理 方程 解析 地 推导 出 来 , 这 种 推导 已 由 博 戈 留 波 夫 (H. H. 
Boronto60oB(1946)) 给 出 ， 这 个 方法 的 价值 还 在 于 下 列 事实 , 它 提供 一 种 正规 步 
骤 , 原 则 上 不 仅 适 用 于 推导 玻 尔 兹 曼 方 程 ,而 且 适 用 于 推导 对 它 的 校正 , 即 , 小 
“气态 参量 "一 一 比值 (4d/7) 的 高 阶 项 ,其 中 以 是 分 子 尺度 (分 子 力 的 作用 程 ) 而 
F 是 分 子 间 的 平均 距离 . 下 面 所 给 推导 限于 纯 经 典 描 述 的 单 原 子 气 体 , 即 假设 不 
仅 气 体 粒子 的 自由 运动 ,而 且 其 碰撞 过 程 都 是 用 经 典 力学 来 描述 . 

我 们 从 关于 气体 整体 作为 粒子 系统 的 分 布 隔 数 的 刘 维 尔 定理 出 发 . 6.Y 
维 相 空间 中 的 这 个 函数 ,用 (1,7, ,7,,…,7) 表示 ,其 中 7, 是 第 a 个 粒子 的 
一 组 坐标 和 动量 的 分 量 :7, = (r,,p,). 假设 分 布 函数 归 一 化 为 1: 

[fmm ,oT dT dr =1， 
dr, =d x,d p,. 


玻 尔 兹 曼 方程 中 出 现 的 “ 单 粒子 ”分 布 函 数 , 通 过 f" 对 除 一 个 之 外 的 所 有 d7。 
积分 而 获得 : 


mV 3 z 
~= Ncos 好 exp| — Sin 9,| =N sp| 
2 民 +z° 


ade jar arm 人 


果 数 太 也 是 归 一 化 为 1 ,我们 将 保留 (不 带 上 标的 ) 记 号 了 作为 归 一 化 至 粒子 总 
数 的 分 布 函数 :f=.AT7 

我 们 注意 到 ( 见 第 五 卷 , $3), 刘 维尔 定理 是 由 相 空 间 中 的 连续 性 方程 得 出 
的 推论 ,对 于 闭合 系统 的 分 布 函 数 必须 满足 这 个 方程 : 








ar (4 ) 0 ,pr): cz) 
+ > {a + pA (16.2) 
利用 哈密 顿 方程 
: _9H . _ _9H 
了。 ap, Pp, = ar [LOS ) 
从 而 得 出 下 列 等 式 : 


(1 ) (v1) (f° ) , (1 ) 
EE { 妆 es = -0 (16.4) 
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其 中 假设 7,=wv .和 已 通 过 方程 (16.3) 用 ri,r: ,… 来 表达 ， 方 程 (16.4) 表 达 了 
刘 维 尔 定 理 的 内 容 . 
人 
H = > + >》 Ur,-r,|). [六 


十 <@ 石 -8 


这 里 假设 没有 外 场 , 并 假设 气体 粒子 之 间 的 相互 作用 简化 为 它们 的 对 相互 作用 
之 和 QD. 于 是 方程 (16.4) 变 成 
(A ) di (f° ) (8 ) 
a + > (16.6) 
其 中 U.,(a 关 6b) 表 未 U( | r。 -7r, |). 
现在 让 我 们 将 这 个 方程 对 dr;…dry 积 分 . 于 是 ,(16.6) 中 求 和 的 所 有 项 
中 , 仅 剩 下 含有 对 p, 或 7 的 导数 的 那些 项 ;其 它 项 的 积分 可 变换 成 对 动量 空间 
或 坐标 空间 中 无 穷 曲 面 的 积分 ,结果 为 零 . 因此 我 们 有 
af (br) GT) 








aml 


ot ' ar， 
一 2 aU,, fs) 
A 全 全 
其 中 广 是 归 一 化 为 1 的 双 粒 子 分布 函 数 , 即 积分 
fH irr) = ff drdrv (16.8) 


(16.7) 中 的 因子 .4 闭 虑 到 仅 积分 变量 标志 上 不 同 的 各 项 ,严格 地 说 ,这 类 项 的 
数目 是 .4 1, 但 这 个 数 很 大 ,-Y=-1=. 妨 可 用 .4 来 代替 . 
类 似 地 ,将 (16.6) 对 dr，…d7js 积 分 ,我 们 得 到 
fo au .am aa ar。 











at ! or, 2 br or bp ar sp 
3) 9023 
| ed 2|dr,, (16.9) 
op a op， or, 


其 中 广 (Ti 了 2 ,73 ) 是 三 粒子 分 布 哨 数 . 
用 这 种 方法 继续 进行 下 去 ,我 们 会 得 到 几乎 无 穷 ( 由 于 .4 很 大 !1) 级 列 的 方 
程 四 ,每 个 方程 通过 太 " "来 表达 /'". 所 有 这 些 方 程 在 下 述 意 义 上 是 严格 的 : 


QD 后 一 假设 具有 模型 性 质 . 然而 ,要 着 重 指出 的 是 ,在 一 级 近似 { 相应 于 玻 尔 兹 曼 方 程 ) 下 , 它 一 般 
并 不 影响 结果 :在 这 个 近似 下 ,只 有 粒子 的 对 碰撞 发 生 , 其 它 ( 非 成 对 的 ) 相互 作用 不 起 作用 ， 

多 ”现在 一 般 称 为 BBGKY 级 列 方程 ,因为 是 由 博 飞 留 波 夫 (H. H. Boromo6os(1946)), 玻 恩 和 格林 
(M. Born ,H. S. Green(1949 ) ) , 柯 克 伍 德 (J. G. Kirkword(1946 ) ) , 伊 荐 (J. Yvon{(1939) ) 最 初 独立 地 推导 出 
来 的 . 译 者 注 ， 
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关于 气体 的 稀薄 程度 未 曾 作 任何 假设 . 然而 ,为 了 得 到 闭合 方程 组 ,就 必须 通过 
利用 气体 是 稀薄 的 这 个 条 件 以 某 种 方式 使 方程 级 列 终止 .特别 是 ,这 个 方程 中 
的 一 级 近似 相当 于 使 级 列 已 经 终止 在 第 一 个 方程 (16.7) ,其 中 双 粒 子 函 数 矿 2 
用 来 近似 表达 . 这 是 考虑 到 气体 的 稀薄 性 质 ,通过 方程 (16.9) 完 成 的 . 

回 到 这 个 方程 ,我 们 将 首先 证 明 右边 的 积分 很 小 ,的确 ,函数 U(7) 仅 在 作 
用 力 程 内 , 即 当 r<d 时 才 显 著 不 等 于 零 . 因此 ,在 (16.9) 右 边 积 分 的 两 部 分 中 ， 
对 坐标 的 积分 实际 上 仅 是 对 区 域 | -r,|<d 或 |r, - 疡 |<d 的 积分 ,或 对 一 个 
体积 ~ 心 的 区 域 积 分 . 还 要 注意 ,在 对 气体 整个 体积 ~.NPF 的 积分 中 ,应 该 有 


jar，= 7 ,我 们 得 到 下 列 估计 量 


| 二 0 _9U(7) of a 
p or Or op! Tr 
由 此 可 以 看 出 ,方程 (16.9) 右 边 相 对 于 左边 含 9U/9r 的 项 来 说 ,小 一 个 比值 
(d/7) ,因此 可 以 忽略 . 方程 左边 的 项 全 体 乃 是 全 导数 df /dit, 其 中 ,r; ,pi， 
忆 :被 认为 是 时 间 的 函数 , 它 满足 具有 二 体 问题 哈密 顿 郴 数 
末 = 交 + 和 +UC|r -7, |) 
的 运动 方程 (16.3). 因此 我 们 有 
d .ta 
a ) 

迄今 为 止 ,对 方程 所 作 的 所 有 变换 都 纯粹 是 力学 变换 . 当然 ,为 了 推导 动 理 
方程 , 某 种 统计 假设 也 是 必要 的 . 这 个 可 以 表述 为 每 对 碰撞 粒子 的 统计 独立 性 ， 
在 推导 $3 中 的 动 理 方程 时 (那里 碰撞 概率 被 写成 (2. 1) 的 形式 ,正比 于 乘积 
ff) 实质 上 曾 假 设 过 . 正在 考虑 的 方法 中 ,这 个 陈述 当 作 微分 方程 (16. 10) 的 初 
条 件 . 正 是 它 导致 关于 时 间 的 两 个 方向 的 不 对 称 性 ,结果 由 时 间 反 演 下 不 变 的 
力学 方程 推 叶 出 了 不 可 逆 的 动 理 方 程 . 气体 粒子 位 置 和 动量 间 的 关联 只 是 在 其 
碰撞 期 间 ( ~ d/5) 引 起 的 ,同时 仅 延 伸 至 距离 ~ 4， 因 此 关于 相 碰 撞 粒 子 的 统计 
独立 性 的 假设 ,也 是 $3 中 早已 讨论 过 的 关于 动 理 方 程 所 允许 的 距离 和 时 间 间 
隐 的 根本 限制 的 来 源 . 

令 ,为 碰撞 前 某 瞬 间 , 那 时 两 个 粒子 仍 离 得 很 远 ( |me -mo| >> d, 其 中 下 标 
零 表 示 物 理 量 在 该 瞬间 的 值 )， 相 碰撞 粒子 的 统计 独立 性 意味 着 在 该 瞬间 t,, 双 
粒子 分 布 沙 数 分 解 成 两 个 单 粒 子 分 布 孙 数 1 ”的 乘积 因此 ,(16.10) 从 至 1 
的 积分 给 出 








(t,7,,72) =0. (16.10) 


Fr (16.11) 
这 里 要 把 TIi0 = (ro ,Pio) 和 T20 二 (To ,Pw ) 理解 为 ,为 了 使 两 粒子 在 瞬间 t 获得 所 
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必需 的 坐标 和 动量 值 r = (mm ,p,) 和 7, = (mr ,P:) ,在 瞬间 两 粒子 应 具有 的 那 
样 的 坐标 和 动量 值 ; 在 这 个 意义 上 ,ro 和 ro 是 7,7z 和 -tb 的 函数 (只 有 mo 和 
ro 依赖 于 1 一 ipio 和 po 的 值 与 碰撞 前 粒子 的 自由 运动 有 关 ， 而 并 不 依赖 于 
fi 一 加 的 选择 ). 

现在 让 我 们 转 到 (16.7) , 它 将 要 成 为 动 理 方程 .方程 左边 早已 具有 所 需要 
的 形式 ;现在 我 们 关心 的 是 右边 的 积分 , 它 最终 要 变 成 玻 尔 效 曼 方程 中 的 碰撞 积 
分 . 把 (16. 11) 的 1 代入 这 个 积分 并 在 两 边 从 f'n 改变 至 /=Hf" ,我 们 写 出 


ef t,7,) of( 1,7, 
Ho C00), 
其 中 

C(f)= {fA to , Tio )f( to ,T20) }d7,. (16.12) 

or op 

积分 (16.12) 中 只 有 在 |r, -r,|~d 的 范围 内 , 即 发 生 磁 撞 的 区 域内 才 是 重要 
的 . 然而 ,在 这 个 范围 ,我们 (在 这 里 所 考虑 的 一 级 近似 下 ) 可 以 忽略 对 坐标 的 
依赖 关系 ;因为 / 仅 在 距离 L 上 才 发 生 显著 变化 ,L 是 问题 的 特征 尺度 , 它 总 之 远 
大 于 d. 因此 ,如 果 为 了 使 分 析 和 公式 稍微 简化 些 , 我 们 将 研究 空间 均匀 的 例子 ， 
即 假设 7 不 依赖 于 坐标 ,碰撞 积分 的 最 后 形式 将 不 改变 . 立即 可 以 注意 到 ,函数 
所 ,Pwo) 和 f(to ,pw) 中 (通过 To(t) 和 ro(t)) 对 时 间 的 显 式 依存 关系 ,因此 也 消 
失 了 . 

我 们 可 以 利用 (16. 12) 的 被 积 函 数 括号 中 的 表达 式 是 运动 积分 的 事实 ( 正 
是 像 (16. 11) 中 所 显示 的 那样 ) ,来 对 被 积 函 数 进行 变换 ;显然 与 此 无 关 , 固 定 瞬 
间 5% 的 动量 值 pe 和 px 按 定义 已 经 是 运动 积分 . 同时 注意 到 上 面 所 提 及 的 它们 
不 显 含 1 的 事实 ,我 们 有 


d 。 _ 
ji Ato ,Pio)f to ,pao) 一 


0 90U 0 aU', 


0 a 
-= ”| + i Oe t 9 t 风 =0, 
(» Br ” ar, dr Op, ar: pe oP ft pn) 





CIB 
由 此 ,我 们 将 对 p, 的 导数 通过 对 7, ,r, 和 ps, 的 导数 来 表达 ,并 代入 (16. 12). 当 将 
积分 变换 到 动量 空间 中 的 面积 分 时 ,含有 3/3p, 导 数 的 项 消失 . 于 是 我 们 求 得 


CAwp)) = {9 {ft pf to pn) ddps, (16.14) 


其 中 用 了 两 粒子 的 相对 速度 v ,=v ，-v,, 并 考虑 到 Pio 和 Pa( 因 而 括号 中 的 整个 
表达 式 ) 仅 通过 差 值 r=r, -7r, 而 依赖 于 7 和 r, 的 上 各 实 - 用 z 轴 沿 v ,的 柱 面 坐标 
z,p, 来 代替 f= (x,Y,z) ,注意 到 w .ever =v.90/9z, 而 对 dz 积分 后 将 (16. 14 ) 变 
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换 成 出 
C(f(t,p1)) = [tf to ,Pio)f( to ,P20)} pdpdpdp,. (16.15) 


现在 我 们 忆 有 玉 pi, 和 py 是 (在 时 刻 it) 粒子 的 初始 动量 ,而 在 最 后 瞬间 1 具 
有 动量 p, 和 p, 这 个 事实 . 如 果 在 最 后 瞬间 z=z -z,= -% ,很 显然 在 初始 瞬间 
粒子 相互 离开 得 "甚至 更 远 ”, 即 ,一 般 没 有 碰撞 . 换 句 话说 ,在 这 个 情况 ,初始 动 
量 和 最 终 动量 是 相同 的 

Pio=Pp!,, P2o = 忆 : (z= -%). 
如 果 z= +e ,pio 和 py 作为 对 碰撞 的 初始 动 晤 ,该 碰撞 给 出 粒子 动量 为 p, 和 p,; 
在 这 个 情况 ,我们 写 出 
Pio =P'i(p), Pzo =P's(p) (z= +%). 
这 些 量 是 坐标 p 的 函数 ,p 起 磁 撞 参量 的 作用 ,乘积 
pdpde = do 
是 经 典 碰撞 截面 . 

最 后 ,还 要 注意 到 函数 f(to,pio) 和 f(t,,pw) 对 刀 的 显示 依存 关系 在 这 个 近 
似 下 可 用 对 1 的 同样 依存 关系 来 代替 . (16. 11 ) 的 正确 性 仅 要 求 满足 不 等 式 上 - 
to >> d/5: 在 瞬间 i, 粒子 间距 离 必 须 远大 于 力 程 d， 然而 , 差 值 1 -i 应 这 样 选 
择 , 使 得 还 满足 t-t。<<15 的 条 件 , 其 中 i 是 平均 自由 程 ;比值 /i 是 平均 自由 时 
间 , 它 正好 是 确定 分 布 函 数 的 可 能 时 间 变 化 周期 的 特征 量 . 因此 ,分 布 函 数 在 
t ~to 期 间 的 变化 比较 小 ,而 可 以 忽略 

根据 这 些 考虑 ,我 们 得 到 积分 (16. 15 ) 的 最 终 表 达 式 为 


C(f(it,p1)) = | Usp' OA tp's) -f(t,p)f(t,p;) dod p,, (16.16) 
它 与 玻 尔 兹 曼 碰撞 积分 (3.9) 一 致 . 
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为 了 求 得 对 玻 尔 效 曼 方 程 的 第 一 校正 项 ,我们 必须 回 到 8 16 中 这 些 项 被 忽 
略 之 处 ,并 通过 计 及 气态 参量 的 高 一 阶 项 以 增加 计算 准确 度 . 首先 ,(16.9) 中 曾 
经 省 略 了 含有 三 粒子 关联 1 的 项 ,因此 三 粒子 碰撞 不 在 考虑 之 列 . 而 且 , 在 将 
碰撞 积分 (16. 12 ) 变换 至 最 终 形式 (16. 16) 时 ,我 们 忽略 了 分 布 函数 超过 上 距离 
~d 和 时间 ~d/j 范 围 以 外 的 变化 ;对 碰撞 从 而 被 认为 是 发 生 在 单一 点 上 的 “局 
域 "事件 .现在 我 们 必须 考虑 到 这 两 种 本 源 的 校正 :三 粒子 碰撞 以 及 对 碰撞 的 





人 @ 极限 := +%w 要 理解 为 距离 远大 于 dd 但 远 小 于 平均 自由 程 !( 如 果 照 字义 来 看 待 . 结果 会 为 霍 ， 
因为 在 气体 所 占据 区 域 之 外 f=0)， 出 现 这 种 情况 是 由 于 从 (16.12) 变 为 (16.14) 时 应 用 了 方程 (16. 13)， 
而 该 方程 仅 在 粒子 经 历 下 一 次 碰撞 前 才 是 正确 的 . 
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“ 非 局 域 性 ”. 

在 一 级 近似 下 ,方程 级 列 终 止 在 第 二 个 方程 , 它 把 1 和 /联系 起 来 . 在 
二 级 近似 下 ,我们 必须 探究 第 三 个 方程 , 它 把 1 和 f/ “联系 起 来 ,以 类 似 于 一 
级 近似 在 (16.9) 中 省 略 f“' 项 的 方式 省 略 掉 f'” 项 .于 是 方程 变 为 


d 
Ff (tT ,Ta ,Ts) =0， (17.1) 


相当 于 早先 对 fA"'” 的 方程 (16. 10) ;假设 (17. 1) 中 的 变量 7,,7,,7; 在 三 体 问题 中 
按照 运动 方程 随时 间 而 变化 ;再 次 假设 粒子 间 的 对 相互 作用 利用 碰撞 前 粒 
子 的 统计 独立 性 ,(17. 1) 的 解 是 

站 ,T2 ,7T3 ) = 矿 (5 ?CY (17.2) 
这 里 的 量 ,Tw(a =1,2,3) 具 有 像 (16. 11) 中 那样 相同 的 意义 ,Tw = Tw (t,o， 
T1472,73) 是 粒子 在 时 刻 必须 具有 的 坐标 和 动量 值 ,以 便 在 时 刻 t 达 到 相 空 间 
中 特定 点 ri ,7 ,Ti 与 (16. 11) 的 唯一 差别 是 ,现在 T= (rw ,Pw) 是 三 体 (而 非 
二 体 ) 问 题 中 的 初始 坐标 和 动量 ,假定 这 个 问题 原则 上 已 解 出 包 . 


为 了 写 下 和 变换 后 继 的 公式 ,方便 的 是 定义 一 个 算 符 $,,,, 它 作用 于 变量 为 
7,,7,,7,( 属 于 三 体 问题 中 三 个 粒子 ) 的 函数 ,其 结果 是 使 这 些 变量 按照 下 列 方 
式 


Po 
eat 二 和 一 加 ) $ 


p,.—p, 二 有 0 (7 


变换 . 类 似 地 , 算 符 $ ,将 作用 于 变量 7, ,r, (属于 二 体 问题 中 的 两 个 粒子 ) 的 函 
数 而 导致 这 种 变换 . 变换 (17. 3 ) 的 一 个 重要 性 质 是 ,对 于 时 间 上 -tb >> d/5, 它 
不 再 与 时 间 有 关 , 的 确 , 对 于 这 种 + -1t, 粒 子 相 离 很 远 ,以 恒定 速度 v ,= Po《/m 
自由 运动 ,ro 的 值 随时 间 的 变化 为 const -yo(t-t) ,在 (17.3) 中 失去 了 对 时 间 
的 依存 性 ， 而且 ,如果 粒子 间 没 有 相互 作用 ,变换 (17.3) 会 化 为 恒等式 :在 不 论 
何 时 总 是 自由 运动 的 情况 下 ,右边 恒 等 于 左边 :根据 同样 理由 ,如 果 粒 子 中 的 一 


个 ,例如 粒子 1 ,并 不 与 粒子 2 和 3 发 生 相互 作用 , 则 5, =5»; 算 符 5,, 和 5,, 于 
是 简化 为 1， 因此 ,很 显然 ,如 果 三 个 粒子 中 任何 一 个 并 不 与 其 余 两 个 发 生 相互 
作用 , 算 符 


@ 与 一 级 近似 大 不 相同 ( 比较 63 页 的 脚注 四) ,这 个 假设 对 处 理 方法 的 一 般 性 设置 了 一 些 限 制 , 因 
为 在 三 体 碰撞 中 可 能 有 三 体 相 互 作用 效应 ( 即 在 哈密 顿 明 数 中 形式 为 U(r; -TT ,r3 六) 的 项 的 效应 ) 它 
并 不 能 简化 为 对 相互 作用 . 

名 ”当然 ,实际 上 对 于 三 体 问 题 , 仅 在 纲 如 硬 球 的 少数 情况 才能 给 出 解析 解 . 
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2 = 5 = -5,, 和 +2 (17.4) 
为 零 . 换 句 话说 ,这 个 算 符 把 归 因 于 所 有 三 个 粒子 相互 作用 的 部 分 从 函数 中 分 
- 离 出 来 (而 作为 特例 ,三 体 问题 也 包括 对 相互 作用 ,第 三 个 粒子 处 于 自由 运动 ). 


利用 算 符 5, ,(17.2) 变 成 
Fn ,7T2 573 ) = Sa 产 D(boyri) 关 


es CIS) 
其 中 


PM =f "(rit ) (17.6) 
( /中 自 变量 7 的 移动 补偿 了 归 因 于 算 符 $, ,的 相应 移动 ). 


双 粒 子 分 布 函 数 /'” 通 过 将 函数 /对 变量 7 积分 求 得 ,而 / ”对 7, 和 7， 
的 积分 给 出 分 布 函数 / ”: 


f V8,7, ,7T,) = [f Yr rT) dr,, (1773 
f Vt,T) = [frr Ta) dradrs. (17.8) 


随后 计算 的 目的 是 要 通过 从 这 两 个 方程 (用 (17.5) 的 1'”) 消 去 fr"”, 从 而 以 所 
需 准 确 度 将 f'““ 用 f'" 来 表达 ， 然后 ,将 这 个 表达 式 代入 (16.7) , 它 本 身 是 严格 
的 ,我 们 得 出 所 寻求 的 动 理 方程 . 


为 实现 这 个 程序 ,我们 首先 对 积分 (17.8) 进行 变换 ,用 (17.4) 的 算 符 6,, 

来 表达 (17. 5) 中 的 算 符 $，， 注 意 到 (基于 分 子 总 数 守恒 的 ) 显然 等 式 ; 
[FY 0,7) dr = [f(r)dr=1, 
[AM ,7T1) Fe ,72)d7,d7, =1, 
我 们 得 到 
Pn he +2 | 1(S， -1) 产 0 (007 WOO ta 量 
+ | 1C FDR T) FO BT) F(to ,Tdr dr (17°9) 

这 个 方程 可 以 用 逐步 求 近 法 进行 求解 , 记 住 $,, -1 是 一 阶 小 而 6,w 是 二 阶 小 ;与 


(16. 9) 右 边 的 估计 进行 比较 . 在 零 级 近似 , 了 (t,t,71) = 有 "(it,71). 在 其 次 
两 组 近似 ， 
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天 证人 = 大 (1,7,) -2 | (CT -1)F (Tf (t,7,) | d7, 加 


| 1[C -4(8, -1) (8 +8 ~2) fF OT OF OTF 4,7 ) 1 dr,dr,. 
现在 还 需 把 这 个 表达 式 代 人 (17.5) ,然后 代 人 (17.7) ,并 且 仅 保留 不 高 于 二 阶 
小 ~ (Sw -1)* 和 ~ Gi 的 项 .最 后 结果 是 
f OET TD) Bf ET (2) + 
+ | {Raf Surf mf (tr ) dr,, (17.10) 
其 中 
nD = Si 9 -$1332 + 12. (17.11) 
必须 强调 5 算 符 在 其 乘积 中 的 次 序 是 值得 注意 的 . 例如, 算 符 $,,$,, 首 先 作 变量 
变换 T1972 ,7T3 一 Ti ,Fi(T: ,T3)7F3 (7T: 7T3) , 随 数 fa(7T;,T3) 应 由 相互 作用 着 的 粒 
子 2 和 3 的 运动 方程 确定 ;然后 变量 再 经 受 变换 7 ,7T,,T3 一 7 (7 ,7,)， 
7,(7,,T, ) ,7; ,现在 其 中 国 数 F ,(7,,7;) 由 一 对 相互 作用 着 的 粒子 1 和 2 的 运动 
问题 来 确定 . 
现在 将 (17.10) 代 入 (16.7) 并 到 处 将 函数 /'" 变换 至 f=.NY'” ,我 们 求 得 
下 列 形式 的 动 理 方程 出 
Wr) 


f(t,71) (2) (3) 
at 1 Br， =C (有 二 CAs (17. 12) 
其 中 
Ce 了 ) ) 加 aa 0 $s T }A(t 人 ) }dr (17 13) 
71 3r， ap, 1 34 1 »/2 2 “ 
La 


(3) a 
C (f( ,Ti 和 I J or, 


jp {Rf tr A tr At) dradr, 
(17.14) 
这 里 第 一 个 是 对 碰撞 积分 ,而 第 二 个 是 三 体 碰撞 积分 , 让 我 们 更 详细 地 考虑 它 
们 的 结构 . 
两 个 积分 中 ,被 积 函数 都 含有 在 空间 不 同 点 取 值 的 函数 在 对 碰撞 积分 
中 ,要 把 这 个 “ 非 局 域 性 "效应 分 开 作为 对 寻常 ( 玻 尔 兹 曼 ) 碰撞 积分 的 校正 .为 
此 ,我 们 将 被 积 函数 中 (在 距离 ~d 范围 内 ) 慢 变 的 函数 /以 7, -mi 的 赛 展开 . 


因为 被 积 函 数 中 的 这 些 函 数 之 前 有 算 符 $,, ,让 我 们 首先 考虑 量 5,,7, 和 


@ 推导 对 玻 尔 兹 曼 方程 的 校正 项 的 方法 ,早已 由 博世 留 波 夫 (H. H. 5oromo6og(1946) ) 指 出 , 后 来 
格林 {M.S. Green{ 1956 ) ) 首先 给 出 这 些 项 的 最 终 形式 . 
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$7, , 算 符 $,, 将 变量 r 和 ,变换 成 怎样 的 量 .在 二 体 问题 中 两 个 粒子 的 质心 


zn +r,) 均匀 地 运动 ;因此 算 符 5,, 使 这 个 和 不 变化 ， 从 而 我 们 可 以 写 出 








和 ^ /ri+t+r, rr,-r r,-r 1] 、^ 

San, = 人 | 二 2 = 3 re de 
A r, 一 六 1] 人 

Suf2 = 下 + 


现在 ,展开 函数 
a ,Pi) =f( ,S17, ,P10)， 


Si ,P;) =f( 14,57, ;P20) 
为 r, -六 的 知 直 至 一 阶 项 ,我 们 得 到 


C (N=C0 (N+ (1， (17.15) 
其 中 
Ce A ,P1)) = 2 -2 Tin Pio)fl tr ,py) Hr7,, (17.16) 
or pi 
1 r 939U,, 





G(R ,P1)) 4 


0 
2 [3 mn pf tr pn) + 


[Ke Po) BA/ ,P20) -f(t ,nT pa) ae ,pi ) | Sulr, i jar:， 


(17.17) 
对 r, 的 导数 是 在 恒定 pie 或 pz 下 取 值 . 
积分 (17.16) 与 (16. 12 ) 相同 由 ;在 $ 16 中 曾经 阐明 ,怎样 (通过 完成 对 空间 
坐标 的 三 个 积分 之 中 的 一 个 而 ) 将 这 个 积分 化 至 寻常 的 玻 尔 效 曼 形式 . 
现在 让 我 们 考虑 三 体 碰撞 积分 (17. 14). 为 了 使 这 个 积分 中 包括 “ 非 局 域 
性 ” ,应 该 要 超过 所 假设 的 准确 度 , 因 为 积分 本 身 是 小 校正 . 因此 ,在 三 个 函数 f 
的 自 变量 中 ,所 有 径 矢 zr ,r,,r; 都 被 取 作 为 相同 的 7 ,而且 我 们 必须 假设 算 符 


外 ,并 不 作用 于 这 些 变量 上 ®@: 
CA je 


9U,, 有 
Bo- {Rfl tn, Pts Ty ,Pa)Ktri :pa)}drzdr (17.18) 
1 


四 AN or, 





QD 表达 式 (17.16) 与 (16.12) 的 差别 在 于 函数 f 的 自 变 量 中 的 i 用 :来 蔡 换 . 然而 ,替换 后 反正 一 
样 有 (16. 13) 右 边 的 等 式 , 因 为 对 7,r; ,pi ,P; 的 依赖 性 仅 通过 pio 和 pw 而 进入 ,而 后 者 是 运动 积分 . 

加 ”为 了 避免 误解 必须 强调 ,这 些 简化 并 不 意味 着 被 积 表达 式 不 再 依赖 于 r, 和 rr; ,对 这 些 变量 的 依 
存 性 通过 5 算 符 仍然 出 现 ,5 算 符 将 动量 p, 变 换 成 函数 p, (7 ,mm ,ra ,Pi ,P2 ,Pp3)-: 


8$17 考虑 到 三 粒子 碰撞 的 动 理 方程 "71. 


其 次 让 我 们 稍微 详细 地 来 考察 算 符 尺 , 的 结构 ,以 便 阐 明 积分 (17. 18 ) 所 考虑 到 
的 碰撞 过 程 的 性 质 . 


首先 , 当 三 个 粒子 中 任何 一 个 与 其 余 并 无 相互 作用 时 , 算 符 Rs,( 像 (17.4) 
中 的 算 符 G1 一样) 为 零 . 然而 ,对 Ri 0 的 那些 过 程 不 仅 包括 字义 上 的 三 体 
碰撞 ,而且 还 包括 几 个 对 碰撞 的 组 合 . 

在 真 三 体 碰撞 中 ,三 个 粒子 同时 进入 “相互 作用 范围 " ,如 图 Sa 中 图 式 所 
示 . 但 是 算 符 尼 ,, 对 于 下 列 这 样 的 “三 体 相互 作用 ”也 不 为 零 ,这 种 相互 作用 包 
括 三 个 连续 的 对 碰撞 ,并且 有 一 对 粒子 互相 磁 撞 两 次 ,图 5b 中 图 式 所 示 是 这 种 
过 程 的 一 个 例子 (对 此 $,, =1 使 得 六 =$， -880D). 不 仅 如 此 , 算 符 R,, 还 
考虑 到 这 类 情况 , 那 是 三 个 碰撞 中 的 一 个 (或 多 个 ) 是 “虚设 的 " , 即 仅 当 任 何 真 
实 碰撞 对 粒子 路 径 的 影响 可 以 忽略 时 才 发 生 的 情况 . 图 Se 中 显示 一 个 例子 , 那 
里 胡 撞 1 -3 仅 当 粒子 3 的 路 径 不 受 它 与 粒子 2 的 碰撞 的 影响 时 才 会 发 生 @( 对 


于 这 个 过 程 jn = $1 ,但 是 Ss 关 1, 所 以 R,, = - SS + 5,2). 


一 
je 
/ 
tt 
> 
ty 
人 \ 
i 
、 
NA 
~/ 





(a) (b) 


如 同 在 $ 16 中 对 积分 Co 进行 变换 那样 ,三 体 碰 撞 积 分 中 同样 能 完成 对 坐 
标的 六 重 积分 之 一 ,因此 经 变换 后 ,相互 作用 势 U 不 再 显 式 地 在 公式 中 出 现 名 


@ 同时 , 算 符 Riw( 与 算 符 G1w 不 同 !) 对 所 有 两 个 对 碰撞 的 序列 为 零 . 例如 ,对 于 由 碰撞 2 -3 和 


1 -2 组 成 的 过 程 ,我 们 应 该 有 S13 = SS2 ,Si =1, 所 以 Rin =0. 
加 ”注意 到 5 算 符 作 用 的 意义 ,我 们 必须 按 逆 时 间 追 随 粒 子路 径 . 
鲍 ”格林 的 一 篇 文章 (M.S. Creen ,Phys. Rev. ,136A(1964) ,905 ) 中 完成 了 这 种 变换 . 
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8$18 动 理 系数 的 位 力 展 开 


在 $7 和 §8 中 曾经 表明 , 热 导 率 和 黏度 不 依赖 于 气体 密度 (或 压强 ) ,是 由 
于 仅 考 虑 分 子 间 对 碰撞 的 结果 . 对 于 这 类 碰撞 ,碰撞 频率 ( 即 一 个 给 定 分 子 每 单 
位 时 间 内 所 经 受 的 碰撞 数 ) 正 比 于 密度 N ,平均 自由 程 ix1/N, 而 因为 n 和 x 下 
比 于 NL, 所 以 它们 不 依赖 于 N， 当然 ,这 样 获 得 的 me 和 xo 仅 是 这 些 量 的 密度 短 
展开 式 ( 称 为 位 力 展 开 式 ) 中 的 首 项 . 在 高 一 级 近似 中 ,已 经 有 形式 为 
Kk=ko(l taNd), 7=n(1 +BNd’) (18.1) 
的 密度 依存 关系 . 其 中 d 是 分 子 尺 度量 级 的 参量 ,而 a 和 和 BB 是 量 纲 为 1 的 常数 . 
这 些 一 级 校正 具有 双重 来 源 , 反 映 在 动 理 方程 的 校正 项 C2 和 C42) 中 . 三 体 碰 
撞 ( 其 频率 正比 于 NV ) 使 平均 自由 程 减 小 .而 对 碰撞 的 非 局 域 性 造成 这 样 一 种 
可 能 性 ,通过 某 表面 的 动量 和 能 量 传递 ,也 可 在 碰撞 粒子 并 未 实际 通过 表面 的 情 
况 下 实现 :粒子 逼近 距离 ~d ,然后 分 离开 , 仍 处 于 表面 两 侧 ， 这 个 效应 使 动量 流 
和 能 量 流 增加 ， 
应 用 更 准确 的 动 理 方 程 (17. 12 ) 对 热传导 或 黏 性 问题 的 解 , 要 以 8$6 一 88 
中 早已 描述 过 的 同样 方案 为 基础 . 我 们 寻求 形式 为 f= 有 hh(1 +X/T) 的 分 布 函 数 ， 
其 中 所 是 局 域 平衡 分 布 函 数 ,而 X/T ~ WL 是 一 小 校正 ， 三 体 碰 撞 积 分 C'” ,与 
C，” - 样 ,对 函数 来 说 ,其 值 为 零 ， 因此 ,我 们 必须 保留 其 中 带 X 的 项 ,所 以 相 
对 于 玻 尔 兹 曼 积分 C'” 来 说 ,积分 C” 是 相对 量 级 ~ (d/7) 的 校正 . 然而 ,在 积 
分 Ci 中 , 它 含 有 分 布 函数 的 空间 导数 ,只 要 取 j 了 = 态 就 足够 了 ;在 这 个 意义 上 ， 
项 C, ”应 拿 到 方程 左边 ,那里 它 给 出 同一 相对 量 级 ~ ( d/7) 的 校正 . 因此 , 动 理 
方程 中 的 两 个 附加 项 C'” 和 C,” 给 出 同一 量 级 的 贡献 喇 . 
为 参考 起 见 , 对 于 气体 的 热 导 率 和 黏度 ,用 (半径 为 dd 的) 硬 球 模型 求解 更 
准确 的 动 理 方程 的 结果 是 
Kx=ko(l1+1.2Nd), n=m(1 +0.35Nd’), (18.2) 
其 中 ko 和 ?mo 是 $10 ,习题 3 中 获得 的 值 (J.V. Sengers ,1966 ) 外. 
通过 对 动 理 方 程 作出 (由 四 体 磁 撞 等 引起 的 ) 进 一 步 校正 ,原则 上 还 有 可 能 
确定 动 理 系 数位 力 展 开 的 后 续 项 . 然而 ,重要 的 是 要 注意 到 ,这 些 项 将 会 含 及 
的 非 整 数 失 ;函数 x(N) 和 7m(N 入 在 点 入 =0 被 发 现 为 非 解 析 的 . 为 阐明 这 个 行 


QD 这 个 论据 消除 了 可 能 引起 的 任何 误解 ,因为 积分 CI” 包含 C"' 中 没有 的 导数 8f/9r ~f/L, 由 于 
这 点 ,似乎 两 项 会 给 出 不 同 数量 级 的 校正 . 

他” 相应 计算 非常 费力 ,在 理论 物理 讲义 ,第 九 卷 C , 动 理学 理论 [ Lectures in Theoretical Physics Vol, 
IX C, Kinetic Theory( ed. by W.E,., Brittin) ，Cordon & Breach, New York ，1967 ] 中 森 杰 斯 (Sengers) 的 一 篇 
文章 中 可 找到 其 计算 进程 的 阐述 . 


$18 动 理 系 数 的 位 力 展 开 ”73: 


为 的 来 源 , 让 我 们 考虑 理论 中 出 现 的 积分 的 收敛 性 (E.G.D. Cohen,].R. Dorfman ， 
J. Weinstock ,1963 ). 


我 们 来 研究 (17.10) 中 的 积分 , 它 确定 三 体 碰 撞 对 二 粒子 分 布 范 数 的 贡献 . 


积分 的 收敛 特征 对 于 算 符 尺 ， 所 考虑 到 的 不 同类 型 碰撞 过 程 是 不 同 的 . 让 我 们 
用 图 5b 中 那样 的 过 程 作为 一 个 例子 . 

积分 是 在 给 定 相 点 +, 和 7+, 下 对 相 体 积 dr, 求 积 的 . 留 作 最 后 一 个 积分 变量 
的 是 粒子 3( 在 时 刻 t) 离 2-3 发 生 碰撞 点 的 距离 ",. 在 这 个 最 后 积分 过 程 之 前 ， 
被 积 表 达 式 将 包括 下 列 因子 :(1) 对 变量 7 的 体积 元 dr,; (2) 如 果 我 们 按时 间 
反 演 追随 粒子 3 的 运动 ,要 能 够 使 碰撞 3 -2 发 生 , 粒 子 3 的 动量 p; 的 方向 很 显 
然 必 须 位 于 某 个 立体 角 元 内 ,也 就 是 碰撞 区 域 在 距离 ;处 所 张 的 角 , 给 出 一 个 因 
子 妈 /P;(3) 另 一 个 这 种 因子 来 自 下 述 情况 :要 求 “ 反 冲 " 粒 子 2 进入 与 粒子 1 
的 碰撞 范围 ,这 个 条 件 对 动量 p, 可 能 方向 强加 的 进一步 限制 ， 因 此 我 们 得 到 形 


式 为 dr/ 的 积分 ,积分 限 取 为 从 7， ~d 到 % , 它 显然 是 收敛 的 . 类 似 地 可 以 证 
明 ,对 于 其 它 类 型 碰撞 过 程 ,积分 的 收敛 性 甚至 更 快 . 


图 6 


四 体 碰撞 的 贡献 在 (17. 10 ) 中 能 用 类 似 形 式 的 积分 来 表达 ,也 是 在 给 定 7 
和 7, 下 对 粒子 3 和 4 的 相 空间 求 积 . 

让 我 们 考虑 图 6 所 示 类 型 的 四 体 碰撞 我们 再 次 将 距离 六 留 作 最 后 一 个 积 
分 变量 . 与 前 述 估计 的 差别 在 于 这 里 的 被 积 表 达 式 中 存在 对 dr 的 积分 显然 ， 
这 个 积分 给 出 的 贡献 正比 于 1 -4 之 间 的 碰撞 截面 , 即 , ~d. (1 -2 之 间 的 第 二 
次 碰撞 , 像 以 前 一 样 ,会 保证 限制 其 积分 范围 按 p, 的 方向 . ) 于 是 根据 量 纲 考虑 ， 


显然 ,对 dr, 的 积分 引进 量 级 为 尼 m 中 的 附加 贡献 ， 对 dr 的 积分 结果 为 [drs 


形式 , 即 , 在 上 限 为 对 数 发 散 的 . 在 某 一 距离 A 处 截断 积分 ,我 们 得 到 函数 f 
中 的 一 个 贡献 , 它 含 有 大 对 数 In(4《d)， 这 个 对 数 也 相应 地 出 现在 对 动 理 系 
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数 的 校正 中 , 它 结 果 不 是 正比 于 (Nd) 而 是 正比 于 (Nd )*ln( A/d). 

发 散 项 的 出 现 意 味 着 不 能 把 四 体 碰撞 与 所 有 那些 更 高 阶 (五 体 等 ) 碰撞 分 
开 来 单独 处 理 . 的 确 ,发 散 表 明 大 +, 是 重要 的 . 但 是 即使 当 r, ~1 时 ,粒子 4 能 与 
某 个 粒子 5 碰撞 ,等 等 .消除 发 散 的 方法 ,因而 是 很 清楚 的 :在 对 上 
(41,7, ,7,) 的 表达 式 中 ,我 们 必须 考虑 到 与 所 有 各 阶 碰撞 有 关 的 项 ,保留 每 阶 
中 的 最 快 发 散 积分 . 这 种 求 和 可 以 实现 ,并 具有 可 预见 到 的 结果 :对 数 中 的 任意 
大 参量 4 用 平均 自由 程 的 数量 级 1~1/Nd? 来 代替 Q@. 

因此 , 动 理 系 数 的 展开 式 具 有 形式 


«=ko|! +aNd tas( Nd) In ss +] (18.3) 
对 于 mm 有 类 似 结果 . 
§19 平衡 气体 中 分 布 范 数 的 涨 落 


动 理 方程 所 确定 的 分 布 函数 (在 8$19 和 8$20 中 将 用 表示 ) 给 出 相 空间 体 
积 元 dxd 六 中 的 平均 分 子 数 ; 对 处 于 统计 平衡 的 气体 ,/ (万 ) 是 玻 尔 兹 曼 分 布 函 
数 拨 (6.7) ,不 依赖 于 时 间 上 和 (如 果 没 有 外 场 时 ) 不 依赖 于 坐标 r， 很 自然 会 出 
现 关于 严格 微观 分 布 函 数 f(t,r, 厂 ) 的 涨 落 问题 , 即 当 气体 粒子 按 其 严格 运动 方 
程 运动 时 ,f 随 时间 变化 进程 中 所 经 受 的 涨 落 问 题 @. 

我 们 定义 涨 落 的 关联 函数 (或 者 更 简短 所 谓 关 联 ) 为 

《本 人 (19.1) 

其 中 8f =f-f. 在 平衡 气体 中 ,这 个 函数 仅 依赖 于 时 间 差 :=t, -i,; 求 平均 是 在 

固定 差 值 下 相对 于 时 间 4 和 ,之 一 取 的 . 因为 气体 是 均匀 的 ,坐标 r, 和 7, 在 关联 

函数 中 也 是 作为 差 值 r =r, -r, 出 现 ， 因此 我 们 可 以 任意 取 志和 7, 为 零 , 并 写 出 
关联 函数 为 

CSf(t,r,T,) (0,0,T,)). (19.2) 

因为 气体 是 各 向 同性 的 ,这 个 函数 对 r 的 依存 关系 事实 上 化 为 对 绝对 值 > 的 依 

如 果 函 数 (19. 2) 为 已 知 , 则 其 积分 给 出 粒子 数 密度 关联 函数 


(8N(1,r)8N(0,0)) = {Caf ,7,T,) 80,0,T,)) dT dr, (19.3) 


对 远大 于 平均 自由 程 1 的 距离 7, 密度 关联 函数 可 通过 涨 落 的 流体 力学 理论 计算 
( 见 第 九 卷 ,§ 88) ,而 对 距离 +<! 则 需要 应 用 动 理学 处 理 方法 . 


OD 见 下 列 文 献 :K. Kawasaki,L Oppenheim ,Phys. Rev. ,139A(1965).1763. 
@ 这 个 问题 是 卡 多 姆 采 夫 (5. 6. Kanomues(1957)) 首 先 讨论 的 . 


$19 平衡 气体 中 分 布 函数 的 涨 落 75 . 


直接 根据 定义 (19.1) 明 显 看 出 
(Sf(ir,T) AO,0,T,)) = 《8 -t, -rr,T,)8(0,0,T)). (19.4) 
关联 函数 也 具有 很 深刻 的 对 称 性 , 它 对 应 于 时 间 反 演 下 系统 的 平衡 态 的 对 称 性 . 
时 间 反 演 过 程 用 较 早 时 刻 -i 来 代替 较 后 时 刻 t, 同 时 还 用 反 演 的 六 值 代替 丁 
值 . 因此 ,所 考虑 的 对 称 性 可 表达 为 下 列 等 式 : 
(S(t,r, TT) SFO,0,T,)) = (8 -i,r, Ti) df0,0,T;)). (19.5) 

当 上 =0 时 ,函数 (19.2) 把 同一 时 刻 相 空间 中 不 同 点 的 涨 落 联系 起 来 . 但 是 
同时 涨 落 之 间 的 关联 仅 传 播 粒子 力 程 量 级 距离 ,而 在 所 考虑 理论 中 这 个 距离 认 
为 是 零 , 所 以 同时 关联 函数 变 为 零 . 必须 强调 这 个 结果 是 由 于 考 虚 的 涨 落 联 系 
于 平衡 态 的 性 质 . 在 $20 我 们 将 看 到 在 非 平衡 情况 下 同时 涨 落 也 是 关联 着 的 . 

在 非 零 距 离 上 没有 关联 时 ,同时 关联 函数 化 为 8 图 数 ,其 系数 是 相 空 间 中 一 
点 处 的 方 均 涨 落 (比较 第 九 卷 , 8$ 88 ). 在 处 于 平衡 的 理想 气体 中 ,分 布 函 数 的 方 
均 涨 落 等 于 分 布 函 数 本 身 的 平均 值 ( 见 第 五 卷 , § 113 ) ;因此 ， 

(S(O0,r,T,) SH0,0,T,)) =f (T(r)S(T, -T,). (19.6) 

不 同 点 涨 落 之 间 的 非 同时 关联 ,即使 在 忽略 分 子 尺度 的 理论 中 也 会 出 现 . 
这 一 关联 必然 产生 是 显然 的 ,因为 某 个 瞬间 在 相 空 间 中 某 点 参与 涨 落 的 粒子 ,在 
任何 随后 瞬间 已 经 是 处 于 其 它 点 了 . 

对 t 寺 0 关联 函数 的 计算 问题 ,不 能 以 一 般 形式 求解 ,但 可 以 化 为 特定 方程 
的 解 . 为 此 ,需要 忆 及 准 定 态 涨 落 一 般 理 论 的 以 下 命题 ( 见 第 五 卷 ,$118 和 
§ 119). 

令 x。( 站 为 平均 值 等 于 零 的 涨 落 量 . 我 们 假定 ,如 果 系 统 处 于 非 平衡 态 , 具 
有 x。 的 值 超出 其 平均 涨 落 的 极限 (但 仍 很 小 ) , 则 系统 趋向 平衡 的 弛 瑰 过 程 可 用 
线性 “运动 方程 ”描述 : 


x = 一 和 (19.7) 
带 有 恒定 系数 A 因此 我 们 可 以 断言 ,的 关联 函数 满足 类 似 方程 
#0 = BAAm sO)), 4>0 (19.8) 
其 中 。 为 自由 下 标 .对 :>0 求解 这 些 方程 ,根据 对 称 性 质 ， 
(x (£2)x,(0)) = (x,( -1)x,.(0)), (19.9) 


它 是 关联 函数 定义 的 结果 ,于 是 我 们 求 得 对 上 <0 时 函数 的 值 . 
在 现在 的 情况 下 ,运动 方程 (19.7) 由 对 平衡 分 布 函数 六 的 小 增 量 8f 的 线性 
化 玻 尔 兹 曼 方程 描述 . 因此 分 布 函 数 的 关联 函数 必须 满足 积分 微分 方程 


(rT ) 0,0, Ts)) =0, :>0, (19.10) 


其 中 站 是 作用 于 其 后 函数 中 变量 厂 ,上 的 线性 积分 算 符 : 
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Lge(T)= | err TI) fa’ +FE -fg - 
-fegldTdT'dr.. (C19 11) 
(19.10) 中 变量 古 , 是 自由 变量 . 用 作 方 程 初始 条 件 的 是 上 =0 时 关联 函数 的 值 
(19.6) ;而 在 上 <0 时 的 关联 函数 以 后 取决 于 等 式 (19.4){( 而 条 件 (19.5) 是 这 些 
结果 所 自动 满足 的 ). 公式 (19.10),(19.11) 和 (19.4) 构 成 一 组 方程 ,原则 上 足 
以 完全 确定 关联 明 数 . 
通常 感 兴趣 的 不 是 关联 函数 本 身 而 是 其 相对 于 坐标 和 时 间 的 健 里 叶 变 换 ， 
由 ( 5/5f) 天 示 , 其 中 下 标 1 和 2 指 自 变量 矿 和 TT,: 


(PA) {af Cf sr, TOMO Ti) eas, (19.12) 


称 为 涨 落 的 谱 函 数 或 谱 关 联 函 数 . 如果 一 个 涨 落 函数 展开 为 相对 于 时 间 和 坐标 
的 伟 里 叶 积 分 ,其 健 里 叶 分 量 乘积 的 平均 值 与 谱 关 联 函 数 由 公式 
(Bfa( Tf Ts)) =(27) (w+w’)S(k+k')( Sf 8f). (19.13) 
相 联系 ( 见 第 五 卷 , § 122). 
容易 推出 这 样 一 个 方程 , 它 原 则 上 人 允许 确定 涨 落 的 谱 函 数 而 无 需 预 先 计 算 
时 空 关联 函数 . 
将 (19. 12) 中 对 :的 积分 范围 分 成 两 部 分 (从 -% 至 0 和 从 0 至 % ) 并 应 用 
(19.4) ,我 们 有 
(Bf Mf) = (8 Mh) + (MM) (19.14) 
其 中 


(3/8f.) 4 = fa {Caf rT ) A000, Ts) ee "dx (19.15) 


我 们 对 方程 (19.10) 应 用 单 侧 健 里 叶 变 换 (19.15). 同时 将 包含 对 t+ 和 对 r 导数 
的 项 作 分 部 积分 ,并 考虑 到 当 r 一 % 时 和 当 1 一 % 时 关联 函数 必须 趋 于 零 而 当 
t=0 时 必须 由 (19.6) 给 出 这 个 事实 . 结果 得 到 所 寻求 方程 为 下 列 形式 : 


(i(k 9, -0) -T(t = 7, ) 80 >) 
如 果 我 们 仅 关 心气 体 密度 的 涨 落 ,而 不 是 关心 分 布 图 数 本 身 的 涨 落 ,将 方程 
(19. 16) 对 d 人 六, 进行 积分 是 适当 的 : 
[i(k .se -wow) -7] (SCT)SN) = 大 (太守 (19.17) 
所 寻求 谱 函 数 (SN ), 可 由 这 个 方程 的 解 通过 一 重 积分 求 得 ,而 不 是 如 (19.3) 
中 那样 要 通过 二 重 积 分 求 得 . 
求 (8N?) 的 另 一 方法 根据 于 密度 关联 函数 与 对 形式 为 
Ur Ue (19.18) 
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的 弱 外 场 的 响应 率 之 间 的 关系 ( 见 第 九 卷 ,§ 86 由) 如果 这 个 场 引 起 密度 变化 
为 


SN =a(w,k)U,,, (19.19) 
于 是 (根据 第 九 卷 的 (86. 20) ) ,密度 的 谱 关 联 函 数 在 经 典 极限 下 是 
(SN )., = Ima( 0,k). (19. 20) 


令 8f(1,7) 为 同一 场 引起 的 分 布 孔 数 的 变化 ; 它 满足 动 理 方程 


98 |, . oaj aU af -ff 
ot or 0r ov 


5f( 1,r, 厂 ) 的 傅 里 叶 分 量 写 出 为 
foal T) =Xor( LT) Ur, 
在 其 中 将 外 场 分 离 成 为 一 个 因子 . 于 是 对 Xt 的 方程 是 


[iE 0) =1 aCT) -让 (19.21) 
通过 对 这 个 方程 的 解 的 一 重 积分 ,给 出 所 寻求 的 谱 关 联 晒 数 : 
(SN ) ， = 全 和 jxu(CDdr (19. 22) 
习 题 


1. 对 处 于 平衡 的 单 原 子 气体 ,在 忽略 碰撞 的 情况 下 ,确定 其 密度 关联 函数 . 


解 :对 于 单 原子 气体 , 量 厂 是 动量 p 的 三 个 分 量 . 方程 (19.10) 对 T=0 的 
解 是 
(Bf(t ,rp1) SFO0,0 ,ps)) =f (Pp1)(r -vt)d(p, -Pp,). 
而 其 倩 里 叶 分 量 是 
(Bf ,8f) or =2mF(pP)S(P -p(w -大 91) 
将 这 些 表达 式 ( 用 麦克 斯 书 函 数 广 ) 进 行 积 分 ,给 出 密度 关联 函数 为 


372 


(BN(1,r)8N(0.,0)» = =N( a7 | 二 exp| a nd ) 


(SN ) ， -2 ep -es) 人 2 


2. 与 题 1 相同 ,但 考虑 到 碰撞 ,碰撞 积分 形式 为 站 g = -g/T,7 为 恒定 时 间 . 
解 :方程 (19.16) 化 为 代数 方程 ,由 此 我 们 确定 (fj 5/))w ,然后 由 (19. 14 ) 
求 得 


人 @ 应 着 重 指出 ,这 个 关系 仅 在 平衡 情况 下 才 存 在 . 
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(A) aT 98( 有 -Pp,). (3) 
我 们 注意 到 ,甚至 少量 碰撞 的 存在 ,也 改变 了 高 频 (w>> 大 ,对 于 具有 相 速 度 远 
大 于 分 子 热 速度 的 涨 落 ) 下 密度 谱 关 联 函 数 的 渐 近 行为 : 

( BN’),, =2N/rw’, (4) 
即 关 联 浮 数 按 筝 律 而 不 是 如 (2) 中 那样 指数 式 地 随 频 这 增加 而 减 小 . 


§ 20 非 平 衡 气体 中 分 布 函数 的 涨 落 
令 气 体 处 于 非 平衡 定 态 ,具有 某 种 分 布 函 数 f(r, 厂 ) 满 足 动 理 方程 : 
.外 =CO)， (20.1) 


函数 可 能 对 平衡 分 布 函 数 fh 有 很 大 偏差 ,因而 不 能 假设 碰撞 积分 C(f ) 相 对 
于 差 值 f -万 为 线性 化 的 , 非 平衡 定 态 在 气体 中 必须 通过 与 外 界 相互 作用 而 维 
持 : 例 如 ,气体 可 能 具有 靠 外 源 维持 的 温度 梯度 ,或 者 它 可 能 作 定 常 运动 ( 它 并 
不 归结 于 气体 整体 的 运动 ) ,等 等 

让 我 们 设法 计算 分 布 函数 /(t,r, 厂 ) 相对 于 f(r, 厂 ) 的 涨 落 . 这 些 涨 落 又 可 
通过 关联 函数 (19. 1) 来 描述 ,其 中 求 平均 是 以 通常 方式 在 给 定 差 值 :=4, -所 下 
相对 于 时 间 完 成 的 ,而 关联 函数 仅 依 赖 于 上 然而 ,由 于 分 布 f(r, 古 ) 的 非 均匀 
性 ,现在 关联 函数 分 别 地 依赖 于 坐标 mx 和 r,, 而 不 是 仅 依赖 于 其 差 值 . 性 质 
(19.4) 现 在 变 成 





(Sf (0032(0))》=(48pC-b86(00))， . (20. 2) 
其 中 
fi(Daf(i rT ), f(0)sf(0,r,,T,). 
可 是 关系 式 (19.5) 涉 及 时 间 反 演 ,一 般 并 不 适用 于 非 平 衡 情 况 . 
分 布 陋 数 的 关联 函数 仍然 满足 同样 的 方程 (19. 10): 


(+ 二 ) (0)) =0, (20.3) 


其 中 九 是 线性 积分 算 符 (19. 11), 它 作用 于 变量 T. D 关 于 这 个 方程 的 初 条 件 
问题 , 即 同时 关联 函数 的 形式 , 比 平衡 情况 下 要 复杂 得 多 ,后 者 简单 地 由 表达 式 
(19.6) 给 出 . 在 非 平衡 气体 中 ,同时 关联 函数 本 身 是 由 某 个 动 理 方程 确定 的 ,而 
后 者 的 形式 可 以 利用 关联 函数 与 $16 所 定义 的 双 粒 子 分 布 函 数 三” 之 间 的 关 
系 来 确立 . 定 态 时 ,函数 Fe (rmir,P), 跟 广 (r, 三 ) 一 样 ,并 不 显 式 地 依赖 
于 时 间 . 


QD 在 非 乎 衡 情况 下 应 用 这 个 方程 应 归于 拉克 斯 (M. Lax( 1966) ). 


8$20 非 平 衡 气 体 中 分 布 函 数 的 涨 落 .79 ， 


为 推导 这 个 关系 ,我 们 注意 到 ,因为 相 空 间 体 积 元 dr = dxd 是 无 穷 小 ,能 
同时 处 于 其 中 的 不 过 一 个 粒子 . D 因 此 平均 数 Fdr 也 是 一 个 粒子 处 于 体积 元 dr 
中 的 概率 ( 有 两 个 粒子 同时 在 其 中 的 概率 为 高 阶 小 量 ). 由 此 可 见 , 两 个 体积 元 
dr， 和 d7, 中 粒子 数 乘积 的 平均 值 等 于 它们 每 个 当中 同时 各 发 现 一 个 粒子 的 概 
率 . 对 于 一 对 给 定 粒 子 ,根据 双 粒 子 分布 函 数 的 定义 ,这 是 乘积 广 :" dr,d7,. 可 是 
因为 从 (很 大 的 ) 粒 子 总 数 中 可 以 有 NH(ANH-1) 和 NH? 方式 选 出 一 对 粒子 ,于 是 
我 们 有 

《六 dr 万 dr 》=-A io dridT:， 

然而 ,这 样 获得 的 等 式 (ff)=.NH*f2 仅 与 相 空间 中 不 同 点 相 联 系 . 而 过 渡 至 极 
限 r , 厂 ,一 7 ,也 ,必须 考虑 到 如 果 dr,， 和 dy, 重合 ,dr, 中 的 一 个 原子 也 在 d7， 
中 . 考虑 到 这 种 情况 的 关系 式 是 

(ff) = Nf +f dr, -r,)d(T, -1,). (20. 4) 
的 确 , 将 此 等 式 乘 以 dr,dr, 并 对 某 个 小 体积 Ar 积分 后 ,右边 第 一 项 给 出 ~ 
(Ar): 的 二 阶 小 量 ,而 含有 8 函数 的 项 给 出 f Ar 为 一 阶 量 . 因此 我 们 有 

Coy 
正 应 该 如 此 ,注意 到 精确 至 一 阶 量 在 小 体积 Ar 中 只 能 是 或 者 没有 任何 粒子 或 
者 有 一 个 粒子 . 
将 (20.4) 代 人 单 时 关联 函数 的 定义 中 

(38A (0)86(0)) = (f.(0)f.(0)) -ff,, 

我 们 得 到 所 寻求 的 单 时 关联 函数 和 双 粒 子 分 布 函数 之 间 的 关系 : 
(Bf (0)8f(0)) =-.A fa -ti8(Cn -mm)5(T -T,). (20.5) 

在 处 于 平衡 的 理想 气体 中 , 双 粒 子 分 布 函 数 化 为 乘积 fi2 = ff,/AN” ,而 
(20.5) 化 至 (19. 6). 至 少 , 当 点 1 和 2 之 间距 离 增 加 时 ,f2 趋 于 这 个 钱 积 ， 
所 以 

(Sf.(0)86,(0))—0, 当 |r, -rr,I—% 时 . (20.6) 

双 粒 子 分 布 函 数 满足 类 似 于 玻 尔 兹 曼 方程 的 一 个 动 理 方程 . 这 个 方程 可 以 
从 对 f “的 方程 (16.9) 推 导出 来 ,类 似 于 对 单 粒子 分 布 函 数 的 方程 由 (16.7) 推 
出 那样 . @ 然 而 ,我 们 这 里 将 给 出 对 fF“” 的 方程 的 另 一 种 推导 ,类 似 于 $3 中 对 玻 
尔 兹 曼 方程 的 推导 ,以 直观 物理 论据 为 基础 . 


我 们 取 作 未 知 函 数 的 不 是 f'” 本 身 ,而 是 差 值 
Th fi R20 ) 


QD 下 面 的 推导 套用 第 五 卷 . § 116 中 的 论证 . 
@ 在 $17 中 ,方程 (16.9) 仅 用 作 特 定 目的 , 即 用 来 从 对 f 的 方程 消去 /"”. 
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当 |r, -m1 一 oz 时, 它 趋 于 零 ( 它 是 不 带 最 后 一 项 的 关联 函数 (20.5)). 这 个 量 在 
涨 落 理论 的 通常 意义 上 是 小 量 , 即 与 六 比较 起 来 是 1/N 的 量 级 . 

没有 碰撞 时 ,函数 wp 满足 一 个 方程 , 它 仅仅 表达 刘 维 尔 定理 ,f'” 沿 一 对 粒 
子 相 轨道 的 恒定 性 : 


df dp_ 99 op _ 
二 = i ee (20. 8 ) 


由 于 碰撞 引起 的 的 变化 归 因 于 两 类 过 程 . 
粒子 1 和 2 与 任何 其 它 粒 子 的 碰撞 ,而 非 互 相 碰 撞 , 引 起 (20. 8) 右 边 出 现 


Tg +1,9 的 项 ,其 中 1 和 了, 是 分 别 作用 于 变量 ,和 本 , 的 线性 积分 算 符 
(19.11). 

粒子 1 和 2 之 间 的 相互 碰撞 起 特殊 作用 ,引起 两 个 粒子 1 和 2 从 相 空 间 中 
一 对 点 同时 “ 跳 变 " 到 另 一 对 点 . 与 推导 (3.7) 所 用 严格 相同 的 论据 ,在 (20. 8 ) 右 
边 给 出 一 项 S(r, -7,)C,,(f) ,其 中 


Calf) a ey ep YOANN dr dr (20.9) 


(在 这 个 积分 中 , 涨 落 可 以 忽略 ) ;因子 5(r, -7,) 表 达 经 受 碰撞 的 粒子 处 于 空间 
同一 点 这 个 事实 . 中 
这 样 一 来 ,最 后 我 们 得 到 下 列 方程 


| 0 人 人 es 
v, “tae 9 -lp dn -rn) Cn ). (20. 10) 


这 个 方程 的 解 , 按 照 (20.5) 给 出 作为 对 方程 (20.3) 在 t=0 时 的 初 条 件 的 函 
数 . 名 没有 右边 时 , 齐 次 方程 (20. 10) 具有 解 
9 =fo Afos + fo Afo， 
-Yo 





,2 
AN = SAN+ RAT+ AV， (20. 11) 


对 应 于 平 稀 分布 中 粒子 数 、 温 度 , 以 及 宏观 速度 的 任意 小 变化 . 

然而 ,这 个 “寄生 " 解 ,由 于 条 件 当 Ir, -r,1 一 % 时 g 一 0 而 被 排除 . 因此 ,在 
平衡 的 情况 , 当 积 分 C,, 恒 为 零 时 ,方程 (20. 10) 给 出 pg =0, 我 们 回 到 了 初 条 件 
(19. 6). 

方程 (20. 10) 右 边 , 即 处 于 给 定 态 九 和 本 , 的 粒子 间 的 对 碰撞 ,因此 可 被 认 
为 是 在 非 平衡 气体 中 涨 落 的 单 时 关联 的 来 源 . 通过 使 两 个 态 的 占据 数 产 生 一 个 
同时 的 变化 ,对 碰撞 产生 这 些 数 之 间 的 关联 . 在 平衡 态 , 由 于 分 子 对 的 正 磁 撞 和 


中 (20.9) 再 对 dr 积分 给 出 寻常 玻 尔 兹 怠 碰 撞 积 分 . 
多 ”这 个 结果 应 归于 下 列 诸 人 :C.B. FakueBHd ,B. Nl. TypeBre ,P. Karrrmoc( 1969 ) ,IIL. M. Korag ,A. 兄 . 
IIIymbMat( 1969 ) . 
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道 碰撞 的 严格 补偿 ,这 个 机 理 没有 任何 效应 ,从 而 没有 任何 单 时 关联 . 
如 果 分 布 /不 依赖 于 坐标 r{ 如 当 偏 离 平 衡 是 由 外 场 维持 时 可 能 出 现 的 那 
样 ) ,我 们 可 以 考 虚 对 气体 整个 体积 平均 后 的 分 布 消 数 的 涨 落 , 即 函 数 


f(t,T) = 多 [fur T) ds (20. 12) 
的 涨 落 ( 这 里 我 们 用 相同 字母 /来 表示 ,但 自 变量 中 不 含 r). 相应 关联 函数 满足 
的 方程 , 它 不 同 于 (20.3) ,不 包含 对 坐标 的 导数 的 项 : 


9 d 六 有, 
(+P pT ) (8, TO, T,)) =0, :>0; (20.13) 


方程 左边 增加 了 外 场 作 用 于 粒子 的 力 F 引起 的 一 项 . 单 时 关联 函数 
(Sf(0,T,) af(0,T,)) = 





yk A a + -T,) = 
s(t) th -TT,) (20. 14) 
满足 方程 
| 局 - th +1,) | oT, ,72) =C, (9(T,,T,)). 
(20. 15) 


如 果 气 体 处 于 闭合 容器 中 . 这 个 方程 要 在 表达 气体 中 粒子 总 数 为 固定 值 ( 无 涨 
落 ) 的 附加 条 件 下 来 求解 : 
| ao,rDaro,P))dr， - | C860,T,) af(0,T,)) adr, =0. 
(20. 16) 
这 个 条 件 在 平衡 情况 下 也 必须 满足 ,但 它 不 是 被 表达 式 [f (TT )/Z18(T, 
-本 ,) 所 满足 ,后 者 对 应 于 关联 哨 数 (19.6). 正确 的 表达 式 可 以 依靠 任意 选择 
(20. 11) 而 获得 ,适当 地 挑选 参量 A 人 7 我们 得 到 
(OTI OT) = TTYUAT -TT,) -FTOFT,). 


(20. 17) 
这 个 关联 肾 数 还 包括 并 不 含有 5 函数 的 一 项 
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$21 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 


相当 大 - -类 动 理 现象 是 由 这 样 一 些 过 程 构成 的 ,这 类 过 程 的 每 次 基 元 事件 中 
(分 布 函 数 所 依赖 的 ) 物理 量 的 平均 改变 量 远 小 于 其 特征 值 . 这 类 过 程 的 弛 和 豫 时 间 
远大 于 构成 其 微观 机 理 的 各 基 元 事件 的 时 间 ;在 这 个 意义 上 ,它们 可 称 为 慢 过 程 . 

一 个 典型 例子 是 轻 气体 中 小 量 换 质 重 气体 的 动量 弛 豫 问 题 , 认 为 轻 气 体 本 
身 处 于 平衡 .由 于 重 粒 子 的 浓度 低 ,可 以 忽略 它们 之 间 的 相互 碰撞 ,而 仅 考 虑 重 
粒子 与 基质 ( 轻 ) 气 体 粒 子 的 碰撞 . 然而 , 当 一 个 重 粒子 与 轻 粒 子 碰撞 时 , 重 粒 子 
的 动量 仅 经 受 比较 小 的 改变 . 

为 明确 起 见 ,我 们 将 讨论 的 正 是 这 个 例子 ,并 推导 这 种 情况 下 杂质 粒子 的 动 
量 分 布 函数 f(t,p) 所 满足 的 动 理 方程 . 

令 w(p,q9)dg 表示 与 轻 粒 子 碰撞 的 基 元 事件 中 每 单位 时 间 内 重 粒 子 的 动 
量变 化 为 p 一 p -9g 的 概率 . 于 是 对 函数 f(t,p) 的 动 理 方程 是 

多 | lw(p +q,q)f(t,p +q) -w(p,q)flit,p)}ldg, (21.1) 

其 中 右边 是 单位 时 间 内 进入 和 离开 一 给 定 动量 空间 体 元 dp 的 粒子 数 之 间 的 差 
值 . 根据 所 用 假设 , 田 数 w(p,4g) 随 4 的 增加 而 迅速 减 小 ,因而 积分 中 起 最 重要 
作用 的 g 值 是 比 粒子 的 平均 动量 要 小 得 多 的 那些 值 . 这 种 情况 允许 在 被 积 表达 


式 中 使 用 下 列 展开 式 : 


wp+q,qg)f(t,p+q) 了 + 
1 
+qg: "(psft,p) + 本 ga w{(p,q4)f(t,g). 


于 是 动 理 方程 变 成 


a gp 9p a 


Ee {2 f+ (Boh) }, (21.2) 
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其 中 
A | gw p,q9) dq, a -元 | ggaw (pg) dq. C21:.3) 
因而 动 理 方程 (从 一 个 积分 微分 方程 ) 现 在 变 成 一 个 微分 方程 . 为 了 更 清楚 地 显 


示 其 意义 ,可 将 物理 量 4, 和 B。 用 符号 形式 写 出 如 下 : 
~ 之 g。 ”之 gu9p 
Be Bi B28 
其 中 求 和 是 对 时 间 5i 内 发 生 的 大 量 碰撞 进行 的 . 
(21.2) 右 边 的 表达 式 是 矢量 * 在 动量 空间 中 的 散 度 - 9s。/9p。 的 形式 ,这 里 


Su 定义 为 ; 








(21.4) 


af 
ey A 
aps f “aps 


4 = 人 + 一 和 2. (21.5) 


换言之 ,方程 (21.2) 共 有 ,应 该 说 ,动量 空间 中 的 连续 性 方程 的 形式 ,从 而 在 过 
程 中 自动 保持 粒子 数 守 便 . 矢量 s 是 动量 空间 中 的 粒子 流 密度 . 

按照 公式 (21.4) , 动 理 方程 中 的 系数 可 利用 碰撞 的 平均 特征 来 表达 ,在 这 
个 意义 上 ,它们 的 计算 是 纯 力 学 问题 . 然而 事实 上 ,并 不 需要 分 别 计 算 4。 和 Bs; 
利用 统计 平衡 时 粒子 流 应 为 零 的 条 件 ,它们 中 的 一 个 可 以 通过 另 一 个 来 相互 表 
达 . 在 目前 这 个 例子 中 ,平衡 分 布 消 数 是 


f= const ， exp | -2 | 


其 中 M 是 重 气体 粒子 的 质量 ,而 了 是 主要 气体 ( 轻 气 体 ) 的 温度 . 将 这 个 表达 式 
代入 方程 s =0 中 给 出 


MTA, = Bops. [21.60 
因而 动 理 方程 变 成 下 列 形式 : 
df(t,p) 9 Ps .3f 
Gt ap。 Bs (Hf we) i 


我 们 注意 到 ,碰撞 积分 展开 式 开 头 两 项 中 的 系数 具有 相同 数量 级 ;原因 是 对 
于 (21.4) 中 的 可 变 号 量 q。, 其 一 次 赛 的 平均 要 比 二 次 表达 式 的 平均 ,涉及 更 大 
程度 的 相 消 . 展 井 式 的 后 面 各 项 全 比 开 头 两 项 小 . 

与 系数 Bs 能 有 依存 关系 的 唯一 矢量 是 重 粒子 的 动量 p. 如 果 这 些 重 粒子 的 
速度 p/M 平均 来 说 远 小 于 轻 粒 子 的 速度 ,就 可 以 认为 重 粒 子 在 碰撞 中 是 不 动 
的 ;在 这 个 近似 下 ,Bg 不 依赖 于 p. 从 而 张 量 Bj 归结 为 一 个 常 标量 B: 


1 
Bs=B8w, B= |9w(0,9) dq, (21. 8) 
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而 方程 (21.7) 具 有 下 列 形式 : 
of Pp ra 
ot -835 [7 f+ | ode 
EE ee 
(21.9) 来 看 尤其 明显 . 扩散 方程 具有 形式 : 


(DVc-bcF), 


其 中 c 是 杂质 浓度 ,F 是 外 场 对 杂质 粒子 所 施加 的 力 ,D 是 扩散 系数 ,而 4b 是 迁 
移 率 . 可 以 认为 方程 (21.9) 所 描述 的 过 程 是 动量 空间 中 的 扩散 ,B 起 扩散 系数 
的 作用 ;(21.9) 右 边 两 项 中 系数 之 间 的 关系 类 似 于 扩散 系数 与 迁移 率 之 间 熟 知 
的 爱 因 斯 坦 关 系 D =bT( 见 第 六 卷 , § 59). 

(21.2) 形 式 的 动 理 方程 ,其 中 的 系数 通过 (21.4) 用 基 元 事件 的 平均 特性 来 
确定 , 称 为 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 (A. D. Fokker,1914;M. Planck,1917). 变量 p， 
作为 粒子 动量 的 特定 性 质 在 所 阐述 的 推导 中 没有 起 什么 作用 . 

因此 ,显然 的 是 ,对 于 其 它 变量 的 分 布 函数 ,相同 形式 的 方程 也 是 适用 的 ， 
只 要 满足 作为 该 推导 基础 的 条 件 : 基 元 事件 中 该 量 的 变化 相对 很 小 ,以 及 表达 这 
些 事 件 中 引起 函数 变化 的 积分 算 符 相 对 于 了 的 线性 性 质 . 

作为 另 一 个 例子 ,让 我 们 再 叙 及 轻 气 体 在 重 气体 中 形成 少量 杂质 的 情况 . 在 
与 重 粒 子 碰 撞 中 , 轻 粒 子 的 动量 在 方向 上 有 很 大 改变 而 在 绝对 值 上 仅 有 很 小 改变 . 

虽然 在 这 些 条 件 下 ,对 于 杂质 气体 粒子 的 分 布 函 数 就 动量 矢量 p 而 论 , 方 程 
(21.7) 已 不 适用 ,但 是 对 于 分 布 函 数 仅 就 绝对 值 p 而 论 ,可 以 建立 起 一 个 类 似 
方程 . 如 果 分 布 函 数 如 前 所 述 那 样 是 相对 于 动量 空间 体 元 dp 取 的 (所 以 具有 动 
量 绝 对 值 p 在 范围 dp 内 的 粒子 数 是 f(t,p)4mp’ dp ) ， 于 是 ， 对 与 dp 有 关 的 函数 
4Tp f 来 说 ,将 有 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 : 


fp) 9 2 0/r2 
2 = 亢 [rp A+B3 (fh )}， 


或 
PA+ 记 (| (21. 10) 


其 中 
CD 


花 插 号 中 表达 式 是 动量 空间 中 的 径 向 流 s. 对 于 平衡 分 布 
f=const: eh es 


(其 中 m 是 轻 粒子 的 质量 ,而 7 是 主要 气体 ( 重 气体 ) 的 温度 ) 的 情形 , 径 同 流 s 应 
该 化 为 零 . 这 个 条 件 给 出 4 和 B 之 间 的 关系 ,而 动 理 方程 (21. 10) 因 此 具有 下 列 形式 : 


$21 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 - 85 . 
af_ 1 9(p's) 
at p” op 


‘= -8 (各 f+) 人 


习 题 


1， 对 于 轻 气 体 中 的 掩 质 重 气体 ,假设 重 粒 子 的 速率 与 轻 粒子 的 速率 相 比 为 
很 小 , 试 确 定 其 动量 空间 中 的 扩散 系数 (方程 (21.9) 中 的 B). 

解 : 如 正文 中 所 指出 的 ,在 所 述 条 件 下 ,动量 传递 可 以 通过 假定 在 碰撞 中 重 
粒子 为 固定 并 忽略 其 能 量变 化 而 进行 计算 . 于 是 计算 重 粒 子 的 动量 改变 时 认为 
轻 粒 子 有 同样 改变 :( Ap) =2p (1 -cosa), 其 中 p' 是 轻 粒 子 的 动量 值 而 Qa 是 
其 散射 角 . 因此 

Y(Ap)’ =8 | 2p”(1 -cos a)Nv'do, 
其 中 入 是 轻 气 体 粒 子 的 数 密度 ,最 后 我 们 有 


es N 13 
B Kp Or,/ 9 


其 中 0o,= | (1 -cos a)do 是 输 运 截面 , 求 平均 是 对 轻 气体 粒子 分 布 取 的 ， 

2. 应 用 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 确定 重 粒子 在 轻 气 体 中 的 迁移 率 . 

解 : 当 存在 外 场 时 ,方程 (21.9) 左 边 要 增加 一 项 下 ， 中 ,其 中 不 为 作用 于 粒 
子 上 的 力 . 假设 这 个 力 很 小 ,我 们 寻求 方程 的 形式 为 了 = 万 + 让 的 定 态 解 . 其 中 由 
是 麦克 斯 书 分 布 , 而 8f<< 扩 .于 是 对 3 的 方程 为 


各、 .BS 
人 ap” 
因此 
of Pp ar) 
B (sp + M7) Fh, 
于 是 6f=f,F.p/B. 迁移 率 b 是 方程 
5 = | 3+ vdp=bF 


中 的 系数 . 积分 的 计算 给 出 


a 3mT 
B Nop 





它 与 (12.4) 一 致 . 
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$22 电场 中 的 弱电 离 气体 


让 我 们 考 虚 均匀 电场 E 中 的 电离 气体 . 这 个 场 扰动 了 气体 中 自由 电子 的 平 
衡 分 布 ,并 在 其 中 引起 电流 . 我 们 将 推导 确定 电子 分 布 的 动 理 方程 中 

对 于 微弱 电离 的 情况 ,意味 着 气体 中 的 电子 (和 离子 ) 浓 度 很 小 ,因此 电子 
与 中 性 分 子 之 间 的 碰撞 才 是 重要 的 ;电子 之 间 的 碰撞 以 及 电子 与 离子 的 碰撞 可 
以 忽略 . 我 们 还 将 假设 电子 在 电场 中 (即使 在 强 场 中 , 见 下 面 ) 所 获得 的 平均 能 
量 不 足以 使 分 子 激发 或 电离 ,于 是 电子 和 分 子 之 间 的 碰撞 可 以 认为 是 弹性 的 . 

由 于 电子 质量 m 和 分 子 质量 M 之 间 的 很 大 差别 ,电子 的 平均 速度 远大 于 分 
子 的 平均 速度 . 根据 同样 理由 ,在 碰撞 中 电子 动量 的 方 癌 改变 很 大 ,但 是 其 绝对 
值 仅 改变 很 小 . 在 这 些 条 件 下 , 动 理 方程 中 的 碰撞 积分 变 成 两 部 分 之 和 ,它们 分 
别 代 表 由 于 动量 绝对 值 的 改变 和 由 于 动量 方向 的 改变 而 引起 的 在 动量 空间 给 定 
体 元 中 粒子 数 的 变化 ;其 中 第 一 部 分 可 以 表达 成 福 克 尔 - 普 朗 克 微 分 形式 . 

由 于 对 场 方向 的 对 称 性 ,分布 函数 (除了 时 间 以 外 ) 仅 依赖 于 两 个 变量 , 动 
量 的 绝对 值 p 和 动量 忆 = me 与 场 E 的 方向 (我 们 取 为 z 轴 ) 之 间 的 夹 角 9, 对 于 
函数 f(t,p,9) 的 动 理 方程 具有 形式 @ 


Yep 站 = 二 +No | [flt,p,0) -fl1,p,0)]do, (22.1) 


| _ 二 (Ap) 
< 引 [地 /+37)， I 


(22. 1 ) 右边 第 一 项 相当 于 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 (21. 12) 的 右边 . 第 二 项 是 对 于 
动量 方向 变化 的 碰撞 积分 . 在 这 个 积分 中 ,可 认为 分 子 是 不 动 的 (NN 为 分 子 的 数 
密度 ) ;一 个 电子 经 受 碰撞 后 动量 方向 由 9 变 为 9'( 或 者 由 9' 变 为 6) ,这样 每 单 
位 时 间 的 碰撞 数 为 Nvdo ,其 中 do 是 电子 被 静止 分 子 所 散射 的 截面 , 它 依赖 于 P 
以 及 p 和 p' 之 间 的 夹 角 al 假设 截面 已 经 对 分 子 的 取 癌 进行 过 平均 ). 

下 面 将 考虑 一 个 定 态 , 具 有 与 时 间 无 关 的 分 布 范 数 ,因此 将 略 去 方程 (22. 1) 
中 的 项 ar 9 

为 计算 中 ,我 们 应 用 等 式 

(v -V) =('-Y) ， 

它 表达 弹性 碰撞 前 后 两 粒子 的 相对 速度 数值 保持 不 变 (v ,VY 与 5',V' 分 别 是 电 
子 和 分 子 的 初速 度 与 末 速 度 ). 分 子 速 度 的 变化 远 小 于 电子 速度 的 变化 (AV = 


WD 本 节 曾 述 的 理论 应 归于 达 维 多 夫 (B. H. IapsrxaoB(1936)). 极 限 公式 (22. 18) 是 较 早 时 候 由 德 鲁 
维 斯 坦 ( M.J. Druyvesteyn( 1930) ) 推导 出 的 . 
久 ” 在 本 书 中 ,e 总 是 表示 正 量 ,元 电 集 的 绝对 数值 ,因此 ,电子 上 的 电价 是 - e。， 
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-mAv /AM) ;因此 ,将 上 列 等 式 展开 后 ,我 们 可 令 Y = 于 是 
2V . (mg -9 ') = -vr ~2vAv, 
其 中 Av =v -v' 是 小 量 . 从 而 


(Ap) =m (Av)” -时 (V0) +(V.s') -2(V°.s)(V .0'))]. 
对 这 个 表达 式 的 求 平均 分 两 个 阶段 实现 . 首先 ,我 们 对 分 子 速度 Y 的 (麦克 其 
韦 ) 分 布 求 平均 . 由 于 这 个 分 布 的 各 向 同性 ,我 们 有 《VVs》= 地 8w 《让 ) ,而 
《让 〉=3T/M. 因此 ,我 们 有 


2 
nm 


(Ap) = Es 


r 2 12 t mT ， 
(也 +v 29 *v )~— (1 -cos a). (22.2) 


vy 
现在 我 们 必须 对 电子 每 单位 时 间 所 经 受 的 碰撞 求 平均 ,这 通过 对 Nvdoa 求 积分 
而 完成 . 结果 是 





本 Nm po 了 7 _pmT 





i (22.3) 
其 中 o, = | (1 -cos a)do 是 输 运 截面 ,1 是 平均 自由 程 ,其 定义 为 
l=1/No., 《22. 4) 
(一 般 来 说 1 是 p 的 函数 ). 因此 (22. 1) 中 的 流 : 是 
-= -zi oY 
s= 一 y+735): [人 


我 们 注意 到 ,根据 (22. 2) ,碰撞 中 电子 能 量 的 变化 是 Ae ~5Ap ~T(m/M)' 
~E(m/M)“. 因此 ,这 个 能 量 的 显著 变化 仅 在 发 生 ~ M/m 次 碰撞 后 ,而 电子 动 
量 的 方向 在 甚至 一 次 碰撞 后 也 会 有 相当 大 的 改变 . 也 就 是 说 ,电子 能 量 弛 殉 时 间 
7。~7,M/m, 其 中 7, ~15 是 动量 方向 的 弛 瑰 时 间 . 

方程 (22. 1) 左 边 也 要 变换 至 变量 p 和 0: 


cE. Yep Yeg [es 0 tne YS]. 6 ) 
op op, op p oocos 6 
这 样 推导 出 来 的 动 理 方程 ,可 寻求 按 勒 让 德 多 项 式 展 开 形式 的 解 : 

f(p,0) = > f,(p)P, eos 0). 2 


下 面 我 们 将 看 到 这 个 展开 式 中 递 次 各 项 的 数量 级 迅速 递减 . 因此 ,实际 上 仅 取 展 
开 式 中 开头 两 项 
f(p,0) =fo(p) + 万 (p)cos 0 (22. 8 ) 
就 足够 了 . 
将 (22.8) 代 入 (22.1) 中 的 积分 ,给 出 
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| [A(p,0") -f(p,0) | ac = -fig.cos 0 
(比较 (11.1) 中 一 个 类 似 积 分 的 变换 ). 于 是 动 理 方程 变 为 
-ek [foeos 9 + ficos’0 + /Lsin’0 | Fe + 一 三 cos 8 =0, 
p Pp ! 
式 中 撤 号 表示 对 p 求 导数 . 这 里 已 省 略 p”“ (siP )'cos 9 项 ,因为 它 显 然 比 
(wf/1) cos 8 项 小 得 多 ( 比值 ~ m/M)(s。 和 s, 是 在 表达 式 (22.5) 中 用 或 有 代 


替 f 的 结果 ). 将 这 个 方程 乘 以 P =1 或 P, =cos 9 并 对 dcos 6 积分 ,我 们 得 到 两 
个 方程 : 


] ， 1 E 
=—(p’$)’=0, Bs -hi(P fo + mpTy',) -本 由， (22.9) 
P 

f = (22. 10) 


表达 式 5 代表 经 电场 修正 的 动量 空间 中 的 粒子 流 密度 . 由 (22.9) 可 见 $ = 
const/p*. 然而 , 流 S$ 对 所 有 p 值 都 必须 是 有 限 的 ,因此 const =0. 现在 将 (22. 10) 
的 f. 代入 方程 $=0 中 ,我 们 求 得 确定 有 (p) 的 方程 : 


(eEl)*M], pp. 
[PP |f +E =0. (22. 11 ) 
迄今 我 们 对 于 函数 1(p) 的 形式 未 作 任 何 假设 ,一 阶 方程 (22. 11 ) 的 积分 可 


以 对 任意 1(p) 写 出 .为 了 得 到 更 具体 的 结果 ,我 们 将 假设 1= const, 它 相当 于 假 
设 截面 o, 不 依赖 于 动量 了 .于 是 方程 (22. 11) 的 积分 给 出 


f,(p) = const . (Se i 
其 中 
- 二 (22.13) 
对 于 函数 (pp) ,由 (22. 10) 和 (22. 12) 我 们 有 
pe fm ye/T 
fi= -hh M B/T + y 76 CR ) 


量 y 是 描述 场 对 电子 分 布 的 影响 程度 的 参量 . 弱 场 的 极限 情况 相当 于 y << 
1. 于 是 ,一 级 近似 下 ,fh(p) 归 结 为 未 受 扰 麦 克 斯 书 分 布 :f, xe ” ,5 =37T/2, 而 


f= - 守 h， y << 1. 4 


Q@ ”在 电子 温度 充分 低 的 情况 下 ,这 总 是 正确 的 ,因为 对 于 惕 粒子 来 说 . 截面 趋 于 不 依赖 于 能 量 的 极 
限 值 ( 见 第 三 卷 , § 132). 
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气体 中 产生 的 电流 由 电子 迁移 率 
b= B= en 人 oeos 0 .Ap= -5 ad (22. 16) 
确定 ,其 中 NN. 是 电子 数 密度 .利用 (22. 15) 的 f, 简 单 计算 给 出 弱 场 下 的 迁移 
率 为 
2 

这 个 表达 式 应 该 满足 爱 因 斯 坦 关系 D =87, 其 中 D 是 扩散 系数 (11. 10). 

作为 弱 场 判 据 的 不 等 式 y <<1 的 意义 ,可 以 由 下 列 简单 论据 加 以 理解 . 显 
然 , 只 要 电子 在 其 平均 自由 时 间 内 所 获得 的 能 量 远 小 于 一 次 碰撞 中 所 丢失 给 原 
子 的 能 量 , 场 对 电子 分 布 的 影响 就 很 小 . 前 者 的 能 量 是 eEi, 而 后 者 是 


Se ~ 了 6P~yYp-~ VT, 


其 中 已 和 7 是 原子 的 动量 和 速率 ;变化 SP 是 电子 动量 的 量 级 . 判 据 是 根据 这 两 
个 表达 式 的 比较 得 出 的 . 
在 强 场 (y >>1) 的 相反 情况 ,我 们 求 得 包 


AP) =4 exp ( -区 5) ， 


(22. 17 ) 


(22. 18) 
四 334N 
~ 28T(3/4) (my7T) 2 ” 
二 22. 19 
2 (22. 19) 
电子 平均 能 量 是 
2 5 /5 机 
5= 二 /3 (三 ) oz =0.43aeB /¥, (22. 20) 
而 电子 迁移 率 是 
4T(5/4)2” (22. 21) 


还 需 曾 明 使 展开 式 (22.7) 收 敛 的 判 据 . 为 此 我 们 注意 到 它 的 递 次 各 项 之 间 
在 数量 级 上 有 下 列 关 系 


个 ”由 于 不 同 勒 让 德 多 项 式 的 正 交 性 ,展开 式 (22.7) 的 各 项 中 只 用 的 项 对 归 一 化 积分 有 页 献 ,而 
只 有 Jficos 8 的 项 对 5, 有 页 献 . 

名 ”通过 重新 求解 方程 (22.11) (在 其 中 令 7=0) 来 推导 公式 (22. 18), 这 要 比 在 (22. 12) 中 取 极 限 
更 为 简单 . 
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pe {22 22 


(经 过 (22.7) 的 代入 , 乘 以 P, (cos 9) ,并 对 dcos 9 积分 后 , 动 理 方程 左边 剩 下 
所 -1 的 项 而 在 碰撞 积分 中 剩 下 大 的 项 ). 当 Yy <<1 时 ,电子 平均 能 量 5~7, 由 
(22. 22 ) 我 们 有 


大 -党 < (各) <<1. 
在 强 场 情况 有 y >> 1 ,平均 能 量 z~ekl(M/m))'”, 所 以 又 有 
f/f ~ (m/M)'®” <<l1. 


因为 m/M 很 小 ,所 以 展开 式 是 收 全 的 @. 
$23 非 平 衡 弱 电离 气体 中 的 涨 落 


本 节 我 们 将 讨论 处 于 非 平衡 定 态 的 弱电 离 气 体 中 电子 分 布 函数 的 涨 落 , 假 
定 气体 是 空间 均匀 的 并 处 于 恒定 均匀 电场 E 中 . 

这 里 将 仅 考 虑 涨 落 的 时 间 关 联 而 不 考虑 它们 的 空间 关联 . 于 是 ,用 对 气体 的 
整个 体积 求 平均 后 的 函数 


fip) = f(rp) ds (23.1) 


来 代替 严格 的 ( 涨 落 着 的 ) 随 空间 变化 的 分 布 函数 f(1,r,p) 是 适当 的 (这 一 节 将 
用 相同 字母 来 表示 这 个 平均 后 的 分 布 函数 ,但 不 含 变量 r+) ; 它 仅 随时 间 涨 落 . 
函数 六 (P) 是 上 一 节 中 求 得 的 分 布 (22. 8) ,f 相对 于 f 而 涨 落 . 

对 于 所 讨论 的 系统 ,我 们 最 感 兴趣 的 主要 不 是 寻求 分 布 函数 本 身 的 涨 落 ,而 
是 与 之 有 关 的 电流 密度 j 的 涨 落 . 对 于 这 些 量 的 关联 函数 由 下 列 显 然 公 式 


(8j.(1)8j(0)) =e’ | (8f(1,p)8f(O0,p') ) vv'sd pd’p’ (23. 2) 


相 联系 ,当然 ,其 中 中 是 对 气体 体积 求 平 均 后 的 电流 密度 涨 落马 

对 于 非 平衡 气体 问题 的 求解 是 根据 8 20 指出 的 一 般 方法 旦 . 

按 此 方法 ,关联 函数 (8/(1,p) 5/(0,p')) 满 足 (相对 于 变量 1 和 pp 的 ) 动 理 方 
程 (22. 1 ) ,这 里 它 相 当 于 一 般 方法 中 的 方程 (20. 13). 函数 


QD 然而 ,我 们 注意 到 ,校正 项 f,,f;,… 不 能 借助 于 方程 (22. 1) 来 确定 , 因为 这 个 方程 是 以 福 克 尔 - 
普 朗 克 近 似 为 基础 的 ,在 此 近似 下 按 m7/ 为 高 阶 项 的 量 已 经 被 忽略 掉 了 . 

加 ”这 个 求 平均 相当 于 一 个 实验 情况 . 其 中 测量 的 是 气体 中 总 电流 的 涨 落 : 这 种 涨 落 等 于 在 给 定 方 
向 的 平均 电流 密度 的 涨 落 乘 以 样本 的 截面 . 

时 ” 普 里 斯 (P.J. Price( 1959) ) 对 这 个 问题 的 研究 是 计算 非 平衡 系统 中 涨 落 的 第 一 个 例子 . 这 里 我 们 
将 按照 古 列 维 奇 和 卡 蒂 留 斯 (5. I. Typears ,P. KarHntoc(1965 ) ) 的 阐述 . 
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g(t,p) = | (8f(t,p)3f(0,p') Ydip’ (23. 3) 
满足 一 个 类 似 方 程 ,而 所 需求 的 电流 关联 函数 间 样 也 可 以 通过 这 个 函数 表达 为 
(Bj (1)8ja(0)) =e [galisp) vd’p. (23. 4) 
这 样 我 们 得 出 下 列 方程 
9g 2 
a i 


(3 mE | | -No | [gli,p, 0) -g(t,p,0) deo, (23.5) 


其 中 B 由 (22.3) 给 出 . 

动 理 方程 (22. 1 ) 仅 考虑 到 电子 与 分 子 的 碰撞 ,而 没有 考虑 电子 相互 之 间 的 
碰撞 . 因此 ,这 里 没有 任何 机 理 去 建立 不 同 动 量 电 子 间 的 单 时 关联 ,而 对 于 函数 
8(1,p) 的 “初始 ”条件 与 处 于 平衡 态 下 的 相同 . 因为 我 们 涉及 的 是 对 气体 整个 体 
积 求 平均 后 的 分 布 聘 数 的 涨 落 ,必须 考虑 到 粒子 (电子 ) 数 的 恒定 不 变性 有. 于 是 
I 


(Sf(0,p)8/(0,p')) =— zf (p)3(p - -p') -WT PF (Pp) | 
(其 中 NN. 是 电子 密度 ) ,因而 对 于 初始 函数 有 
g(0,p) = SF(p)(v -VW), (23.6) 


其 中 V 是 具有 分 布 (p) 的 状态 下 电子 的 平均 速度 . 当然 ,这 个 速度 平行 于 场 E， 
我 们 可 将 它 写成 
V= -ebgk, (23.7) 


其 中 必 是 迁移 率 . 电子 总 数 的 恒定 性 意味 着 | ayd?p =0, 因 而 也 有 


[glip) dp=0. (23. 8) 


按照 $ 19 中 所 描述 的 方法 ,我 们 作 (23.5) 的 单 侧 傅 里 叶 变 换 : 将 该 式 乘 以 
ew 和 对 t 从 0 至 w% 进行 积分 . 同时 考虑 到 初 条 件 (23.6) 和 8g(o ,p) =0, 对 项 
e”9g/3it 作 分 部 积分 ,结果 得 到 方程 


QD 因为 我 们 仅 涉及 场 的 存在 所 引起 的 对 偏离 平衡 的 涨 落 的 影响 ,我们 忽略 了 由 电离 和 复合 过 程 所 
产生 的 电子 总 数 的 涨 落 . 当 所 有 电子 是 由 具有 低 电 离 势 的 杂质 所 形成 时 ,这 些 涨 落 也 许 严格 没有 ;于 是 电 
子 的 总 数 简单 地 等 于 杂质 原子 总 数 .我 们 还 忽略 中 性 分 子 浓 度 的 涨 落 ,这 个 浓度 的 相对 涨 落 肯 定 远 小 于 
电子 的 相对 其 ,因为 电子 浓度 远 小 于 分 子 浓 度 . 
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人 0 (+) 1 3 mTp VD (+) dg'* 
-ee 
a < pls 一天 apLWNATESE * ap | + 


+ No [gp) -gp ) do = Bp -V), (23.9) 


其 中 
g'" (w,p)= [egCup) de (23. 10) 
由 于 (23. 8) ,这 个 方程 要 在 下 列 附加 条 件 
|[g' (wp)dp=0 (23. 11) 
下 求解 . 


如 果 方 程 (23.9) 的 解 为 已 知 , 则 所 需求 的 电流 关联 函数 的 谱 展 开 式 可 以 通 
过 简单 积分 而 求 得 ,我 们 写 出 : 
(Jojs)。 = | def eaf(i,p) (0,p') var'sd’ pd'p’, 
并 严格 像 推导 (19. 14) 那 样 进行 ,获得 
(js), =e | [gs (wp)v, +8" ( -wp)vel dp. (23. 12) 


为 具体 起 见 ,我 们 将 认为 平均 自由 程 ! = const. 在 平衡 态 ,没有 电场 时 ,函数 
f 是 平衡 麦克 斯 韦 分 布 f(p). 于 是 容易 看 出 ,方程 (23.9) 的 解 是 








(23.13) 
因为 
| -p')do = ol 了. (23. 14 ) 


如 果 wr, <<1( 其 中 r, ~ ywr 是 关于 动量 方向 的 弛 豫 时 间 ) ,我 们 可 以 忽略 
(23. 13 ) 分 母 中 的 项 -iwl/v. 于 是 积分 (23. 12 ) 的 计算 导致 结果 为 


a 


位 
(oe), = Bo, (23. 15) 


其 中 oc =e N.b。 是 气体 在 弱 场 中 的 电导 率 ,5b。 是 由 公式 (22. 17) 给 出 的 弱 场 中 的 
迁移 率 . 当然 ,结果 (23. 15 ) 与 关于 电流 的 平衡 涨 落 的 尼 硅 斯 特 一 般 公 式 相 一 致 
( 见 第 九 卷 , $78). 的 确 , 让 我 们 考虑 平行 于 x 轴 的 圆柱 体积 内 的 气体 . 因为 电 
流 密度 已 经 是 对 体积 平均 过 的 , 则 总 电流 J=j.5, 其 中 5 是 圆柱 的 截面 积 . 于 是， 
按照 (23. 15 ) ,我 们 有 





= -一 一 = -一 (23. 16) 
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其 中 工 = 多 $ 是 样本 的 长 度 ,R =L/oS 是 其 电阻 几 . 

当 五 关 0 时 ,方程 (23.9) 用 逐步 求 近 法 求解 ,与 对 (22.6) 求 解 的 方式 相同 ， 
但 是 后 一 方程 确定 一 个 标量 函数 ,而 (23.9) 是 对 矢量 函数 写 出 的 . 这 种 函数 ( 依 
赖 于 恒定 矢量 EE 和 可 变 矢量 p) 的 展开 式 的 为 首 几 项 可 写成 


8 (wp)=h(w,p)n+elgo(w,p) +n': eg (w,p)}, (23. 17) 
而 且 g, <<go( 这 里 n=p/p,e =E/E). 铺 数 1(p) 是 
f(p) = 万 (p) +n: ef,(p), (23. 18) 


其 中 有 和 fi =eElfo/v 如 §22 中 所 计算 得 的 那样 . 
我 们 将 (23.17) 和 (23.18) 代 入 (23.9), 并 将 对 p 的 奇 次 项 和 侦 次 项 分 开 . 
再 次 假设 wr, << 1 ,我 们 得 到 ,集合 奇 次 项 : 
{hn +ge(n:e)| -ele ， 各] -2 
这 里 将 与 所 给 出 的 项 ( 按 比 值 mv/MN) 比 较 起 来 显然 为 小 的 那些 项 忽略 了 .因此 ， 
_eblm 98o(w,D) 
h(p) = So(p) gi(w,p) = (23. 19) 
至 于 p 的 偶 次 项 ,它们 必须 满足 方程 (23.9), 仅 当 对 p 的 方向 求 平均 后 ,这 
与 下 列 事实 符合 , (23. 17) 仅 给 出 所 求 函 数 展开 式 中 的 为 首 几 项 . 应 用 表达 式 
(23. 19 ) 并 经 过 简单 计算 ， ee 和 











] 2 2ekl 0 
-iogo + 7 Ce {eB + 3 BCPh) a (23. 20) 
其 中 
9g0 e: Elim 9go 
S= -1 (re +mpT i ) - 3p op 
这 个 方程 要 在 下 列 附 加 条 件 
| gw,p) dp=0 (23.21) 


下 求解 ,这 个 条 件 是 将 (23.17) 代 入 (23. 11) 后 简化 得 到 的 . 
当 函 数 8 ”是 已 知 时 ,所 需求 的 电流 关联 函数 由 公式 (23. 12) 确定 . 将 展开 
式 (23. 17) 代 人 该 公式 ,并 利用 (23. 19) 作 简单 变换 ,我 们 得 到 


2e 2le 
Oi) = 8 dp -EE le {Lew,p) + 


+ go( -wp 1 E22 ) 


QD 在 与 第 九 卷 (78.1) 比 较 时 ,必须 考 典 到 fiw <<7 和 根据 wr, <<1 的 条 件 没有 电导 率 的 色散 ,所 以 
Z=R. 
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当 w ~mv/Mi, 即 当 wr, ~1 时 ,方程 (23. 20) 中 的 项 - iwg。 变 成 重要 的 ,其 
中 7, 是 关于 电子 能 量 的 弛 豫 时 间 . 因此 ,电流 涨 落 的 色散 从 这 些 频 率 处 开始 . 

在 一 般 情况 下 ,方程 (23. 20) 是 很 复杂 的 . 作为 说 明 ,让 我 们 举 出 低频 (wr。 
<<1) 和 满足 条 件 y >> 1 的 强 场 的 例子 ,其 中 7 是 参量 (22. 13). 由 于 后 一 条 件 ， 
函数 (p) 由 表达 式 (22. 18) 给 出 . (23. 22 ) 中 第 一 项 积分 的 计算 给 出 

222 Ne'l/eFkl\'™ 144 
Dag357T 374) | (去 
对 于 (23. 22) 中 的 第 二 项 ,我 们 将 仅 作 出 不 带 数 值 因 数 的 估计 . 方程 (23. 20) (不 
带 -iowg 项 ) 给 出 估计 


m 











eEtM 
B80o~ yp” 0 
于 是 积分 可 以 估计 出 为 
3ym B80 3 
1 全 
e Fy 
结果 对 于 电流 关联 晒 数 的 表达 式 是 
,~ Nel/eEly'? /MY'’ EE 
Ge ) =) |0Wnd ] ， (23.23) 


其 中 B ~1, 是 数值 常数 . 
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部 分 电离 气体 中 的 平衡 电离 度 是 通过 相 碰 撞 带 电 粒 子 间 的 各 种 基 元 事件 : 
碰撞 电离 事件 与 相反 的 碰撞 复合 事件 建立 的 . 对 于 气体 中 除 电 子 外 仅 包含 一 类 
离子 的 简单 情况 ,电离 平衡 的 建立 过 程 可 用 下 列 形式 的 方程 

dN 

=B -aN.N. (24.1) 
描述 . 这 里 B 是 (由 于 中 性 原子 的 碰撞 或 通过 原子 的 光 致 电离 ) 在 每 单位 体积 和 
每 单位 时 间 内 所 形成 的 电子 数 , 它 不 依赖 于 现存 的 电子 密度 W。 和 离子 密度 Ni 
第 二 项 给 出 由 于 与 离子 的 复合 而 引起 的 电子 数 的 减少 ;a 称 为 复合 系数 . 

复合 过 程 与 等 离 体 中 建立 平衡 的 其 它 过 程 相 比 来 说 通常 是 很 慢 的 . 问题 在 
于 在 离子 与 电子 磁 撞 中 形成 中 性 原子 需要 排除 所 释放 的 能 量 ( 原 子 中 电子 的 结 
合 能 ). 此 能 量 可 能 在 辐射 复合 中 作为 光子 辐射 掉 ;于 是 ,这 个 过 程 的 缓慢 归 因 
于 很 小 的 量子 电动 力学 发 射 概率 . 所 释放 能 量 也 可 能 传递 给 第 三 个 粒子 ,一 个 中 
性 原子 ;于 是 这 个 过 程 的 缓慢 归 因 于 三 体 碰 撞 的 小 概率 . 结果 是 在 认为 所 有 粒子 
都 是 处 于 麦克 斯 韦 分 布 的 条 件 下 来 考虑 复合 过 程 常 常 是 合理 的 . 

”在 平衡 时 ,导数 dN./dt 为 零 . 于 是 (24.1) 中 的 量 c 和 B 由 
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B = aNo. Ns (24.2) 
相 联 系 , 其 中 No. 和 No; 是 由 适当 的 热力 学 公式 所 给 出 的 平衡 态 的 电子 和 离子 密 
度 ( 见 第 五 卷 , § 104 ) 包 . 

辐射 复合 系数 直接 由 电子 与 静止 离子 (离子 的 速度 远 小 于 电子 的 速度 ,可 
以 忽略 ) 之 间 的 碰撞 复合 截面 o,.. 巴 以 计算 : 

CstgG )》， (24.3 ) 
其 中 求 平均 是 对 电子 速率 v. 的 麦克 斯 韦 分 布 取 的 (见习 题 1). 

然而 ,辐射 复合 仅 在 充分 稀薄 气体 中 当 粒 子 的 三 体 碰撞 可 以 完全 忽略 时 才 
是 重要 的 .在 不 太 稀薄 的 气体 中 ,主要 机 理 是 有 第 三 个 粒子 ,中 性 原子 参与 下 的 
复合 . 正 是 对 于 这 个 机 理 我 们 将 更 详细 地 予以 考虑 . 

在 与 原子 碰撞 时 ,电子 能 量 改变 很 小 . 因此 ,复合 过 程 以 形成 高 度 受 激 原 子 
开始 ,而 在 这 个 原子 的 进一步 碰撞 中 ,电子 逐渐 “ 降 " 至 越 来 越 低 的 能 级 . 过 程 的 
这 种 特征 可 以 认为 是 被 俘获 电子 的 “能 量 扩 散 ”, 所 以 对 它 可 以 应 用 福 克 尔 - 普 
朗 克 方程 (I. II. IIMTaescknit ,1962). 

让 我 们 考虑 :被 俘获 电子 关于 其 ( 负 ) 能 量 的 分 布 卫 数 . 最 重要 的 “扩散 ” 
自然 是 在 能 量 范围 |el ~ 7. 这 里 必须 总 是 把 温度 作为 远 小 于 原子 的 电离 势 1 来 
讨论 ; 当 T7~7, 气 体 实际 上 已 经 几乎 是 完全 电离 的 ( 见 第 五 卷 ,§$ 104). 

福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 是 


CA (24.4) 
ot DC 0€ 

照例 ,系数 4 可 以 用 B 来 表达 ,这 要 借助 于 当 f=f 时 s=0 的 条 件 ,其 中 是 平 

衡 分 布 . 于 是 流 * 变 为 


__proff 

s = Bh 3() (24.5) 
“扩散 系数 "B(e) 按 一 般 定 则 确定 为 

Bre) = 二 (Ase) (24.6) 


26t 
其 中 Ase 是 一 个 受 激 原子 在 与 一 个 未 受 激 原子 的 碰撞 中 原子 激发 能 的 变化 . 按 
照 这 个 公式 计算 B(e) 归结 为 求解 碰撞 的 力学 问题 以 及 然后 对 未 受 激 原子 的 速 
度 求 平均 (见习 题 2). | 
为 求 函 数 万 (e) ,我 们 注意 到 对 于 在 电荷 为 ze( 离子 电荷 ) 的 库仑 场 中 的 电 
子 关于 动量 和 坐标 的 平衡 分 布 由 玻 尔 效 曼 公式 给 出 为 
Ze 


fo(psr) = (2mm7) ee ” ， 2 =- Tr [22473 


中 在 辐射 复合 情况 中 , 态 的 平衡 也 含有 等 离 体 中 辐射 的 平衡 . 
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(关于 其 归 一 化 见 下面 ) ;具有 1e1l ~7T <<< 了 的 电子 的 运动 是 准 经 典 的 ,这 使 我 们 
可 以 应 用 能 量 e 的 经 典 表达 式 . 因此 ,关于 se 的 分 布 函数 是 


file)de =(2mm7) er(e)de, (24.8) 
其 中 r(s) 对 应 于 范围 ds 的 相 空 间 体 积 ; 
r(e) = | s(lel+ 和 -二 ]dxdp， (24.9) 


用 dxdp=4mrdr'4mrp dp 代 人 并 完成 积分 ,我 们 求 得 

T(E) ee Er 

为 表述 确定 方程 (24.4) 和 (24.5) 的 适当 解 的 条 件 ,方便 的 是 假设 气体 中 呈 

现 的 电子 密度 是 N. >> No。; 于 是 我 们 可 以 忽略 (24.1) 中 的 电离 率 B, 所 以 Ne。 的 

减 小 仅 取决 于 复合 .在 这 些 条 件 下 ,方程 (24.4) 的 定 态 解 中 流 * 的 恒定 值 直 接 给 

出 复合 系数 的 值 (s = const = -a) ,倘若 f(a) 是 适当 地 归 一 化 的 . 就 是 说 ,在 最 高 
能 级 处 (1e1 <<7T) 的 电子 与 自由 电子 处 于 平衡 ,这 意味 着 我 们 必须 有 

fl(e)/fh(e)—n1， 当 lel 一 0 时 ， (24. 11 ) 

并 且 f(s) 的 归 一 化 应 该 相当 于 每 单位 体积 中 一 个 自由 电子 (如 (24.7) 中 所 实 

现 的 ). 

为 寻求 ( 当 ae 一-%w 时 的 ) 第 二 个 边界 条 件 , 我 们 注意 到 受 激 原子 深 能 级 的 

分 布 不 会 受 自 由 电子 存在 的 扰动 ,从 而 不 依赖 于 它们 的 数目 : 它 正 比 于 平衡 数 
NV. 而 与 实际 数 NN, 无关 . 当 N, >> No. 时 ,这 个 情况 由 边界 条 件 表 达 为 


(24. 10 ) 








fle)/h(e)—0, 当 lel—% 时 . (24. 12) 
在 边界 条 件 (24.11 ) 以 及 = const 的 情况 下 求 方程 (24. 5 ) 的 积分 ,我们 有 
六 = const ; +1. 
这 个 const 是 - a, 如 果 它 是 由 满足 条 件 (24. 12) 来 确定 . 因此 ,我 们 求 得 最 后 结 
果 为 
EL Wm a ti (24. 13) 
a Bp mT (ze ) ; B( -lel) 


这 个 公式 与 下 列 过 程 有 关 , 其 中 "第 三 个 物体 "是 一 个 未 受 激 原子 . 如 果 
气体 已 经 是 高 度 电离 的 (然而 , 它 与 条 件 了 << 了 仍 相 容 ) 和 充分 稠密 的 ,具有 
第 二 个 电子 作为 第 三 个 物体 参与 的 复合 可 能 变 成 主要 过 程 . 于 是 复合 率 变 
成 正比 于 N.Ni. 因 此 如 前 按 (24.1) 所 定义 的 复合 系数 本 身 正 比 于 N.. 因为 
电子 碰撞 中 的 能 量 弛 豫 是 快 过 程 , 上 面 所 描述 的 计算 复合 系数 的 方法 在 这 
个 情况 不 适用 . 
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习 题 


1. 设 有 处 于 温度 了 <<7 了 下 的 氢气 ,其 中 1=em/(2 扩 ) 是 所 原子 的 电离 势 . 
试 求 停 获 一 个 电子 至 所 原子 基态 的 辐射 复合 系数 . 
解 : 慢 电子 与 处 于 静止 的 质子 复合 成 所 原子 基态 的 截面 是 
210m2(e2A 开 ic)az 惨 
”me 3(2. 71-… ) mew 
其 中 是 电子 的 速率 ,as = 下 [me 是 玻 尔 半径 ( 见 第 四 卷 ,§56 的 公式 (56.13) 
和 (56.14)). 平 均值 (v-'〉= (2m/mT)'“. 按照 (24.3) ,结果 是 


10 _3/2 a 172 e? 3 asl 172 
le) ln) 0) 
2. 确定 由 (24. 13 ) 给 出 的 复合 系数 ,忽略 电子 束缚 于 受 激 原子 这 一 事实 对 
它 与 未 受 激 原子 碰撞 的 过 程 的 影响 ,并 假设 这 些 碰撞 的 输 运 截面 不 依赖 于 速度 . 
解 : 扩散 系数 "B(e) 如 822 中 那样 进行 计算 ,结果 是 


B(e) =H-(0) (0p); (1) 
其 中 刘 是 气体 中 原 于 的 密度 . mh 是 电子 质量 ,v, 是 受 激 原 子 与 未 受 激 原子 之 间 
的 相对 速率 . 速率 v, 具 有 坡 克 斯 书 分 布 ,其 中 粒子 质量 由 约 化 质量 lf 表示 (其 


中 及 是 原子 的 质量 ) ;因此 (ms)》 =67V/M. 其 次 ,(1) 中 的 p 是 离子 场 中 的 电子 动 
量 ;gp’ 的 求 平均 是 对 相应 于 1s1 的 给 定 值 的 电子 相 空 间 区 域 7(8) 进 行 的 . 在 
0, = const 下 ,我 们 求 得 
(gp » = 一 os lel + 也 -至 ] drdip -22 miel™. 
因此 
p64V2To Nlel 
37M 
于 是 按 (24. 13 ) 的 计算 最 后 给 出 
32 V2mm (ze ) oa 
3MT’” | 2 
如 果 由 靠近 电子 的 原子 所 引起 的 扰动 频率 ( ~5./d 其 中 dd 是 原子 尺度 ) 由 


远大 于 具有 能 量 lel ~ 了 的 电子 的 转动 频率 ,忽略 电子 束缚 于 原子 中 这 假设 是 合 
理 的 . 这 导致 条 件 了 << (evd) (my ) 


个 ” 俄 文 版 为 4/5,, ,而 按 频率 的 量 网 应 为 yd 一 一 详 者 注 . 
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§25 双 极 扩散 


让 我 们 考虑 弱电 离 气体 中 带电 粒子 的 扩散 . 如 § 22 中 那样 ,假设 电离 度 是 
如 此 小 ,使 得 与 带电 粒子 和 中 性 原子 之 间 的 碰撞 比较 起 来 ,带电 粒子 之 间 的 碰撞 
可 以 忽略 . 即使 在 这 些 条 件 下 ,两 类 带电 粒子 (电子 和 离子 ) 的 扩散 也 不 是 相互 
独立 的 ,因为 扩散 过 程 中 会 引起 电场 (W. Schottky,1924). 
扩散 方程 具有 对 于 电子 (e) 和 离子 (i) 的 连续 性 方程 的 形式 : 
aN. . aN, . 
rr A 1 
粒子 流 密度 利用 粒子 数 密度 及 其 梯度 表达 为 
i.=—-NbeE-D VvN,, 
i; =N.b,eE - D, VN., 
其 中 D. 和 也 是 电子 和 离子 的 扩散 系数 ,而 b. 和 6b; 是 相应 的 迁移 率 . 这 些 量 
由 爱 因 斯 坦 公 式 相 联系 : 





(25.2) 


D.=7Tb., D,=7b,, 和 
它们 表达 平衡 时 流 (25.2) 为 零 的 条 件 . 利用 这 些 关系 式 并 通过 电势 来 表达 电场 
五 = -V 9, 我 们 可 将 方程 (25. 1) 重 写成 


aN. eN. 
“=D.v- | | (25.4) 
Rs bd 
DY [Ywm+Tve| (25. 5) 
此 外 ,我 们 必须 增加 对 于 电势 的 泊 松 方程 : 
Ap = -4me(N -N). (25.6) 


如 果 密 度 N. 和 NN, 具有 几乎 均匀 分 布 时 ,方程 组 (25.4) 一 (25.6) 可 以 极 大 
程度 地 简化 . 于 是 我 们 可 在 (25.4) 和 (24.5) 中 VvV g 前 的 系数 中 令 Ne.= Ni = const 
三 NV ,并 利用 (25.6) 来 消去 9. 结果 得 到 








=D. | | (25.7) 
2 -Di[AN+ |， (25. 8) 


其 中 a ”=4me No/T(a 是 对 于 电子 和 离子 的 德 拜 半径 , 见 下 面 的 $31). 
虽然 电子 和 离子 散射 截面 一 般 是 相同 数量 级 ,由 于 它们 的 平均 热 运 动 速率 
(vr) 的 差异 ,它们 的 扩散 系数 有 很 大 差别 


DD ”离子 电荷 了 到 为 :; =1, 当 气体 的 电离 度 很 小 时 ,这 通常 是 正确 的 . 
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NL (25.9) 
因此 D. >> D;. 这 种 状况 导致 扩散 过 程 的 某 些 异常 特点 . 
让 我 们 考 虚 电子 和 离子 密度 的 微 扰 随时 间 的 变化 , 微 扰 的 特征 尺度 L >> 
a 山 . 在 过 程 的 初始 阶段 ,直至 密度 的 变化 部 分 
I8N.| ~ 18N1 ~ I8N. - 8N,1, 
方程 (25.7) 和 (25.8) 右 边 第 一 项 远 小 于 第 二 项 : 


AN ~ 8N./L << (SN. -SNi)/a (25. 10) 
还 注意 到 由 于 (25.9) 得 19N,/9tl << 19N./3t| ,我 们 有 
D. 
—(8N, -8N)= -—s (8N. -8N,), 
ot a 
因而 
D. 
8N. -SN = (8N, ~ 8N; ) oexp ( -了 (25. 11 ) 
a 


由 此 我 们 看 到 ,在 时 间 > ~a*/D. 后 , 差 值 18N. - 8N,1 变 成 远 小 于 8N. 和 SN, 本 
身 , 即 ,气体 变 成 准 中 性 的 . 

过 程 的 下 一 阶段 是 (对 于 给 定 离子 分 布下 ) 电子 分 布 的 发 展 达 到 平衡 形式 ， 
由 (25.7) 右 边 变 为 零 的 条 件 确定 : 


2 
8N. -SN, =a’AN, ~a’AN, ~ 7z8N.. (25. 12) 


这 个 阶段 遵循 扩散 方程 (25.7) ,具有 特征 时 间 +。~ L/D.. 此 时 间 远 小 于 离子 扩 
散 特征 时 间 r; ~ L/D,; 因 此 离子 分 布 仍 可 认为 未 改变 . 

电子 和 离子 密度 微 扰 的 最 后 弛 瑰 按 照 方程 (25.8) 发 生 , 在 以 (25.12) 代 入 
后 它 变 成 


oN, 
3 =2D:AN,; (25. 13) 


因此 ,在 时 间 ~7; 期 间 ,电子 和 离子 (Sw.= SNi) 以 二 倍 于 离子 的 扩散 系数 一 起 
扩散 ;这 个 过 程 称 为 双 极 扩散 .扩散 系数 的 一 半 归 因 于 离子 的 内 襄 扩散 ,而 另 一 
半 起 因 于 加 速 电 子 引 起 的 电场 . 

最 后 ,让 我 们 注意 到 方程 (25.13) 具 有 比 所 引 推 导 过 程 得 出 的 要 更 为 广泛 
的 适用 性 . 即使 扰动 不 是 微弱 的 ,电子 的 运动 迅速 导致 建立 起 它们 在 场 中 的 玻 尔 
兹 曼 分 布 ,并 使 电子 和 离子 密度 相等 , 即 导 致 准 中 性 . 于 是 


个 ”为 了 扩散 方程 本 身 的 适用 性 .在 所 有 情况 下 工 必 须 远 大 于 离子 和 电子 的 自由 程 二 因此 仅 当 >t 
时 ,条 件 工 >>a 是 附加 限制 . 
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N. 
N.=N,=Ne””, ep=TIn Ny (25.14) 


将 (25.14) 代 入 (25.5) 再 次 得 出 方程 (25.13) ,但 是 已 经 不 用 扰动 很 小 的 假设 . 
$26 强 电解 质 溶液 中 的 离子 迁移 率 


上 节 中 所 导出 的 方程 容易 推广 到 存在 不 同 种 类 离子 的 情况 .它们 也 适用 于 
强 电解 质 溶液 中 离子 的 运动 . 在 “无 穷 ”稀释 溶液 的 极限 下 ( 即 当 其 浓度 趋 于 
零 时 ) ,每 类 离子 a 的 迁移 率 趋 于 恒定 极限 5。” ,而 其 扩散 系数 相应 地 趋 于 
D-。 = 了。 . (26.1) 
本 市 专门 讨论 对 于 弱 溶 液 中 离子 迁移 率 ( 相 对 于 小 浓度 ) 的 一 级 校正 项 的 
计算 . 包 因 而 也 得 以 确定 对 溶液 电导 率 的 校正 项 . 在 电场 E 中 ,有 力 ez,E 作用 于 
每 个 离子 ,从 而 使 它 获得 定向 速度 5,ez,E. 因此 ,溶液 中 的 电流 密度 是 
j=E py ez.N -bez, 


其 中 N。 是 a 类 离子 的 浓度 (每 单位 体积 的 a 类 离子 数 ) ,因而 电导 率 是 
0 =e >》 Nzb.. (26. 2) 


下 面 所 阐述 的 理论 ,与 等 离 体 和 强 电解 质 的 热力 学 性 质 理论 一 样 ,是 建立 在 
相同 的 概念 基础 之 上 的 . 这 些 概念 就 是 每 个 离子 周围 形成 电荷 (离子 云 ) 的 不 均 
匀 分 布 , 它 对 离子 场 形 成 屏蔽 . 在 第 五 卷 578 和 8$79 中 曾经 推导 过 对 于 等 离 体 
的 相应 公式 . 对 强 电 解 质 溶液 的 类 似 公式 ,差别 仅 在 于 有 电容 率 e 关 1 的 溶剂 存 
在 的 情况 ,将 在 下 面 给 出 . 

由 于 两 种 不 同 效应 ,屏蔽 云 使 离子 的 迁移 率 发 生变 化 . 首先 ,外 电场 中 离子 
的 运动 改变 了 离子 云 的 电荷 分 布 ,从 而 引起 一 个 附加 场 作用 于 离子 . 其 次 ,离子 
云 的 运动 引起 液体 的 运动 ,从 而 引起 离子 的 “漂移 ”. 这 两 种 校正 分 别称 为 弛 障 
校正 和 电泳 校正 . 

弛 瑰 校 正 

让 我 们 首先 计算 第 一 类 校正 . 因为 屏蔽 云 起 因 于 不 同 离子 位 置 间 存 在 关联 ， 
这 是 外 场 巨 对 关联 盟 数 的 影响 的 问题 . 

我 们 将 这 样 来 定义 对 关联 函数 w,, 使 得 :如 有 果 在 r, 点 有 一 个 5 类 离子 , 则 
Nw。s(r。,T,)dV。 是 围绕 六 点 的 体积 dy. 中 a 类 离子 数 ;类 型 a 和 4 可 能 相同 或 
者 不 同 . 显然 


QD 强 电解 质 是 指 溶解 时 完全 离 解 成 离子 的 物质 . 
多 下 面 所 阐述 的 理论 是 由 德 拜 和 休克 尔 (P. Debye,E. Hiickel( 1923)) 与 昂 萨 格 (L. Onsager( 1927 ) ) 
作出 的 ， 
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wor) (26.3) 
而 当 1r。. - 产 1 一 o 时 zw 一 1. 在 平衡 时 ,函数 w,, 仅 依赖 于 距离 1r,。 -7r,1; 在 外 场 
中 ,情况 不 是 这 样 . 出 
关联 顶 数 , 像 任 何 分 布 函 数 那样 ,满足 适当 空间 中 的 连续 性 方程 ,这 里 是 两 
粒子 的 位 形 空 间 ,于 是 
0 (26. 4) 
其 中 j, 和 j 是 对 a 和 5b 粒子 的 概率 流 密度 , 算 符 V 的 下 标 表 明 相 对 于 哪个 变量 
(7, 或 r,) 求 导 . 
流 j, 具有 下 列 形式 : 
j= Tb,” Vw +b," zew,s(E -又 ps) ， (26. 5) 
而 ji 与 之 相同 ,但 下 标 a 和 4 互相 交换 . (26. 5 ) 中 的 第 一 项 描述 a 类 离子 的 扩 
散 移动 ,即使 没有 外 场 的 情况 也 会 发 生 . 第 二 项 是 在 外 场 E 以 及 场 - Vg, 所 施 
加 的 力 的 作用 下 引起 的 离子 流 密度 . 这 里 的 -~-Vw 是 在 r, 点 有 一 个 5b 类 离子 的 
条 件 下 ,经 修正 的 离子 云 在 r。 所 产生 的 场 . 这 个 场 的 电势 pg, = gp,(r,,r,) 满 足 泪 
松 方程 : 


4 
A gp,(r, ,rT,) =- | ,esN wa lr, ,Fr,) + ez,8(r, — rr,) (26.6) 


方 括号 中 第 一 项 是 离子 云 中 所 有 类 型 离子 的 平均 电荷 密度 ,第 二 项 是 (根据 条 
件 ) 定 域 于 r, 点 的 电荷 密度 . 因数 1/e 表示 介 电 溶剂 中 电场 的 减 小 . 
假设 溶液 为 充分 稀释 的 ,我 们 忽略 离子 位 置 间 的 三 体 关 联 . 在 此 近似 下 ,对 
关联 函数 ww 几乎 为 1, 我 们 引进 小 量 
ou 三 2 —1. (26.7) 
电势 p。 是 具有 相同 量 级 的 小 量 . 忽略 二 阶 小 量 项 ,我 们 可 以 把 (26. 5 ) 重 写成 下 
列 形式 : 
j,=b"[ -TVowo,, +ez(1+w) 五 -ez Vo,]. (26.8) 
在 方程 (26.6) 中 ,我 们 可 以 简单 地 用 ww 代 蔡 w,。 ,因为 平均 来 说 溶液 是 电 中 性 
的 (之 ez.N. =0): 


4 
Ap,(r,,r,) = -| 5 oz.N.wal r,srs) + es, | (26.9) 


在 均匀 恒定 电场 E 中 ,函数 w,, 不 依赖 于 时 间 , 而 且 它 们 仅 以 差 r=r。 -六 的 
形式 而 涉及 两 点 的 坐标 ,同时 Yo = - 义 w。. 现在 将 (26. 8) 的 j, 和 类 似 表 达 式 
的 ji 代入 (26.4) ,现在 导致 下 列 方程 : 


中 ”适用 于 等 离 体 (或 电解 质 ) 平 衡 态 的 关联 函数 方法 描述 于 第 五 着 $ 79. 
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T(b +b )Aw,,(r) +ezb Ap,(r) +ezb Ap (-r) = 
=(z,b'" —z,b," )eE :Vv ow,,(r), (26. 10) 
其 中 所 有 导数 都 是 相对 于 r 求 的 . 
假设 外 场 微弱 ,这 个 问题 的 求解 可 以 相对 于 五 用 逐步 求 近 法 进行 . 在 零 级 
近似 , 当 五 =0, 电 势 2。(r) 是 ~ 的 偶 函 数 . 注意 到 当 r 一 om 时 所 有 函数 和 9。 
都 必须 趋 于 零 ,于 是 由 (26. 10) 我 们 求 得 





T(bOY 4b wh +e(b Vs pg +bs sp )= (26. 11) 
我 们 寻求 下 列 形式 的 解 
WwW r) =z,z,0" (PrF)， ep' (r) = 一 Tz @' (Fr)。 (26. 12) 
于 是 方程 (26. 11) 恒 等 地 满足 ,而 由 (26.9) 我 们 得 到 对 于 w'"(r) 的 方程 : 
Aw'™ (r) -0 (7) = Ane “Te 8(7), (26. 13) 
其 中 
aa -4 3 (26. 14) 
这 个 方程 的 解 是 
tp -所 一 (26. 15) 
a 是 电解 质 溶液 中 的 德 拜 屏蔽 半径 . 
而 二 各 全。 (26. 16 ) 


其 中 上 标 (1) 标 志 对 零 级 值 的 小 校正 . 因为 是 标量 ,所 有 这 些 校 正 具 有 形式 EE， 
rf(r) ,其 中 f(r) 仅 是 绝对 值 r 的 函数 ;由 此 所 有 ws 和 p。 是 r 的 奇 函 数 . 因为 ， 
按照 (26.3) 有 
a4 (Tr) 0 (FT) = (T2971) we (一 7)， 
如 果 我 们 记 住 到 处 有 r=r。 -7,, 由 此 也 可 见 
ws (rr) = -ws (r). el 7 ) 

如 果 离 子 a 和 4 属于 同一 类 型 ,下 标的 交换 不 能 使 函数 ww (r) 改变 ,从 而 
(26. 17) 表 明 这 样 的 wl =0. 因此 ,校正 4 小 仅 对 于 不 同 离子 对 的 关联 函数 才 
出 现 . 

为 简化 随后 的 计算 ,我 们 将 限于 仅 具 有 两 类 离子 的 电解 质 的 情况 . 这 个 情况 
下 仅 有 一 个 函数 wi (r) = -wa (7) 不 为 零 ,将 (26. 16) 代 人 泊 松 方程 (26. 9) 
给 出 


Ap: (7r) = -Te No (r), (26. 18 ) 
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其 中 r=r, -r,. 考虑 到 溶液 的 电 中 性 条 件 和 函数 的 上 述 对 称 性 质 , 容 易 证 实 电 
势 op" (r) 满 足 一 个 类 似 方 程 , 因 此 pi (r) =p (7). 

将 (26. 16) 代 入 方程 (26. 10) , 仅 保 留 右边 带 有 wis 的 项 ,结果 得 到 

7T(5 +80 )Awi (r) +e(b az 一 pb 22)Ap: (r) = 
= (bz -bz,)ersE. Vw"(r). (26. 19) 

方程 组 (26. 18 ) 和 (26. 19) 可 用 健 里 叶 分 析 法 求解 . 这 样 获得 对 于 健 里 叶 分 
量 w 名 和 gi 的 代数 方程 组 ,它们 与 (26. 18) 和 (26. 19) 的 差别 是 将 算 符 V 和 A 
作 变 换 了 一 恋 , A 一 - 妇 . (26. 19) 右 边 函 数 w” (r)(26. 15) 的 健 里 叶 分 量 是 





我 们 立即 导出 对 于 电势 的 健 里 叶 分 量 的 最 后 结果 是 
(1) 4me zz2q Kk-:E 
eT Rk +a (k++oa™) 





(26. 20) 


其 中 

Me 
(ss) (BY + ) 
因为 z 和 z, 异 号 ,显然 有 0<g<1. 

函数 pgs" (m ,r,) 是 当 在 r, 处 有 一 个 离子 2 时 , 它 在 r, 处 产生 的 附加 势 . 相 
应 场 强 是 


9 (26. 21) 


EV(r)= -VV, gi (ri,r,)= -Ye (r). 
当 m =r,( 即 r=0) 时 , 它 的 值 给 出 所 需求 的 作用 于 离子 2 本 身 的 场 ,并 从 而 改变 
了 其 迁移 率 . 
傅 里 叶 分 量 Ey，= - 达 px .因此 
I 0 dk 
E;, (0) = - | ple ny 
这 里 用 (26. 20) 代 入 ,导致 积分 


1= | k(k.:E) dk 
EC(R+a™?)(k +a gqg) (27) 


dk 
ee 
| ies To 





r=0 


对 的 方向 的 求 平均 是 用 亏 所 E 代替 (Rk .EE) ,然后 对 的 积分 由 被 积 表 达 式 


在 极点 上 =i/a 和 上 =iVg/a 的 残 数 加 以 计算 ,给 出 
让 
127(1 +Vg) 
因此 作用 于 离子 2 的 总 电场 是 
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e |z,z,1g 
rs 26. 
3es7a(1 | ee 
对 作用 于 离子 1 的 电场 可 得 到 同样 结果 ,因为 根据 表达 式 (26.22) 对 下 标 1 和 2 
的 对 称 性 ,这 是 很 显然 的 . 用 b"”ez 去 乘 电场 (26. 22) ,我 们 求 得 离子 所 获得 的 速 
度 ,如 果 将 这 个 速度 写成 bezE 的 形式 ,从 而 方 括号 中 的 表达 式 给 出 比值 b/b". 
因此 可 得 所 需求 的 对 离子 迁移 率 的 弛 豫 校 正 为 
e |z,z,1g 
b = 一 一 一 一 一 一 . 26. 23 
3eTa(1 +Vg) | . 


E+E'"(0) = | 1 


我 们 注意 到 这 个 效应 使 迁移 率 减 小 . 

电泳 校正 

现在 让 我 们 接着 计算 与 溶剂 运动 有 关 的 校正 ,问题 表述 如 下 . 

我 们 考虑 溶液 中 的 一 个 特殊 离子 以 及 围绕 该 离子 的 屏蔽 云 . 这 个 云 携带 电 
人 荷 密度 为 


5p = ez BN,，, 


a 


其 中 ,58N, 是 云 中 a 类 离子 的 浓度 与 溶液 中 的 平均 值 N, 之 间 的 差 值 . 因此 ,在 有 
电场 E 存在 的 情况 下 ,作用 于 携带 这 个 云 的 液体 上 的 力 密度 为 f= Esp. 这 些 力 
导致 液体 运动 ,而 运动 本 身 又 带 走 所 考虑 的 中 心 离子 . 
云 中 离子 的 分 布 与 该 处 的 场 势 p 由 玻 尔 兹 曼 公 式 相 联系 : 
SN = [e-” -1 | ~ Ss 

了 
因为 场 E 微弱 ,在 目前 所 考虑 的 问题 中 我 们 可 以 忽略 离子 云 的 形变 . 在 球 对 称 
云 的 情况 ,电势 由 下 列 玻 尔 兹 曼 公式 给 出 为 


_ © 
Jp = ez2, r 》 


其 中 ez 是 中 心 离子 上 的 电荷 ,而 a 由 公式 (26. 14) 确定 ( 见 第 五 卷 , $78). 因 
此 ,离子 云 中 的 总 电荷 密度 是 





__e9 2 ol 
ip = -局 2 Nz = re (26. 24) 
因为 场 E 所 引起 的 运动 很 慢 , 可 以 认为 液体 是 不 可 压缩 的 ,所 以 
V .mw =0. (26. 25 ) 


根据 同样 理由 ,可 以 从 纳 维 -斯 托 克 斯 方程 中 略 去 速度 的 二 次 项 ,于 是 (对 定 态 
运动 ) 它 化 至 下 列 方程 
nAv -VP+f=0, (26. 26) 
其 中 已 和 7 分 别 是 溶剂 的 压强 和 黏度 . 
在 (26. 25 ) 和 (26. 26) 中 取 傅 里 叶 分 量 ,我 们 有 
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KK .1 =0， -nk v,-ikP, +ESp,=0. 
以 这 标 乘 第 二 个 方程 ,我 们 求 得 Pt = -~- 认 .ESpi/k ,所 以 
_ pr FE-k(k.:E) 


0 = (26. 27) 
电荷 密度 (26. 24) 的 傅 里 叶 分 量 是 
8p, = -i (26. 28) 
所 想 知 道 的 中 心 离子 处 即 r~=0 点 ,液体 的 速度 由 下 列 积 分 
dk 
v(0)= ea 


给 出 . 将 由 (26.27) 和 (26.28) 得 出 的 g* 代 和 人 ,并 对 大 的 方向 积分 后 得 到 
ez, 2 dk 
(27) nm 3 J Fat+l’ 








v(0)= 一 五 


最 后 得 到 


ez, 


v(0)=-— E. 


67Tna 
这 个 速度 附加 于 离子 通过 场 的 直接 作用 所 获得 的 速度 ez 如 ”五 因此 显然 
的 是 ,所 需求 的 对 迁移 率 的 电泳 校正 为 
bu = -1/(6man), (26. 29) 
对 所 有 类 型 离子 都 相同 . 总 校正 由 两 个 表达 式 (26. 23) 和 (26. 29) 之 和 给 出 . 两 
者 都 是 负 的 ,并 且 通 过 因数 1/a 而 正比 于 浓度 的 平方 根 . 


无 碰撞 等 离 体 


$27 自治 


动 理学 理论 应 用 的 一 个 广阔 领域 是 等 高 体 . 这 里 所 谓 等 离 体 我 们 应 理解 为 
完全 电离 气体 . 山 关 于 平衡 态 等 离 体 的 热力 学 理论 已 经 在 本 教程 的 其 它 卷 中 讨 
论 过 ( 见 第 五 卷 , § 78 一 $80 和 第 九 卷 ,§ 85). 本 书 的 第 三 至 第 五 章 将 专门 讨论 
等 离 体 的 动 理性 质 . 为 避免 没有 任何 原则 意义 的 复杂 性 ,( 需 要 时 ) 我 们 将 认为 
等 离 体 仅 有 两 个 组 分 :( 带 电荷 ~e 的 ) 电 子 和 带电 茶 ze 的 一 种 类 型 正 离子 . 

像 在 寻常 气体 中 那样 ,要 使 动 理 方程 能 应 用 于 等 离 体 , 它 也 必须 充分 稳 薄 ; 
气体 必须 是 几 近 于 理想 的 . 然而 ,因为 随 着 距离 的 增加 ,库仑 力 仅 缓 慢 地 减 小 ,对 
等 离 体 来 说 ,这 个 条 件 要 比 对 中 性 粒子 组 成 的 气体 严格 得 多 . 目前 暂 不 考虑 具有 
不 同 电荷 的 粒子 间 的 区 别 ,我 们 可 以 写 出 等 离 体 弱 非 理想 的 条 件 : 

T >>e:/r~e'N'”, [27:1) 
其 中 7 是 等 离 体 的 温度 ,N 是 每 单位 体积 的 粒子 总 数 ,而 7~N “是 粒子 间 的 平 
均 距离 . 这 个 条 件 表现 为 两 个 离子 的 平均 互 作 用 能 远 小 于 其 平均 动能 . 上 述 条 件 
还 可 用 不 同形 式 来 表达 . 引进 所 谓 等 离 体 的 德 拜 半径 a, 定义 为 


2 _ 4 a 
a = > N_ (ze)2， 2 ) 
其 中 》 是 对 所 有 类 型 离子 求 和 ;可 以 注意 到 ( 见 第 五 卷 , $78 ) ,a 确定 等 离 体 


中 一 个 电荷 的 库仑 场 被 屏蔽 掉 的 距离 .用 a ~ (7T/4mwNe )“ 代 入 (27.1) ,我 们 有 
eeN /TT~7F/(4T7a’) <<!1; 他) 
在 稀薄 等 离 体 中 ,粒子 间 平 均 距 离 必须 远 小 于 德 拜 半径 , 即 一 个 电荷 周围 的 ”离子 


QD 这 个 术语 是 朗 幼 尔 (I. Langmuir( 1923) ) 引 进 的 ,他 为 等 离 体 的 系统 理论 研究 打下 了 基础 


$27 自 洽 场 ，107 ， 


云 " 实 际 上 必须 包含 许多 粒子 . 对 等 离 体 来 说 ,小 比值 (27.3) 起 “气态 参量 "的 作用 . 
在 整个 第 三 至 第 五 章 中 ( 仅 $40 除外 ) 都 假定 等 离 体 是 经 典 的 . 这 个 意味 着 
只 须 满 足 一 个 很 弱 的 条 件 : 等 离 体温 度 必 须 远 高 于 其 电子 组 分 的 简 并 温度 ， 
7 >> hi N/m, (27.4) 
其 中 m 是 电子 质量 ( 见 第 五 卷 , § 80). 
对 等 离 体 中 每 类 粒子 (电子 和 离子 ) 的 动 理 方 程 具有 形式 


nr 
人 ap = Cf) (27.5) 


其 中 f 是 给 定 粒子 按 坐 标 和 动量 的 分 布 消 数 , 而 C 是 其 (与 所 有 种 类 粒子 的 ) 碰 
撞 积 分 . 同时 ,导数 p 由 作用 于 粒子 的 力 确 定 . 这 个 力 又 是 用 所 有 其 它 粒 子 在 给 
定 粒子 位 置 处 产生 的 电场 和 磁场 来 表达 的 . 然而 ,这 里 出 现下 列 问题 . 

对 于 中 性 粒子 (原子 或 分 子 ) 的 情况 ,由 于 相互 作用 力 的 迅速 减 小 , 仅 在 原 
子 尺 度量 级 的 很 小 碰撞 参量 处 它们 的 运动 才 有 显著 变化 ,可 以 解释 为 碰撞 . 在 这 
类 碰撞 之 间 ,粒子 仿佛 自由 运动 似 的 ; 正 因为 如 此 ,对 寻常 气体 在 动 理 方 程 左边 
假设 p =0. 然而 ,在 等 离 体 中 由 于 长 程 库仑 力 ,即使 在 较 大 碰撞 参量 处 ,粒子 的 
运动 也 会 发 生 显 著 变 化 ,在 等 离 体 中 库仑 力 仅 在 距离 ~a 处 受到 屏蔽 , 按 条 件 
(27.3) 它 甚至 远大 于 粒子 间 的 距离 ( 见 第 五 卷 . $78 以 及 本 书 的 $31, 题 1). 然 
而 ,在 动 理 方程 中 ,并 非 所 有 这 类 情况 都 要 解释 为 碰撞 . 动 理学 理论 中 ,无 规 碰撞 
是 促使 趋向 平衡 态 的 机 理 , 带 有 系统 的 箭 的 相应 增加 . 但 是 在 大 (=c) 碰 撞 参 量 
处 的 碰撞 不 能 充当 这 种 弛 豫 机 理 . 原因 是 两 个 带电 粒子 在 这 种 距离 上 的 相互 作 
用 实际 上 是 涉及 大 量 粒子 参与 的 一 种 集体 效应 . 因此 ,能够 描述 这 个 相互 作用 的 
有 效 场 也 是 由 大 量 粒 子 所 产生 的 , 即 具有 宏观 性 质 的 场 . 于 是 整个 过 程 变 成 宏观 
上 确切 的 过 程 而 不 是 一 个 无 规 过 程 ;这 类 过 程 不 能 引起 系统 的 炉 增加 . 因此 , 必 
须 将 它们 排除 在 施加 于 动 理 方程 右边 的 “碰撞 ”概念 之 外 . 

这 种 划分 相当 于 将 作用 于 等 离 体 中 某 一 个 粒子 上 的 电场 e 和 磁场 h 的 严格 
微观 值 表示 成 

e=E+te’, h=B+h’, ah ) 
其 中 EE 和 B 是 对 这 样 的 区 域 求 平均 后 的 场 ,该 区 域 包含 许多 粒子 ,并 具有 尺度 
远大 于 粒子 间距 离 ,但 远 小 于 德 拜 半径 . 于 是 项 e' 和 有 "描述 场 的 无 规 涨 落 , 它 引 
起 粒子 运动 的 无 规 变化 , 即 碰撞 . 

在 (27.6) 中 ,E 和 B 的 精确 意义 是 ,它们 乃 是 给 定 粒 子 位 置 处 的 平均 场 . 因为 
假定 等 离 体 是 稀薄 的 ,可 以 忽略 其 中 粒子 同时 位 置 间 的 关联 . 于 是 ,每 个 给 定 粒 子 
的 位 置 决 不 是 有 区 别 性 的 ,因此 可 以 认为 E 和 8B 正好 是 作为 宏观 电动 力学 的 寻常 
意义 上 求 平均 后 的 场 . 这 些 “ 场 "将 确定 洛 伦 兹 力 , 它 要 被 用 来 代替 (27.5) 中 的 p. 

本 章 中 所 要 讨论 的 现象 ,将 是 等 离 体 粒 子 间 的 碰撞 在 其 中 并 不 重要 的 那些 
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现象 . 这 种 等 离 体 称 为 无 碰撞 等 离 体 . 对 于 碰撞 可 忽略 的 确切 条 件 ,一般 来 说 依 
赖 于 问题 的 特定 提 法 . 但 一 个 必要 条 件 通 常 是 要 求 有 效 碰撞 频率 v( 粒子 平均 自 
由 时 间 的 倒数 ) 应 该 远 小 于 所 涉及 过 程 中 宏观 场 E 和 B 的 变化 频率 w: 
vy << 四， [过 
由 于 这 个 条 件 , 动 理 方程 中 的 碰撞 积分 远 小 于 aat. 即使 粒子 的 平均 自由 程 
1 ~5z 远 大 于 场 发 生变 化 的 距离 L( 场 “波长 ”) ,在 这 样 的 情况 下 碰撞 仍 可 忽略 . 
奇 令 1AL ~ 上 ,我 们 可 将 这 个 条 件 写成 
v << kv. (27.8) 
同时 ,碰撞 积分 远 小 于 动 理 方程 左边 的 项 v : V 了 
当 忽略 碰撞 积分 时 ,对 于 电子 和 离子 分 布 函 数 上 入 的 动 理 方程 变 成 :出 
9f. oj。 | 1 ) .Ye 
(27.9) 


— =0. 
op 


对 这 些 方 程 我 们 还 应 加 上 求 平均 后 的 麦克 斯 韦 方程 组 : 


ES V:B =0, 
(27. 10) 





VxB=— T+, VE=47p, 
C | 


其 中 p 和 是 平均 电荷 密度 和 平均 电流 密度 ,它们 可 以 通过 明显 的 公式 用 分 布 
明 数 来 表达 : 


p = ef(#. -f.) dp, (27. 11) 


j= e|(#. -f.)vdip. 


方程 (27.9) 一 (27. 11) 撒 成 耦合 方程 组 ,用 来 同时 确定 分 布 蝎 数 扩 ,上 和 场 
E,B; 这 样 所 确定 的 场 称 为 自 洽 场 . 目 洽 场 是 由 弗 拉 索 夫 (A.A. BnacoB( 1937 ) ) 
引进 动 理 方程 内 的 ;方程 组 (27.9) 一 (27.11) 称 为 费 拉 索 夫 方 程 . 

根据 前 述 讨 论 ,具有 自治 场 的 无 碰撞 等 离 体 中 ,分 布 函 数 的 时 间 演 化 并 不 伴 
随 粹 的 增加 . 因此 无 碰撞 等 离 体 本 身 不 能 导致 统计 平衡 的 建立 . 这 从 方程 (27.9) 
的 形式 显然 也 可 直接 看 出 ,其 中 E 和 8B 形式 上 仅 是 作为 外 场 而 强加 给 等 离 体 的 . 

动 理 方程 (27.9) 中 的 每 一 个 都 具有 形式 


DD 严格 地 说 ,有 磁场 存在 的 情况 下 ,粒子 的 相 空 间 要 定义 为 (r,P) 空 间 , 其 中 =p 一 eA (1,r)/c 是 
广义 动量 .但 是 d xd*P =d xd*p, 因 为 新 增 的 4 仅 改 变 空间 中 每 点 动量 的 零点 . 因此 我 们 可 以 继续 把 分 布 
函数 与 d xd p 相 联系 . 
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Li 
=0， (re 


其 中 全 叶 数 意味 着 沼 粒 子 轨道 求 导 . 这 类 方程 的 通 解 ,是 在 场 互 和 如 中 粒子 全 
部 运动 积分 的 一 个 任意 函数 ， 
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我 们 可 以 将 方程 (27. 10) 重 写成 宏观 电动 力学 中 更 通常 的 形式 ,使 之 除 包 
括 电 场 外 还 包括 电位 移 D. 我 们 通过 关系 式 
oF _ 
ot 
定义 电极 化 矢量 P, 连 续 性 方程 Vj = - 9p/31 保 证 了 这 两 个 公式 的 相 容 性 (关于 
这 个 定义 将 在 本 节 后 半 部 分 进一步 讨论 ). 于 是 利用 D =E+4wP, 方 程 (27. 10) 
变 成 


了 VvV:P= -2， (28.1) 


人 V*B =0, 
C ot 
| a (28.2) 
VxB=— 2 vy.D=0. 
C ot 


在 弱 场 中 ,电位 移 D 与 电场 E 之 间 的 关系 是 线性 的 . 但 即使 在 寻常 介质 
中 ,该 关系 也 非 瞬 时 性 的 :D(t,r) 在 某 一 时 刻 上 的 值 ,一 般 来 说 ,不 仅 依赖 于 
E(t,r) 在 该 瞬间 的 值 ,而 且 依 赖 于 在 所 有 以 前 瞬间 的 值 ( 见 第 八 着 ,3 58). 而 
且 ,在 等 离 体 中 , 它 还 是 一 个 非 局 域 关系 :了 (tr) 在 某 一 点 上 的 值 , 不 仅 依赖 于 
E(i,r) 在 该 点 的 值 ,而 有 是 一 般 还 依赖 于 在 整个 等 离 体 中 的 值 . 这 是 因为 等 离 体 
中 粒子 的 “自由 ”( 即 无 碰撞 ) 运 动 是 由 沿 其 整个 轨道 的 场 值 所 文 配 的 ， 

函数 D(tr) 与 五 (tr) 之 间 的 最 一 般 线性 关系 ,( 在 未 受 扰 等 离 体 处 于 定 态 
的 假设 之 下 ) 可 以 写成 下 列 形式 : 


D {ir) =E (tr) + | |K (tit ,rr ) x E(t,r')d x'dt'. 
or [a ap 万 


对 于 空间 均匀 等 离 体 , 积 分 算 符 的 核 函 Ks 仅 依赖 于 其 空间 自 变量 的 差 值 r 
写 r -r=p,t-t'=7, 我 们 可 以 将 上 述 关系 式 重 写 为 下 列 形式 


D (tir) =E (tr)+ | /Ka rp) Es(t-7,r-p) dpdr. (28. 3) 


0 


通常 ,利用 傅 里 叶 级 数 或 傅 里 时 积分 的 展开 ,可 将 场 表达 成 一 组 平面 波 ,其 
中 EE 和 DD 正比 于 e””“”, 对 于 这 种 波 ,D 和 五 之 间 的 关系 变 成 


WD 关于 给 场 的 条 件 将 在 $29 中 予以 表述 . 
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D, = es (Wk) bE,, (28.4) 
其 中 电容 率 张 量 是 
Ep (Wk) = .+ [JR (Crp) oe dipdr. (28.5) 
按照 这 个 定义 ,直接 得 出 
Ep( -w,-k)=e(w,k). (28.6) 


因此 E 和 DD 之 间 的 关系 的 非 局 域 性 ,其 结果 是 等 离 体 的 电容 率 不 仅 依 赖 于 
频率 而 且 依 赖 于 波 矢 ; 后 者 被 称 为 空间 色散 ,与 频率 依存 性 被 称 为 时 间 色 散 (或 
频率 色散 ) 类 似 . 

回 到 方程 (28.1) 和 (28.2) ,我 们 可 以 想起 ,在 寻常 介质 中 可 变 场 的 麦克 斯 
韦 方程 组 的 表述 中 ,电极 化 强度 P 的 引入 同时 也 伴随 着 磁化 强度 M 的 引进 ,平均 
微观 电流 被 分 成 9P/9t 和 c VxM 两 部 分 ;在 平面 波 中 ,它们 变 成 -iwP 和 ick x 
M. 然而 ,存在 空间 色散 情况 下 , 当 所 有 量 反正 依赖 于 大 时 ,这 个 划分 是 不 适当 
的 . 

我 们 还 注意 到 ,如果 电流 也 和 电荷 密度 p( 如 在 (28. 1) 中 那样 ) 全 被 包括 在 
电极 化 强度 P 的 定义 中 , 则 后 者 一 般 既 依赖 于 电场 ,又 依赖 于 磁场 B. 然而 , 按 
麦克 斯 韦 方程 组 (28. 2) 的 第 一 对 方程 ,它们 仪 包 含 B 和 E 这 两 个 量 , 即 ( 对 于 平 
面 波 ) 有 kxE=wB/c 和 k，' B=0. 因 此 ,磁场 B 可 以 用 电场 E 来 表达 ,从 而 电 
极 化 P 可 仅 用 EE 来 表达 ,如 根据 (28.3) 一 (28.5) 给 出 的 se 的 定义 中 所 上 暗 指 的 
那样 . 

对 波 矢 的 依存 性 ,在 函数 zs(w,k) 中 引进 一 个 有 区 别 性 的 方向 , 即 其 自 变 
量 大 的 方向 . 因此 , 当 存 在 空间 色散 时 ,即使 在 各 向 同性 介质 中 ,电容 率 也 是 一 个 
张 量 , 这 种 张 量 的 一 般 形 式 可 以 写成 


kk kk 
Eg (WR) =e,(w,k) [= K ) +éEl(w,k) 


a (28..7) 
乘 以 8 后 ,(28.7) 中 第 一 项 给 出 对 电位 移 刀 的 贡献 垂直 于 波 失 大 ,第 二 项 给 出 
的 贡献 平行 于 k. 对 电场 瑟 垂 直 于 大 或 平行 于 大 的 情况 , 忆 和 巨 之 间 的 关系 分 别 
简化 为 D = e,E 或 D = slE. 标 量 函 数 a, 和 si 分 别称 为 横向 和 纵向 电容 率 . 它 们 
依赖 于 两 个 独立 变量 :频率 w 和 波 矢 的 绝对 值 . 当 k 一 0 时 ,区 别 性 方向 消失 ， 
于 是 张 量 sz, 必须 化 至 形式 e(w)3。。, 其 中 s(w) 是 寻常 标量 电容 率 . 相应 地 ,6， 
和 se; 的 极限 值 相 等 : 








el(o;0)=e(o'0) =e(w). (28.8) 
按照 (28.6) ,标量 函数 es 和 se, 具有 性 质 
SI 人 -w,k)=er (w,k), | -wk) =e (w,k). (680 


空间 色散 并 不 影响 el， 和 e, 作为 复 变 量 w 的 函数 的 性 质 . 关于 无 空间 色散 寻常 
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介质 电容 率 e(wo) 的 全 部 已 知 结果 ( 见 第 八 卷 , 8 62) ,对 这 些 函 数 仍 然 有 效 . 

我 们 在 本 章 中 将 仅 考虑 各 癌 同 性 等 离 体 . 必须 强调 这 不 仅 意 味 着 没有 外 磁 
场 ,而 且 意 味 着 (在 未 受 外 场 扰 动 的 等 离 体 中 ) 粒子 动量 分 布 的 各 回 同性 . 否则 ， 
会 出 现 新 的 区 别 性 方向 ,使 a 的 张 量 结构 更 加 复 茶 . 

前 面 早 已 指出 过 ,等 离 体 中 空间 色散 的 起 源 , 是 与 粒子 的 “自由 "运动 对 沿 
其 轨道 的 场 值 的 依存 性 有 关 的 . 当然 ,实际 上 对 粒子 在 其 轨道 任 一 点 的 运动 有 显 
著 影 响 的 场 值 ,不 是 沿 整个 轨道 的 场 值 ,而 仅 是 沿 轨道 相当 短 一 段 的 场 值 . 这 些 
长 度 的 数量 级 可 能 取决 于 两 种 机 理 : 碰 撞 机 理 , 它 们 扰动 了 沿 轨 道 的 自由 运动 ， 
或 在 粒子 飞行 期 间 对 振荡 场 的 求 平均 机 理 . 第 一 个 机 理 的 特征 距离 是 粒子 的 平 
均 自由 程 ! ~ zzi; 而 第 二 个 机 理 的 特征 距离 是 5/w, 这 是 粒子 在 场 变化 的 一 个 周 
期 内 以 平均 速率 5 横越 的 距离 . 

在 表达 式 (28.3) 中 ,D 和 五 在 空间 不 同 点 的 值 之 间 的 关联 范围 ,相当 于 使 
函数 Ku(r,p) 显 著 减 小 的 距离 r。 因此 我 们 可 以 肯定 地 说 ,这 些 距 离 的 数量 级 
是 由 1 和 io 中 较 小 的 一 个 给 出 (并 且 , 对 粒子 (电子 或 离子 ) 应 选 其 中 具有 和 较 
大 值 的 ). 中 如 果 > <<w, 则 5/w 较 小 ,于 是 

r ,~ V/w. (28. 10 ) 
当 好. 三 1 时 ,空间 色散 是 值得 重视 的 ,而 当 hr. <<1 时 , 它 消失 ;在 后 一 情况 ， 
(28.5) 中 e “=1, 而 积分 不 再 依赖 于 大 因此 ,用 (28. 10) 的 r。, 我 们 发 现 , 对 
于 相 速 w 姑 与 等 离 体 中 粒子 平均 速率 可 相 比 或 小 于 后 者 这 样 的 波 ,空间 色散 是 
重要 的 . 在 相反 极限 情况 下 , 当 
LO >> ky (28.11) 
时 ,空间 色散 是 不 显著 的 . 

重要 的 是 要 注意 到 ,等 离 体 中 ro 的 值 可 能 远 比 粒 子 间 平均 距离 (~N”“) 
大 . 恰好 是 这 个 条 件 使 得 ,即使 在 色散 值得 重视 的 情况 下 ,通过 电容 率 对 空间 色 
散 作 宏观 描述 成 为 可 能 . 让 我 们 注意 到 ( 见 第 八 卷 , § 83 ) ,寻常 介质 中 关联 长 度 
是 由 原子 尺度 代表 的 ,因而 宏观 理论 可 适用 的 条 件 已 经 要 求 满足 不 等 式 kr,,, << 
1( 波 长 必须 远大 于 原子 尺度 ) ; 正 因为 如 此 ,这 种 介质 中 的 空间 色散 (例如 ,所 谓 
自然 旋光 性 中 所 显示 的 ) 永 远 只 是 小 校正 . 
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在 任意 大 的 一 般 情 况 下 ,当空 间 色 散 起 重要 作用 时 ,电容 率 的 计算 需要 应 用 
动 理 方程 . 我 们 将 在 等 离 体 的 介 电极 化 仅 涉 及 电子 ,而 离子 的 运动 不 重要 这 样 的 
假定 下 (这 称 为 电子 等 离 体 ) 来 进行 计算 . 允许 这 样 假设 的 条 件 , 以 及 这 些 结果 





四 ”对 于 s,, 这 是 正确 的 .对 于 ey( 若 1<<5/w) ,由 于 粒子 沿 场 的 扩散 ,row ~ (5/w)'?， 
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的 推广 ,将 在 $31 中 讨论 

对 于 弱 场 ,我 们 寻求 1=f, + 5f/ 形 式 的 电子 分 布 了 水 数 ,其 中 是 未 受 场 扰动 
的 均匀 各 向 同性 定 态 分 布 函 数 , 而 5 是 在 场 的 影响 下 分 布 中 的 变化 部 分 . 在 动 
理 方 程 中 忽略 二 阶 小 项 ,我 们 得 到 
2 2 - (E+lv xB) .28 
ot op 
We 对 于 这 种 函数 ,矢量 
3 有 /6p 的 方向 与 p = ms 的 方向 相同 , 它 与 9 x B 的 标 积 为 零 . 因此 ,在 线性 近似 
下 , 侯 场 并 不 影响 分 布 消 数 . 对 于 8f 的 方程 结果 是 


of |» .98f op. (29. 1) 
ot or op 
函数 8f 与 电场 E 一 起 被 假定 为 正比 于 exp[i(k*r -wt)」. 于 是 由 (29.1) 


求 得 








有 
Hf = ww) (29.2) 
关于 电场 要 小 的 条 件 起 因 于 要 求 泊 远 小 于 有 h. (29.2) 中 83f/9p 的 系数 是 电子 在 
电场 E 中 所 获得 动量 的 振幅 . 这 个 振幅 必须 远 小 于 ( 按 分 布 乒 所 确定 的 ) 平 均 动 
量 mz. 
未 受 扰 等 离 体 中 ,电子 电荷 密度 在 每 一 点 都 被 离子 电荷 所 平衡 ,而 电流 密度 
恒 等 于 零 ,因为 等 离 体 是 各 向 同性 的 . 受 场 扰动 等 离 体 中 所 出 现 的 电荷 密度 和 电 
流 密度 是 


p= -e| sap， j= -~e [vafd’p. (29.3) 


像 pf 那样 ,这些 量 也 正比 于 exp[ i(k rwt)] ,而 按照 (28.1) ,它们 与 电极 化 
强度 的 关系 由 下 列 公式 给 出 : 
ik. P= -p, -iwP =j. (29. 4) 
然而 ,对 于 (29.3) 中 的 积分 ,需要 更 精确 地 规定 进行 积分 的 方法 ,因为 函数 
sf 有 一 极点 在 
w=k:v. (29.5) 
为 了 对 积分 赋予 意义 ,我 们 将 考虑 的 不 是 一 个 严格 谐 波 场 (<e “) ,而 是 从 上 = 
- % 无 限 缓慢 地 施加 上 的 场 . 场 的 这 种 描述 相当 于 对 其 频率 增加 一 个 无 限 小 的 
正 虚 部 , 即 用 带 有 6 +0 的 w+i6 代替 w. 于 是 我 们 有 , 当 二 -o 时 无 ce ”e 一 
0; 而 当 1 一 w 时 由 因子 e* 引 起 的 场 的 无 限 增长 是 不 重要 的 ,因为 因果 性 原理 表 
明 , 它 不 能 影响 在 有 限时 间 t 所 观察 的 结果 (可 是 ,对 6<0, 场 会 在 过 去 为 很 大 ， 
这 会 使 对 场 为 线性 的 近似 不 适用 ). 因此 ,回避 极点 (29.5) 的 国道 定 则 取决 于 下 
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列 替换 : 
w—0w + i0; (29.6) 
这 是 由 朗 道 (1.. JIannay(1946) ) 首 先 建立 的 . 
定 则 (29.6) 的 依据 还 可 从 另 一 个 不 同 的 观点 得 出 , 即 通过 在 动 理 方程 中 引 
进 一 个 无 限 小 碰撞 积分 C(f) = -v8f 而 得 出 . 在 方程 (29. 1) 右 边 增加 这 种 项 ， 
相当 于 在 项 98f/391 = -ioif 中 作 变 换 w 一 w + iz; 于 是 , 当 zx 一 "0 时 ,我 们 再 次 得 到 
定 则 (29.6). 中 
应 用 定 则 (29.6) 求 积分 涉及 下 列 形式 的 积分 
了 z—-id z 
在 这 种 积分 中 , 复 z 平 面 上 的 积分 路 径 从 点 z=i6 下面 通 过 ; 当 5 一 0 时 ,这 相当 
于 沿 实 轴 但 沿 极 点 z=0 下 面 一 无 穷 小 半圆 通过 的 一 个 积分 . 这 个 半圆 对 积分 的 
RI 一 半 给 出 ,结果 是 


6 >0. 


| | fe: P | Da yiro)， (29.7) 


其 中 了 表示 积分 的 主 值 . 这 个 公式 还 可 用 符号 方式 写成 
一 =P 一 +im8(z)， (29. 8 ) 

其 中 了 现在 表示 在 随后 的 积分 中 取 主 值 . 

让 我 们 来 计算 等 离 体 电容 率 的 纵向 部 分 . 为 此 应 用 (29.4) 的 第 一 个 关系 
式 ,我 们 用 从 (29.3) 和 (29.2) 得 出 的 sp 代入 其 中 : 
hp 
op i(k:v -wm-i0) 
令 电 场 E( 因而 电极 化 强度 P) 平 行 于 上 ,于 是 4wP = (a, -1)E. 从 而 我 们 得 出 具 
有 任何 定常 分 布 函 数 f(p) (省 略 掉 对 f 的 下 标 0) 的 等 离 体 纵向 电容 率 的 下 列 公 
式 : 





ik.P= -eE: | 





-4 of dp 

La ap kv-w-i0 Po 
我 们 取 x 轴 沿 k. (29.9) a , 仅 有 /依赖 于 p, 和 p,. 因此 ,通过 引用 仅 
相对 于 p, = mv, 的 分 布 饥 数 


f(p.) = [fp) dp,dp., 


DD 在 这 个 分 析 中 ,基本 上 要 取 两 个 极限 :小 场 的 极限 {方程 的 线性 化 ) 和 v0 的 极限 . 必须 注意 到 
首先 取 前 一 个 极限 . 这 个 顺序 的 必要 性 是 由 于 要 满足 线性 化 条 件 5f <<hh 而 引起 的 ; 当 v =0 时 , 增 其 if 在 
k.v =w 趋 于 无 穷 . 





汪汪 第 三 章 ”无 磁 挤 等 离 体 


可 将 上 述 公 式 写 成 不 同形 式 . 于 是 
4mez f df(p.) dp 
上 dp， kv -~-w—-i0 

在 各 向 同性 等 离 体 中 ,f(p,) 是 偶 函 数 . 

立即 可 以 注意 到 一 个 重要 结果 . 无 碰撞 等 离 体 的 电容 率 是 一 复 量 ;积分 
(29. 10) 的 虚 部 由 (29.7) 确定 . 这 个 重要 结果 将 在 下 节 中 进一步 讨论 ;这 里 ,我 
们 将 考虑 由 积分 (29. 10) 所 定义 的 频率 w 的 函数 的 解析 性 质 . 根据 电容 率 的 一 
般 性 质 ,大 家 知道 这 个 函数 仅 在 复 w 的 下 半 平 面 上 能 有 奇 点 ( 见 第 八 卷 , § 62)， 
这 是 定义 (28.5) 的 推论 . 然而 ,我 们 来 察看 它 怎样 直接 从 公式 (29. 10) 得 出 ,并 
冰释 这 些 奇 点 与 分 布 函 数 f(p,) 的 性 质 之 间 的 关系 ,这样 做 是 有 益 的 . 

利用 对 积分 变量 的 记号 变换 ,我 们 可 将 (29. 10) 中 的 积分 写成 





sl =1- 


(29. 10) 


| (29. 11) 
积分 路 径 取 为 沿 复 z 平面 上 的 实 轴 ,但 在 点 z= w/h 着 
下 面 通过 (图 7a). 于 是 积分 (29. 11) 也 在 w 的 整个 
上 半 平 面 定义 一 个 解析 函数 :对 任何 这 种 wo, 积分 路 c_ 。 “ 
径 总 是 从 极点 z = w/k 下 方 通过 ,如 应 该 的 那样 . 然 。 a) ms 
而 ,在 这 个 函数 向 w 的 下 半 平 面 的 解析 延 拓 中 ,需要 。 
从 极点 下 方 通过 就 要 求 积 分 围 道 的 适当 移 位 (图 ww 
7b). 但 是 函数 df(z)/dz, 对 实 z 它 是 正则 的 ,对 复 z ‘20 
一 般 具有 奇 点 (比如 说 ,在 z。), 其 中 有 些 在 下 半 平 
面 . 当 极 点 z= w/k 接近 一 个 奇 点 a 时 ,不 可 能 使 积 


分 围 道 C 远离 这 个 极点 ,而 C 被 紧 夹 在 两 点 之 间 . 因此 ,函数 (29.11) 在 w 的 下 
半 平 面具 有 的 奇 点 ,其 wo/ 的 值 与 df(z)/dz 的 奇 点 重合 . 


$30 朗 道 阻尼 


我 们 早已 指出 无 磁 撞 等 离 体 的 电容 率 是 复 量 (es, = a" +ie"). 利 用 公式 
(29.8) 将 虚 部 分 出 ,我 们 有 








£"= ~4Te k.v)dp, A 
或 
4Tzezmm df(p,) 
i 30. 2 
3 ke dp, vm /kk 人 ) 


大 家 知道 , 复 电容 率 意味 着 介质 中 电场 能 有 耗 散 . 关于 每 单位 时 间 和 单位 体 
积 内 所 耗 散 的 单 色 电场 的 平均 能 量 0, 其 公式 可 表述 如 下 . 如 果 这 个 场 用 复数 形 
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式 写成 
E SE 
于 是 在 各 向 异性 介质 的 一 般 情 况 下 
Q= Teo,k) -en(w,k) ] EE,, (30.3) 


耗 艇 由 张 量 es 的 反 厄 米 部 分 所 决定 . 如 果 这 个 张 量 是 对 称 的 ,该 部 分 正好 是 张 
量 ee 的 虚 部 : 


Q= 东 ceo(w,)BEEN (30. 4) 
在 纵 场 情况 ,只 有 纵 问 电容 率 的 虚 部 还 存在 : 
0 开 2 
Q =5 elE| (30.5) 


用 (30.2) 代 入 ,于 是 给 定 情 况 下 求 得 
Tme w df(p,) 
2 大 dp. a 
因此 ,即使 在 无 碰撞 等 离 体 中 也 出 现 耗 散 , 这 是 朗 道 (JI. 1. Jaamay(1946 ) ) 
所 预言 的 现象 ,并 以 朗 道 阻尼 著称 . 由 于 不 依赖 于 碰撞 , 它 与 寻常 吸收 介质 中 的 
耗 散 现 象 根本 不 同 : 无 碰撞 耗 散 并 不 含有 灼 增加 ,因而 是 热力 学 可 关 过 程 (在 
§ 35 中 我 们 还 将 要 讲 到 现象 的 这 个 方面 ). 
朗 道 阻 尼 的 机 理 与 空间 色散 有 密切 联系 .正如 由 (30.6) 可 以 看 出 的 , 耗 散 
归 因 于 那些 电子 ,它们 在 电波 传播 方向 的 速率 等 于 波 的 相 速 v, = w/&, 这 类 电子 
被 说 成 随 波 同 相 运动 多. 对 于 这 些 电子 来 说 , 场 是 定常 的 ,因此 能 对 它们 作 功 ,对 
时 间 求 平均 不 为 零 ( 如 对 其 他 电子 进行 的 那样 ,因为 电场 相对 于 它们 是 振荡 
的 ). 不 应 用 动 理 方程 而 直接 推导 (30.6) ,这 样 更 仔细 地 来 考察 这 个 机 理 是 有 教 
益 的 . 








0= -1El’ (30.6) 


中 ”这 个 表达 式 是 从 一 般 公 式 
0Q=(E.D)/{(47) 
得 出 的 . 其 中 角 括 号 4 ，) 表 示 对 时 间 平 均 { 见 第 八 卷 ,$61). 这 里 假 设 E 和 DD 是 实 量 . 如 果 将 五 表示 成 复 


最 形式 ,在 0 的 公式 中 必须 用 - (到 + EE" ) 来 代替 E. 相应 的 矢量 D 具有 分 量 


-|e (wk)E, + gog -Ww， -Kk)Ep | Y 
而 矢量 九 具有 分 量 
pl -ee(aw,k)E5 +en( -wm, -Kk)Er i. 


对 乘积 五 :了 九 求 平均 并 应 用 性 质 (28.6). 我 们 得 到 (30.3)( 比 较 116 页 的 脚注 ). 
人 @) 我 们 注意 到 ,在 这 方面 差 值 w -kk .vo 是 在 同 电子 一 起 运动 的 参考 系 中 电场 的 频率 . 
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设 沿 x 方 向 的 弱电 场 为 
F(t,x) =RelEe™” ""e®|, 


(30.7) 


因子 e 描述 电场 是 在 := - % 开始 缓慢 施加 的 . 一 个 电子 在 此 弱电 场 中 沿 x 方 


向 运动 . 我 们 将 寻求 运动 电子 的 速率 v, 三 w 和 坐标 x 的 下 列 形式 


w=Wo + Ow, X=xo + OX, 


其 中 8w 和 ix 是 对 具有 恒定 速率 w。 的 未 受 扰 运 动 x。= wot 的 校正 . 电子 的 运动 


方程 ,相对 于 小 量 作 线 性 化 后 ,是 
dw 


m= —eE(t,xo) = -eRel|Eexp[ikt(w, ~- w/k) ]e |. 
由 此 
dw = 人 A 
Um ik(w -wo/k)+6’ 
和 e E(t,%,) 


mm [ih(Cw, -w/b) +6] 
场 对 电子 每 单位 时 间 所 作 平 均 功 是 
dg = ~e(wE(t,x)) = -el((wo + 6w)E(t,xo + dx%)) ~ 


aE 
~ ew gx ) -el(Bw. E(t,x0)), 
或 者 ,用 复数 形式 中， 


e oFE 
本 Re { wo a 


用 (30.7) 和 (30.8) 的 天 ,sx 和 5w 代入 ,经 过 简化 后 给 出 
ad wo6 
da 6 + hk (wo 一 AN 
现在 还 要 将 g 对 具有 一 切 初 始 动量 p, = ma 的 电子 求 和 : 
好 2 | pl? 和 ,6 
@= are) = -2 | Fr 


(用 分 部 积分 法 ). 过 渡 到 极限 是 利用 下 列 公 式 


丰 





+6w"*E. |. 


2 
€ 2 
= 一 一 | 五 | 
4 2m 








”如 果 两 个 具有 时 间 周 期 性 的 量 4 和 8 写成 复数 形式 ( ~e-*…) , 则 
(Re A ReB)=((A+A")( B+B")). 
乘积 48 和 4" 有 "含有 e “和 e*“', 求 平均 后 结果 为 零 . 剩 下 为 
(Re 4 . Re 有) -本 4B， +4°B)= Re( AB ). 


一 一 d 
| B+E(Cw -oj dp。 


(30. 8 ) 


(30.9 ) 
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作出 并 直接 导致 (30. 6). 

与 无 碰撞 耗 散 的 可 道 性 质 相 一 致 ,热力 学 条 件 并 不 要 求 0 为 正 ( 如 对 真正 
耗 散 所 要 求 的 那样 ). 当 分 布 Ap) 为 各 问 同 性 时 ,表达 式 (30.6) 忆 是 正 的 (见习 
题 ). 然而 ,对 于 各 向 异性 分 布 ,8 可 能 为 负 量 :于 是 平均 来 说 电子 将 能 量 传递 给 
波 ,而 不 是 相反 外. 这 类 情况 与 等 离 体 的 可 能 的 不 稳定 性 密切 相关 ( 见 $61), 因 
此 ,条 件 @>0( 从 而 es" >0) 只 是 等 离 体态 的 稳定 性 的 结果 . 

根据 朗 道 阻尼 的 上 述 物理 图 像 的 观点 ,公式 (30.6) 中 导数 df/dp, 的 存在 可 
直观 地 解释 如 下 . 与 电场 的 能 量 交 换 涉 及 具有 速率 w 接近 w/4 的 粒子 ,具有 
<w/k 的 那些 粒子 从 波 获得 能 量 , 而 具有 v, > w/k 的 那些 粒子 失去 能 量 传 给 波 . 
如 果 前 者 的 分 布 比 后 者 多 得 相当 多 , 波 将 损失 能 量 . 


习 题 


证 明 在 各 向 同性 等 离 体 中 ,无 碰撞 耗 散 0 总 是 正 的 . 
解 : 在 各 向 同性 等 离 体 中 ,f 仅 是 p =p +p' 的 函数 ,其 中 pp 和 p ,是 p( 相 对 
于 大) 的 纵向 和 横向 分 量 . 我 们 写 出 


df(p,) ) _ 


dp |Ar: tps)nd(ps) =2mp。 {f (Pp +p )d(p), 
Pp: 0 0 


因为 当 p* 一 % 时 ,f(p ) 一 0, 结 果 得 到 
d 2 
2 = -27p, f(P:), 
因此 , 当 P =w/k>0 时 ,df/dp, <0. 
$31 麦克 斯 韦 等 离 体 的 电容 率 
我 们 可 将 公式 (29. 10) 应 用 于 具有 平衡 (麦克 斯 韦 ) 电 子 分 布 
N. 站 
f(p.) -ep | (31.1) 
的 电子 等 离 体 , 其 中 7, 是 电子 气 的 温度 (属于 电子 的 量 用 下 标 e 标志 ,目的 在 于 
以 后 还 将 考虑 离子 组 分 ) .我 们 求 得 
el(w,k)=1 ee 了 | +F | 





i ) | | Fay 


人 上 面 所 给 (30.6) 的 直观 推导 ,并 不 依赖 于 分 布 的 各 向 同性 ,表达 式 (30.2) 也 是 如 此 ( 见 §32). 
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其 中 函数 F(x) 由 下 列 积分 定义 中; 


> x 
F(x) © dz -5 P | Ee -+iVTxe (31.3) 


而 所 用 参量 为 
一 Fey 三 7。 31 .4 
Vr. Ce m 本 Q. ee 4TmN.e™ ( . ) 


量 vi 是 电子 的 某 个 平均 热 速 率 ;a。 是 德 拜 半径 ,由 电子 的 电荷 .温度 和 密度 确 
定 . 
关于 郴 数 PP(xz) 对 x* 很 大 和 很 小 时 的 极限 表达 式 , 很 容易 直接 由 定义 
(31.3) 求 得 .对 于 * >>1, 我 们 写 出 
x 1 e-*dz 1 _ 2 z 2z 
yl ri -一 — | c (1 pe 
x 的 奇 次 适 项 的 积分 为 零 , 剩 余 项 给 出 


ey PE Sy x >>1. (31.5) 


2x” 4 和 


对 于 x << 1 ,我 们 首先 作 积分 变量 的 变换 z =w +x, 然 后 以 * 的 寡 展 开 








a 
Xe de du 
ep [ov 
VT -J u 





Xp J edz 
i 
和 到 
-天 ?站 (二 -2zjdu 
第 一 项 (& 的 奇 次 项 ) 的 积分 的 主 值 为 零 ,而 第 二 项 给 出 
FU(xz) 一 -2x +iVnx, yx<<1l. (31.6) 
这 些 公式 可 用 来 写 出 对 电容 率 的 极限 表达 式 . 在 高 频 , 我 们 有 
{2 /3k vr, 
(1 十 ) 十 


2 2 
yy 








s,=]— 


@ 关于 F(x) 的 各 种 表示 式 以 及 详细 数值 表 , 在 法 捷 耶 娃 , 捷 连 梯 耶 夫 的 书 《 复 变量 概率 积分 数值 


表 》( B. H. Danneena, H. M. TepeHThen, Ta6nuupl 3HadeHHMA MHTerpana BepoAaTHOCTERNR OT KOMEUIeKCHOTO 


M. :FocrexrsmaT ,1954. ) 中 给 出 . [ 英 译 :V.N. Faddeeva N. M Terent'ev, Tables of Values of 





apryMeHTa 
the Function WW{(z)} =e a (2i/VT) 人 e7 dt ] for Complex Argument，Pergamon ，Oxford ，1961 ] 他 们 所 表 


列 的 函数 w(x) 由 F(x) =i vmxw(x) 相 联系 . 亦 见 M. Abramowitz and I. A. Stegun. Handbook of Mathemati- 
cal Functions, National Bureau of Standards, Washington, 1964; Dover Publishing Company, New York ,1965. 
另 一 个 方便 而 且 更 加 全 面 的 表 是 Z(x) = F(x)/zx 的 表 , 见 B.D. Fried and 5S. D. Conte, The Plasma Disper- 


sion Function, Academic Press, New York, 1961. 
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. /TT wf2. w” 2 
+1 rd 7 当 wkopy。 >> 1. (31.7) 
这 里 引进 参量 





(31.8) 


是 对 于 电子 的 所 谓 等 离 体 频率 或 朗 缪 尔 频 率 . 在 w/kvr。 >>1 的 情况 ,空间 色散 
正 应 该 仅 导 化 电容 率 中 的 小 校正 ,其 中 es 的 虚 部 是 指数 式 地 小 ,因为 在 麦克 斯 
韦 分 布 中 仅 有 指数 式 小 分 数 的 电子 具有 速率 w = w/k >> wr.. 电容 率 的 极限 值 ， 
它 不 依赖 于 大 ,是 
e(w) =1-(0./0).. (31.9) 

这 个 表达 式 对 纵向 和 横向 电容 率 都 适用 ( 见 (28. 8)). 可 以 通过 简易 论证 很 容易 
地 推导 出 这 个 结果 ,而 无 需 应 用 动 理 方 程 . 

的 确 , 当 有 ->0 时 ,可 认为 波 场 是 均匀 的 ,于 是 电子 运动 方程 mg = -ek 给 出 
v =eE/imw, 所 以 由 于 电子 引起 的 电流 密度 是 

eN. 





男 一 方面 ,我 们 还 有 


= -iwP = _ 记 ECw) -1 sa 
47 


将 这 两 个 表达 式 进行 比较 , 即 给 出 公式 (31.9). 
在 相反 的 低频 极限 情况 ,我 们 有 
e =11+ ( 意 ) [i a ( 产 ) ti /Te , 当 w/hkv,. <<1. (31.10) 
注意 到 ,空间 色散 消除 了 寻常 导电 介质 中 电容 率 在 w =0 的 极点 . 同时 注意 
到 ,低频 电容 率 的 虚 部 也 是 相对 很 小 (虽然 不 是 指数 式 地 小 ) ,这 个 情况 是 由 于 
满足 条 件 丰 .yw =w 的 电子 相 体 积 很 小 . 
§ 29 中 已 经 表明 ,积分 (29.10) 所 定义 的 函数 sj(w) 在 w 的 上 半 平 面 没 有 
奇 点 ,而 它 在 下 半 平 面 的 奇 点 由 作为 复 变 量 p, 的 函数 的 df(p,)/dp, 的 奇 点 确 
定 . 然而 ,对 于 麦克 斯 韦 分 布 ,函数 
df(p,) P， 
Tp Pop ( -3277) 
在 复 p, 平面 有 限 上 距离 的 任何 处 都 没有 奇 点 ( 即 是 整 消 数 ). 因此 ,无 碰撞 麦克 斯 
韦 等 离 体 的 电容 率 也 是 w 的 整 函 数 , 对 有 限 w 没有 任何 奇 点 . 
迄今 为 止 ,我 们 仅 考虑 了 等 离 体 的 电子 组 分 对 电容 率 的 贡献 . 离子 组 分 的 页 
献 可 按 严格 相同 方式 进行 计算 ,而 对 se -1 的 两 部 分 贡献 是 简单 地 相 加 . 因此 ， 


E. 
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我 们 得 到 公式 (31.2) 的 明显 推广 : 


二 rl gam +1 | rn dra +1]. G31.11) 
下 标 e 和 i 分 别 表示 属于 电子 和 离 于 的 量 ， 
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Ee Vr 2 
m= (K) rm) ， 
47N,(ze)’ 
人 -= 有 ， 
其 中 和 ze 是 离子 的 质量 和 电荷 . 表达 式 (31. 11) 适 用 于 “ 双 温 ”等 离 体 ,其 中 
每 个 组 分 具有 平衡 分 布 但 带 有 不 同 温度 ,所 以 电子 和 离子 相互 之 间 没 有 达到 平 
衡 . 这 样 的 情况 是 很 自然 发 生 的 ,由 于 质量 的 很 大 差别 阻碍 了 电子 离子 碰撞 中 能 
量 的 交换 . 
最 通常 的 情况 是 7, 三 7T. ,同时 vr << vy.. 注意 到 总 是 还 有 02; << 02. ,容易 推出 
当 w >> jpr >> kv 时 ,离子 的 贡献 可 以 忽略 ,从 而 公式 (31.7) 是 有 效 的 .在 相反 
的 极限 情况 ,我 们 有 


ci 一 1 = PR 人 
(ka)’ (ka)’ 人 2 (ka,) born” 


@ << kvr, << kvr.. C3 13) 
kv <<w << kvr. 的 情况 将 在 § 32 中 讨论 . 
8$30 和 8$31 中 已 经 作出 的 所 有 计算 都 是 关于 电容 率 纵向 部 分 的 .横向 电容 
率 的 计算 不 大 重要 . 问题 在 于 横 场 通常 归纳 为 寻常 电磁 波 , 它 们 的 频率 和 波 数 由 
关系 式 w/k = c/Ves, 相 联系 ,同时 w/Ak>c>>vr; 即 ww >> kvr,, 所 以 空间 色散 很 小 
而 电容 率 由 公式 (31.9) 给 出 .对 于 这 些 波 也 没有 朗 道 阻 尼 , 因 为 波 的 相 速 超 过 
光速 ,于 是 等 离 体 中 不 含有 能 随 波 同 相 运动 的 任何 粒子 (严格 地 说 ,这 个 陈述 的 
证 明 要 求 相 对 论 性 处 理 , 见 习题 4). 


习 题 


1. 等 离 体 中 有 一 个 静止 的 小 试验 点 电荷 el. 试 求 此 电荷 所 产生 的 电场 的 
电势 . 
解 : 当 考 虑 到 等 离 体 的 极 化 时 . 该 场 由 方程 V*:D =4mei5(r) 确 定 . 对 于 恒定 
场 , 电 位移 和 电势 的 傅 里 时 分 量 由 关系 式 有 =e1(0,k)E, = -i 认 e1(0,k) pt 相 联 
系 . 因此 ,对 于 pk 的 方程 我 们 有 
过 .万 , =k eg(0,k) 9p =4Tel. 
取 (31.13) 的 a1(0,k) ,我 们 有 


(31:12) 
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4Tel 


2 -3 9 
hs S 





Pr = 
相应 的 坐标 的 函数 是 


a -rr/a 
=e€ ; 
天 


因此 电容 率 (31. 13 ) 描述 一 个 静电 荷 的 屏蔽 . 与 第 五 着 . $878 相 一 致 . 电荷 很 小 
的 条 件 是 e << Nase, 即 ,el 必须 远 小 于 体积 ~a 中 等 离 体 粒子 上 的 电荷 . 

2. 计算 等 离 体 的 横向 电容 率 ， 

解 :通过 应 用 (29.3) 的 了 所 计算 的 电子 极 化 强度 已 = -Jiw) ,我 们 获得 电 
容 率 张 量 山 





4Tre” Du of 了 


w Kk.vyv-w-i0 pg (29 


分 出 6s 的 横向 部 分 为 











1 kk 
e, = 本 | eu Cop | 9 
它 由 积分 
2Te- of dp 
ee CO j»， op,k:v-w-i0 (2) 


给 出 .其 中 p,， =my, 是 径直 于 此 的 动量 分 量 . 对 于 麦克 斯 书 分 布 , 对 d'p， 积分 ， 
最 后 给 出 
(7 





sl ) (3) 


其 中 函数 下 由 (31.3) 给 出 :离子 组 分 对 el -1 也 作出 类 似 的 贡献 .在 极限 情况 . 











(ww >> kv >> Kor) ， (4) 
ee.-1= 有 人 
| (ka) (ka) 2 wha. 

(w << kvr, << kvr.). (5) 


3， 对 于 极端 相对 论 性 电子 等 离 体 , 具 有 温度 T。>> mc , 试 确定 其 电容 率 
(B. II. Cr ,1960 ) . 

解 :即使 对 于 相对 论 性 情况 , 动 理 方程 仍 保持 (27.9) 的 形式 . 因此 ,例如 
(29.9) 和 题 2 中 的 (2) 这 些 公式 仍 相 应 地 保持 有 效 . 在 极端 相对 论 性 情况 ,电子 


人 引 ” 这 个 表达 式 并 未 假设 等 离 体 是 各 向 同性 的 . 


。 122 . 第 三 章 ”无 碰撞 等 离 体 


速度 p=c, 电 子 能 量 是 cp ,而 平衡 分 布 函 数 是 
fl ) EE Ne ~ tp’T. 
p -gn 





纵向 电容 率 求 得 为 


(6) 


| 
_1 -4me | | nee, 
kT kccos G6-~-w-i0 


其 中 9 是 天 和 9 之 间 的 夹 角 .对 2mp dp 的 积分 给 出 本 N. 然后 对 dcos 9 的 积分 


按 回避 规则 从 极点 cos 6=w/k 下 边 通 过 ,导致 结果 
4TN_e- | ls a 
ET. 2kc 





se!(w,k) -1 = 








| 


w+cek 








a TW/2kc, /天 <c， (7) 
gu ) = OA 天 >c. 
类 似 地 . 从 (2) 出 发 ,我 们 求 得 横向 电容 率 为 
， Te Nc w-ck| 2mw 
ES (1- 秒 )mm| 扼 拉 ek 





有 (8) 
T[1-w /(ck )]， w/k<ce, 


e'(w,k) -| 
0， 人 /大 > c. 
4. 对 于 非 相 对 论 性 (T. << mc ) 电 子 等 离 体 . 当 w/k~c>>vr. 时 , 求 el 的 虚 
部 (B. TI. Cunun ,1960 ) . 
解 :根据 公式 (29.9)( 它 对 任何 电子 速率 都 是 正确 的 ). 我 们 通过 对 dcos 8 
积分 求 得 


十 六 站 -和 人 ps = 一 ee 一 (9) 
° ck 一 凶 
( 仅 当 w/khv<1 时 ,极点 cos 9= ij(ia) 才 位 于 对 cos 8 的 积分 国道 上 ;因此 ,对 
dp 的 积分 的 下 限 相 当 于 v=w/k). 对 于 了 << me 的 分 布 函数 ,对 所 有 电子 速率 
都 有 效 , 是 





EN mec” _e(p) 
A(p) -rm 到 )， 


£ =c(p” +mc)” 
( 归 一 化 积分 的 值 自 se -mc =p*/2m ~ 了 <<mec 的 范围 确定 ). 在 积分 (9) 中 , 当 
w/k~c >>vi. 时 ,Pp 值 的 重要 范围 是 在 下 限 附 近 . 在 指数 中 令 


e(p)~e(p,) Ee | a -pn) =e(p,) + (Pp -Pp 测 
(而 在 指数 的 系数 中 令 p 二 p,,v 守 Ww/k) 并 对 p -ps 从 0 至 mwm 积 分 ,我 们 得 到 
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s/s ! ex | -1]}! 
(N22 (tri-(oko TL /oy 
这 给 出 当 w/(kc) 一 1] 时 ei 趋 于 零 的 形式 . 

8$32 纵 等 离 体 波 


空间 色散 使 得 纵 电波 在 等 离 体 中 的 传播 成 为 可 能 . 对 于 这 些 波 ,频率 对 波 数 
的 依存 关系 (或 所 谓 色 散 关 系 ) 由 下 列 方程 给 出 : 
al(w,k) =0. (32.1) 
的 确 , 当 ze, =0 时 ,对 于 纵 电 场 E 有 D =0. 同时 令 B=0, 这 样 麦克 斯 韦 方程 组 
(28.2) 的 第 二 对 方程 恒 等 地 得 到 满足 . 第 一 对 方程 中 还 有 V xE =0 也 是 满足 
的 ,因为 E 是 纵 场 :VV xE=ikxE =0. 
方程 (32. 1) 的 根 是 复 量 (w =w'+iw”). 如 果 电 容 率 的 虚 部 ae7 >0, 则 这 些 根 
位 于 复 w 平面 的 下 半 平 面 , 即 ,o"<0. 量 y = -内 "是 波 的 阻尼 率 ,因为 阻尼 正比 
于 e 7. 当然 , 仅 当 ?> <<w' 时 才 存 在 传播 着 的 波 :阻尼 率 必 须 远 小 于 频率 . 
如 果 我 们 假设 
w >> kvr. >> kvr,， (32.2) 
可 以 得 到 方程 (32. 1) 的 这 种 根 .于 是 振荡 仅 涉及 电子 , 阻 数 ae,(w,k) 由 公式 (31.7) 
给 出 . 方程 a, =0 可 通过 逐步 求 近 法 来 求解 . 在 一 级 近似 下 ,忽略 依赖 于 的 所 
有 项 ,我们 求 得 由 
w = (2,,， (32.3) 
即 波 具有 不 依赖 于 的 恒定 频率 . 这 些 称 为 等 离 体 波 或 朗 缪 尔 波 (1 Langmuir， 
L，Tonks ,1926 ) . 它们 在 下 述 意 义 上 : 
ka <<1,， (32.4) 
是 长 波 ,正如 当 w= 0. 时 由 (32.2) 得 到 的 . 
为 了 确定 频率 实 部 中 与 有 关 的 校正 ,只 要 在 e’ 的 校正 项 中 令 w= 人 2. 就 行 
了 ,于 是 我 们 得 到 
o=0. (1 + Tk? ) (32.5) 
(A. A. Bracos,1938 ) . 
在 这 个 情况 下 ,频率 的 虚 部 是 
mw” = -0.ef(ow 有， (32.6) 


与 e" 一 样 是 指数 式 地 小 . 为 了 确定 它 (以 及 还 有 指数 的 系数 ) ,我 们 必须 将 已 经 


”如 果 把 离子 振荡 包括 在 内 . 按 w”= 2。 + 个 , 仅 会 给 出 这 个 频率 的 稍 许 位 移 . 
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校正 过 的 值 (32.5) 代 入 se ,结果 得 到 


T 0. ] 3 
(1. 五 . JaHmay,1946 ) .因为 条 件 ka. << 1, 对 等 离 体 波 的 阻尼 率 事实 上 表明 它 是 
指数 式 小 量 . 它 随 波长 减 小 而 增加 ,而 对 于 ka. ~1( 当 公式 (32.7) 已 经 不 再 适用 
时 ) 它 变 成 与 频率 为 相同 数量 级 ,所 以 传播 着 的 等 离 体 波 的 概念 失去 意义 . 
严格 地 说 ,上 述 处 理 仅 与 各 向 同性 等 离 体 相 联 系 , 它 的 电容 率 张 量 按 (28. 
7) 化 为 两 个 标量 a, 和 z,. 在 各 向 异性 等 离 体 中 ( 即 当 分 布 冰 数 f(p) 依 赖 于 p 的 
方向 时 ) ,不 存在 严格 纵波 . 然而 ,在 某 些 条 件 下 ，“ 殉 纵 " 波 能 够 传播 ,在 这 些 波 
中 ,垂直 于 的 电场 分 量 E"" 远 小 于 其 纵 分 量 EB": 
1 eh (32.8) 
为 了 弄 清 这 些 条 件 ,我 们 首先 注意 到 , 当 忽 略 掉 "时 ,方程 VY. D =0 给 出 


k.D~k,esb," = -em =0. 
这 个 等 式 确定 波 的 色散 关系 . 如 果 将 “ 纵 " 电 容 率 定义 为 
e, = -se (32.9) 
色散 关系 又 可 写成 (32. 1) 的 形式 ,但 必须 强调 , 它 现 在 依赖 于 大 的 方向 , 然而 ， 
条 件 s =0 并 不 意味 着 D =0; 量 
D,~esEp -sw EE 一 Eco 


不 为 零 (而 在 各 向 同性 等 离 体 中 , 当 se =0 时 se。=0). 其 次 ,由 麦克 斯 韦 方 程 V x 
B = (1/c)3D/3i, 我 们 估计 出 波 中 磁场 为 : 


B ~ eB 
于 是 由 方程 V xE = - (1/c)3B/3t 获得 对 横 电 场 的 估计 量 为 
(1) 0 ww” 1) 
E -所有 ~ (分 eE' - (2, 10) 
因此 , 当 波 在 下 述 意 义 上 
w/k <<c/Ve DID 


是 “ 慢 ”" 波 时 ， 殖 纵波 的 条 件 (32.8) 是 满足 的 . 
最 后 ,必须 注意 到 ,在 各 向 异性 等 离 体 中 ,对 于 按 (32.9) 所 定义 的 量 e, 公 
式 (29.10) 仍 然 正 确 , 这 从 它 用 纵 场 五 由 表达 式 


1 
三 = 和 (keewoEp -大 至) 


推导 出 来 的 过 程 是 很 明显 的 . 这 里 重要 的 是 动 理 方程 中 的 洛 伦 兹 力 ew Xx B/c 与 
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eE 比较 起 来 可 以 忽略 (虽然 它 与 arep 的 乘积 对 于 各 向 异性 函数 f(p ) 不 是 恒 等 
于 零 ). 事实 上 ,(32. 10) 的 估计 给 出 


lIv xB| wev 





-1 ~ << ] . 
按照 对 于 “ 慢 " 波 的 条 件 (32. 11) 和 按照 不 等 式 5<<c 来 说 ,这 个 比值 都 是 小 的 . 
习 题 


1. 对 于 等 离 体 的 横 振 荡 ,确定 其 色散 关系 . 
解 : 对 于 横 波 , 色 散 关 系 由 w =c /gE, 给 出 .高 频 振荡 (ww >> kv ) 对 应 于 寻 
常 电 磁 波 .用 (31.9) 的 e( 亦 见 831, 题 2) 我 们 求 得 
w =c kk +1. 
这 对 任何 大 值 都 是 正确 的 ,没有 朗 道 阻 尼 , 如 在 831 末尾 早已 指出 过 的 . 
对 于 低频 振荡 (ww << lor ) ,离子 的 运动 又 是 不 重要 的 . 对 长 波 (kha。 <<1) , 色 
散 关系 中 的 主 项 是 
[2 Fev. 
w= -i 二 fF ; 
wo 为 纯 虚 值 表 示 非 周期 性 阻尼 ,所 以 波 传播 一 般 不 能 出 现 . 
2. 对 于 极端 相对 论 性 电子 等 离 体 中 的 等 离 体 波 , 试 求 其 色散 关系 (B. II. 
CHTHH ,1960 ). 
解 : 当 w >>ck 时 ,由 5831 题 3 中 得 到 的 公式 给 出 





(7 
el(w,k) =1 -人 下 
[a [0 


其 中 





37 
令 Bi 的 这 个 表达 式 等 于 零 ,我 们 得 到 色散 关系 
i + (ck << 2..). 
当天 增 大 时 ,这 个 公式 变 得 不 适用 ,但 我 们 仍 有 w>cf( 因 而 没有 朗 道 阻 尼 ). 在 天 


很 大 的 极限 ,频率 w 按照 


w=ck [1 +2exp ( -2 -2 | 





趋 于 ck. 
3, 与 题 2 相同 . 但 对 横 波 的 情况 . 
解 :用 8$31 题 3 中 推 得 的 对 于 e,(w,k) 的 表达 式 ,我 们 求 得 色散 关系 
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od + Se， 当 w >> ek. 
对 于 大 天 的 极限 表达 式 是 
OO = 人 ee 
这 里 同样 有 ww>ck, 所 以 也 没有 阻尼 . 
$33 离子 声波 


除 与 电子 振荡 相 联 系 的 等 离 体 波 之 外 ,等 离 体 中 还 能 传播 电子 密度 和 离子 
密度 都 有 可 观 振荡 的 波 . 当 等 离 体 中 离子 气温 度 远 小 于 电子 气温 度 时 ， 
oo fe (33.1) 
这 个 振 蔓 谱 分 支 具有 弱 阻 尼 ( 所 以 波 传播 的 概念 有 意义 ). 
计算 结果 会 证 实 , 这 些 波 的 相 速 满足 不 等 式 : 
Vr << OAK << vr.. (33.2) 
这 些 条 件 下 朗 道 阻尼 的 微小 性 从 一 开始 就 是 明显 的 :因为 相 速 是 在 离子 和 电子 
两 者 热 速 率 的 主要 范围 之 外 , 仅 有 很 小 部 分 粒子 能 随 波 同 相 运 动 , 并 参与 与 波 的 
能 量 交 换 . 
在 条 件 (33.2) 下 ,对 电容 率 的 电子 贡献 部 分 由 极限 公式 (31.10) 给 出 ,而 离 
子 贡献 部 分 由 (31.7) 给 出 (其 中 用 离子 量 蔡 换 电 子 量 ). 到 需要 的 精确 度 ,我 们 


有 
2 ] , IT 只 
ol tl ls . (33.3) 


起 先 忽 略 相 对 较 小 的 虚 部 ,我 们 由 方程 e, =0 得 到 
; k*a’ _ 2 了。 k’ 
9 
最 后 的 表达 式 中 我 们 曾 用 了 N. = zNi 的 事实 . 
对 于 最 长 的 波 ,具有 ka。 <<1 ,色散 关 系 (33.4) 化 为 由 


T 
w=k ka. <<1. (33.5) 


结果 是 频率 正比 于 波 数 , 如 寻常 声波 中 那样 .具有 这 个 色散 关系 的 波 称 为 离子 声 
波 . 这 些 波 的 相 速 是 w/k ~ (T.AM)”, 所 以 条 件 (33.2) 事 实 上 是 满足 的 . 在 高 一 
级 近似 中 考虑 到 e 的 虚 部 ,我 们 容易 求 得 阻尼 率 


(33.4) 


DD 定律 (33.5) 是 由 朗 缪 尔 和 汤 克 斯 (Langmuir,Tonks(1926) ) 发 现 的 ;而 臣 尔 杰 那 夫 (T. B. Topnees 
{1954)) 指 出 条 件 {33.1) 的 必要 性 ， 
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y= 让 (33.6) 


这 个 阻尼 归 因 于 电子 . 离子 对 y 的 贡献 是 指数 式 小 ,含有 因子 exp( -zT./27.). 
对 于 较 短 波长 ,在 1/a. << 大 <<1《ai; 范围 (由 于 所 假定 的 不 等 式 (33.1) 而 存 
在 ) ,我 们 从 (33.4) 简 单 地 得 到 





w~{. (33.7) 

这 些 是 类 似 于 电子 等 离 体 波 的 离子 波 . 这 里 也 
容易 证 实 ,条 件 (33.2) 是 满足 的 ,而 阻尼 不 大 . 然 
而 , 当 波 长 进一步 碱 小 时 ,阻尼 增加 ,而 当 ka,=1 
时 ,阻尼 率 中 的 离子 贡献 变 得 可 与 频率 相 比较 ,所 
以 波 传播 的 概念 不 再 有 任何 意义 . 

图 8 用 图 解 显示 这 里 所 考 虚 的 低频 振荡 谱 
(色散 关系 ) (下 面 的 曲线 ) ,与 高 频 电 子 等 离 体 波 
的 谱 ( 上 面 的 曲线 ) 两 者 的 比较 . 虚线 标明 阻尼 变 人 
大 的 区 域 . 
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让 我 们 考虑 给 定 初 条 件 下 , 带 自治 场 的 动 理 方程 的 求解 问题 (I. 1. JTannay 
1946 ) .我们 将 仅 限于 纯 势 电场 (E = - Vg) 和 零 磁场 的 情况 ,并 假设 仅 电子 分 
布 是 受 扰 的 (离子 分 布 保持 不 变 ). 

我 们 还 将 认为 初始 扰动 很 小 :初始 电子 分 布 果 数 是 

f(0,r,p) =fo(p) +g(r,p), (34. 1 ) 
其 中 有 (p) 是 平衡 (麦克 斯 韦 ) 分 布 ,而 g <<hh. 当然 ,在 随后 瞬间 ,扰动 仍 很 小 ， 
使 得 方程 可 以 线性 化 ,我 们 将 寻求 分 布 函数 的 下 列 形 式 : 





f(t,r,p) =f(p) + f(t,r,p). (34.2) 
对 于 小 校正 SF 和 自 洽 场 的 势 wp(t,r)( 同 量 级 小 量 ) ,我 们 求 得 包括 动 理 方程 
af .98f ovo. Y=0 (34. 3) 
ot or op 
和 泊 松 方程 
Ao =4me | ayd'p (34.4) 


的 一 组 方程 (平衡 电子 电荷 为 离子 电荷 所 补偿 ). 

因为 这 些 方程 是 线性 的 ,而 且 并 不 显 含 坐标 ,所 寻求 的 图 数 8 和 可 展 为 
相对 于 坐标 的 健 里 叶 积 分 ,同时 可 分 别 写 出 对 每 个 健 里 叶 分 量 的 方程 . 换 句 话 
说 ,考虑 具有 下 列 形式 
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df(t,7,p) =f.(t,p)e ", p(tr) =Pr(t)e (34.5) 

的 解 就 够 了 . 对 于 这 类 解 ,方程 (34.3) 和 (34. 4 ) 变 成 
2 + 放 Vf: +iepik : 多 =0， (34.6) 
kp, = -4Te [he p. (34.7) 


为 求解 这 些 方程 ,方便 的 是 应 用 单 侧 傅 里 叶 变 换 , 困 数 户 (tp) 的 变换 
了 【定义 为 


| (34. 8) 
逆 变 换 由 公式 


wm 十 | 


fp = [ef (pe (34.9) 

给 出 ,其 中 积分 路 径 取 沿 复 w 平面 中 的 一 条 直线 , 它 平行 于 实 轴 并 位 于 其 上 
(og >0) ,而 且 还 是 从 Jr 的 所 有 奇 点 以 上 通过 呈 . 
我 们 用 e” 乘 (34. 6) 两 边 ,并 对 + 积分 . 注意 到 


BF | = 
和 ‘J df 一 条 
pa fre 





im [fie™di= -8 Bt -iaw 丰 we ， 
其 中 g,(p)= 三 fA(0,p), 用 i(k.'v -ww) 去 除 方程 两 边 ,我 们 求 得 


5) ] afo 
so ve iep 大。 | (34. 10) 
其 中 pgp 是 wx(t) 的 单 侧 傅 里 时 变换 . 类 似 地 ,由 (34.7) 求 得 
pot) = -4me | 7 全 (p) dp p. (34.11) 
用 (34.10) 的 fi 代入 (34.11) 已 可 得 出 对 单独 gi 的 一 个 方程 ,由 此 求 得 
(Wj 4me [_ ep)dp 
He | eh CO 


其 中 的 纵向 电容 率 a 是 按 (29.9) 引 进 的 . 如 529 中 那样 ,再 次 应 用 没 大 的 动量 
分 量 p, = mv, ,我 们 可 将 这 个 公式 重新 写成 


ee 4ne f gi(p.)dp, 
34. 13 
Pk ke,(w,k) i( hv, 一 四 ) ( ) 





DD 变换 (34.8),(34.9) 正 好 是 熟知 的 拉 普 拉 斯 变换 


万 = [more- “dt， AD) = 了 pe， 


1 区 + 


其 中 p 用 -iw 代 蔡 , 而 在 用 其 换 式 .给 出 函数 f(4) 的 表达 式 中 积分 路 径 相应 地 改变 . 
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其 中 
gr (Pp:) = | gCp) dp,dp.. 
为 了 通过 反 演 公式 
Pr(t) = 二 由 e “gu dw (34. 14) 
进一步 决定 势 对 时 间 的 依存 性 ,必须 首先 确立 wu 作为 复 变 量 w 的 函数 的 解析 
性 质 . 
形式 为 


人 | pt) ed 
0 


的 表达 式 作 为 复 变 量 w 的 函数 , 仅 在 上 半 平 面 才 是 有 意义 的 . 同样 情况 相应 地 
适用 于 表达 式 (34. 13 ) ,其 中 积分 沿 这 样 一 条 路 径 ( 实 p, 轴 ) , 它 从 极点 p, = 
mw/k 下 面 通过 . 我 们 在 $29 曾经 看 到 ,这 种 积分 所 定义 的 变量 w 的 函数 , 当 解 
析 延 拓 到 下 半 平 面 时 ,具有 奇 点 仅 在 g (p,) 的 奇 点 处 . 我 们 将 认为 g;(p,) 作 为 
复 变量 p, 的 函数 是 一 个 整 函 数 ( 即 在 有 限 p, 处 没有 任何 奇 点 ) ,因此 ,考虑 中 的 
积分 也 定义 wo 的 一 个 整 函 数 . 

在 §31 中 曾经 注意 到 ,麦克 斯 韦 等 离 体 的 电容 率 sl 也 是 w 的 整 函 数 . 因 
此 ,函数 pu, 在 整个 w 平面 上 解析 ,是 两 个 整 函数 的 商 . 由 此 可 见 pw 的 唯一 奇 
点 (极点 ) 是 其 分 母 的 零点 , 即 el(w,F) 的 零点 . 

这 些 论据 使 能 确定 当时 间 上 很 大 时 势 pg, (i) 衰减 的 渐 近 形式 . 在 反 演 公式 
(34. 14 ) 中 ,积分 路 径 沿 w 平面 中 的 水 平 线 . 然而 ,如果 理 解 pw 是 上 述 方式 定义 
的 整个 平面 上 的 整 消 数 , 我 们 可 以 这 样 来 将 积分 路 径 移动 到 下 半 平 面 ,以 致使 得 
不 穿 过 函数 的 任何 极点 . 令 w= wi +iow't 为 方程 a1(w,k) =0 的 根 中 具有 (数量 
上 ) 最 小 虚 部 (即位 于 最 邻近 实 轴 处 ) 的 根 . (34. 14 ) 中 的 积分 将 沿 这 样 的 路 径 进 
行 , 它 被 移动 到 在 点 w =w, 以 下 充分 远 处 并 且 
如 图 9 中 所 示 那 样 绕 过 此 点 (以 及 绕 过 位 于 其 (o) 
上 的 其 他 极点 ). 于 是 ,( 当 上 很 大 时 ) 积 分 中 仅 
有 对 于 极点 w; 处 的 残 数 是 重要 的 ,积分 的 剩余 
部 分 ,也 包括 沿路 径 水 平 部 分 的 积分 在 内 与 该 
残 数 比 较 起 来 是 指数 式 小 量 , 因 为 被 积 表 达 式 
中 存在 因子 e“, 它 随 i1Imw | 的 增加 而 迅速 减 
小 . 因此 , 势 衰减 的 渐 近 形式 由 以 下 表达 式 

p(t) ~e le i (34. 15) 


CA 


图 9 
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给 出 , 即 在 时 间 进 程 中 , 场 微 扰 以 阻尼 率 y, = lovx1 指 数 式 衰减 山 ， 

对 于 长 波 微 扰 (ka. <<1) ,频率 w! 和 阻尼 率 y, 像 对 等 离 体 波 那样 由 公式 
(32.5) 和 (32.6) 给 出 . 这 类 微 扰 的 阻尼 率 是 指数 式 小 量 . 在 短波 微 扰 的 相反 情 
况 , 当 ka. -1 时 ,阻尼 渐渐 变 得 很 强 ,阻尼 率 y, 甚至 可 能 远大 于 wo:@. 

最 后 ,让 我 们 详细 论述 电子 分 布 函数 本 身 的 性 质 . 所 寻求 函数 (1,p) 可 通 
过 将 (34. 10 ) 代 和 人 积分 (34. 9 ) 而 求 得 . 除 起 源 于 ww 的 下 半 平 面 中 的 极点 外 ,被 
积 表达 式 在 实 轴 上 点 w = 下 .yw 处 还 有 一 极点 . 正 是 这 个 极点 将 确定 积分 在 大 : 
时 的 渐 近 行为 . 按 那 里 的 残 数 求 得 

Re (34.16) 

这 样 一 来 ,分 布 函 数 的 微 扰 并 不 随 着 时 间 的 推移 而 衰减 . 然而 ,分 布 变 为 速 

度 的 愈 来 愈 迅 速 振荡 的 函数 (振荡 周期 按 速度 为 ~1/(kt) ). 所 以 ,密度 微 扰 ( 即 


积分 | 六 dp) 像 势 ps 那样 被 阻尼 多 


当场 被 认为 是 阻尼 场 时 ,分布 函数 按照 (34. 16) 随时 间 变 化 ;这 个 公式 不 过 
相当 于 粒子 各 以 其 恒定 速度 自由 飞散 . 的 确 , 下 列 形式 的 函数 


fir,p) =Bg(P)e (34. 17) 
是 自由 粒子 动 理 方程 
i 
rv 人 (34. 18 ) 
的 解 , 具 有 给 定 初始 (: =0) 速 度 分布 和 周期 性 ( xe”“) 坐标 分 布 . 
$ 35 等 离 体 回 波 


朗 道 阻尼 的 热力 学 可 逆 性 ,在 称 为 等 离 体 回 波 的 一 些 不 寻常 非 线性 现象 中 
显现 出 来 . 这 些 现象 是 由 分 布 函数 的 无 阻尼 振 葛 (34. 16) 引 起 ,它们 在 等 离 体 中 
密度 (和 场 ) 微 扰 的 无 磁 撞 弛 殉 后 仍 继续 存在 . 它们 的 起 源 本 质 上 是 运动 学 的 ， 
与 等 离 体 中 自治 电场 的 存在 无 关 . 我 们 首先 用 无 碰撞 不 带电 粒子 气体 的 例子 来 
阐明 . 

设 初始 瞬间 规定 了 气体 中 的 微 扰 ,使 得 分 布 函数 沿 * 方 向 周期 性 变化 


中 ”如 果 初 始 函数 gx(p。) 有 一 奇 点 , 相 竞争 的 w 值 不 仅 包括 sa1(w,k) 的 零点 ,而 且 还 包括 由 (34. 13) 
中 积分 的 奇 点 引起 的 ps 的 奇 点 , 尤其 是 ,如 果 gs 在 实 轴 上 有 一 奇 点 (例如 折 点 ) ,于 是 Pu 将 有 在 实 什 
wo = ji 处 的 一 个 奇 点. 这 种 微 扰 (无 碰撞 等 离 体 中 1) 一 般 并 不 受阻 尼 . 

四 若 “ 相 速 "wf /位 于 热 速率 主要 范围 以 外 ,可 能 提出 关于 大 阻尼 源 自 何 处 的 问题 . 然而 ,事实 上 ， 
当 y >w' 时 ,比值 wo'/k 一 般 不 应 称 为 相连 . 如 果 我 们 再 次 把 形式 为 e-“'e 7 的 函数 展 成 傅 里 叶 积 分 , 它 将 
包含 具有 从 0 至? 的 全 部 频率 的 分 量 ,因此 具有 从 0 至 ~y 人 /# 的 “ 相 速 ” 

加 ”然而 ,我 们 可 预先 注意 到 ,大 4 时 分 布 函 数 的 振荡 性 质 导 致 有 效 库 仑 碰撞 数 的 大 量 增 加 ,从 而 加 
速 了 微 扰 的 最 终 被 阻尼 ( 见 $41 习题 ). 
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Bf=A O00(Ew tp (35.1) 
而 在 空间 每 一 点 就 速率 来 说 仍 是 麦克 斯 韦 分 布 (在 本 节 中 ,P = me 表示 动量 的 x 
分 量 ,而 假设 分 布 函数 已 经 对 p, 和 p, 积分 过 了 ). 气体 密度 的 微 扰 , 即 积分 
[amap (同一 瞬间 :=0 时 ) 沿 x 方向 按 相 同方 式 变化 . 随后 ,分 布 函 数 的 微 扰 将 按 
Sf=Alcos k (x—vt)f (pp) (35.2) 
变化 , 它 相当 于 每 个 粒子 沿 * 方向 以 自身 速率 v 自由 运动 . 然而 ,密度 微 扰 是 受 
阻尼 的 (在 时 间 ~1/(hv;) 内 ) ,因为 积分 | aydp 靠 被 积 表达 式 中 的 速率 振荡 办 
子 cos[ h(x* -vt) ] 而 变 小 . 在 时 间 +>>1/(hvr) 时 ,这 个 阻尼 的 渐 近 形式 为 下 列 
表达 式 : 
SN = | aap<exp ( -he 】 (3 3 
(利用 鞍点 法 对 积分 进行 估计 ). 
现在 令 分 布 函数 在 某 时 刻 ! =r >>1/(hhvi) 以 振幅 4, 和 某 个 新 波 数 ha > 
再 次 进行 调制 . 结果 所 得 密度 微 扰 也 是 受阻 尼 的 (在 时 间 ~ 1/( baor) 内 ) ,但 在 时 
刻 


k, 
ey (35.4) 
重新 出 现 . 的 确 , 第 二 次 调制 在 分 布 函 数 中 (t=7 时 刻 ) 产 生 一 个 二 阶 项 ,形式 为 


8f “=AA,cos( kx — kvr)cos(k,x)f (p). (35.5) 
这 个 微 扰 当 t>7 时 的 进一步 发 展 使 它 变 成 : 
8f "=AA,f(p)ecos[kx ~kvi]cos[ kx -kv(t -7r)] = 
= 44sf(p) {eos (h, 一 上 )x—(k, — Ek)vi+k,vr] 十 


+cos[(k, +k )x— (hk, +hk )vt+k,vr]}. 

现在 我 们 看 到 ,在 t=7T' 时 刻 , 第 一 项 对 v 的 振荡 依存 性 消失 了 ,所 以 这 项 对 具有 
波 数 有, -的 气体 密度 微 扰 给 出 有 限 的 贡献 . 因此 ,结果 产生 的 回 波 在 时 间 ~ 
1/[vi(k, -上 ,)] 内 是 受阻 尼 的 ,这 个 阻尼 的 最 后 阶段 遵循 类 似 于 (35. 3) 的 形式 . 

现在 让 我 们 转 到 研究 电子 等 离 体 中 的 这 个 现象 (R. W. Gould, T. M. 
O'Neil,J. H. Malmberg,1967). 它 的 机 理 仍 如 前 所 述 , 但 由 于 自治 场 的 影响 ,具体 
阻尼 律 改变 了 . 

我 们 将 假定 , 微 扰 是 由 ( 归 因 于 “外 赋 ”" 电 荷 的 ) 某 个 外 势 pg 的 脉冲 产生 的 ， 
在 t=0 和 t=7 施加 于 等 离 体 : 

DB” =o 8(r)oos( 大 2) +9235(t 一 T)cos( 大 YX)， 《33k6 

同时 假定 名 > 和 7 >> 1/(bw) ,1/y( 避 )( 其 中 y( 如 是 朗 道 阻尼 率 )， 
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分 布 曙 数 的 微 扰 (f= + 5/) 满 足 无 碰撞 动 理 方 程 ,至 二 阶 项 具有 形式 
08f | ,98f , o 9p Yo _ _ a9 98f 
ot Ox ox dp dx op 
同时 ,等 离 体 中 产生 的 场 的 势 pg( 包 括 “ 外 赋 ” 部 分 pg”) 满 足 方程 
AUe -wo") =4me | 3fdp. (35. 8) 
我 们 将 寻求 这 些 方程 的 傅 里 叶 积 分 形式 的 解 
到 i( Kk'x— ow't) dd 天 
5f = [fume (27)7 ? 
ix 一 of) dw"dk" 
(27)™ 
将 这 些 表 达 式 代入 ,然后 用 e “"““ 乘 方程 (35.7) 和 (35.8) 并 对 dxdt 积分 ,我 
们 得 到 


C3 





p= | Puree 


df. 
(kv — wm)for +ekpw 有 本 














ey jE df os. do dz 
ef ( hk ) pat a (35.9) 
-kg =47e | dp -Fp%, (35. 10) 

其 中 
por = mp (K+k) +S( 大 一 此)] tnp[d(k +k,) + 
+8(k-k,)]e”™. 
在 线性 近似 下 ( 即 当 忽略 掉 (35.9) 的 右边 时 ) ,这 些 方程 的 解 是 

CY dj k (1) (1) _ poh 

dp To ty Key 


其 中 a 是 电容 率 (29. 10). 这 个 解 相 当 于 从 t=0 起 和 :t=7 起 的 受阻 尼 微 扰 , 分 
别 具 有 阻尼 率 y(k,) 和 YY(k,). 

在 第 二 级 近似 中 ,我 们 必须 用 (35. 11) 代 入 方程 (35. 9) 的 右边 ,得 到 分 布 函 
数 和 势 的 微 扰 中 的 二 级 项 的 方程 





df, dl 
(kv —w)f + ekg = (35; 12) 
kg = -4Te | bh 
其 中 
， dw’'dk’ 
7 = -ef 一 天 )9o -ore we nr) (C35, 14 ) 


我 们 感 兴趣 的 效应 , 即 具有 波 数 为 ~- 的 回 波 ,将 被 包括 在 (35. 12) 右边 含有 


§35 等 离 体 回 波 .133 . 


5[Lt+ (有 -kk) ] 的 项 中 . 让 我 们 将 表达 式 1 中 的 这 些 项 收集 在 一 起 . 在 := r 时 
刻 , 归 因 于 t=0 时 刻 所 施加 的 脉冲 wm, 的 微 扰 pg” 早已 受阻 尼 掉 . 因此 很 明显 ， 
在 将 (35. 11) 代 入 (35. 14) 时 ,我 们 仅 必 须 考虑 到 we 中 的 w; 项 ,于 是 具有 形式 
T= (ji ,Ek -hk +k)+i( ~k, ~k)(k+k, 一 有) (35.15) 
的 有 关 项 是 从 大， 中 含 p, 的 项 得 到 的 . 在 (35. 14) 中 完成 对 dk' 的 积分 后 ,我们 
求 得 结果 为 出 
ds) = pi pa kk, x 
® i(w —w')r 
、 | 图 dow 
(Kv+tow)e(w ,ki)e(w-w’ ,k,) 
其 中 积分 变量 w' 照 例 要 理解 为 w' +i0. 
积分 {35.16) 可 以 在 假设 + 很 大 (7 >>1/kv;,1/Y) 的 基础 上 进行 计算 . 为 此 
我 们 将 积分 围 道 移动 到 复 w' 平 面 的 下 半 平 面 , 围 道 仍 必须 从 被 积 表达 式 的 极点 
上 面 通过 ,从 而 变 成 “围绕 "着 它们 . 这 些 极点 位 于 函数 e 的 零点 以 及 点 mw = 
-jz -i0. 前 者 具有 负 的 非 零 虚 部 ( --y(h ) 或 -y(k,)), 而 它们 对 积分 的 贡献 
(极点 处 的 残 数 ) 随 7 的 增加 而 如 e 7 那样 衰减 .未 衰减 贡献 仅 来 自 实 极点 w" = 
-kv 一 i0. 因此 ,我 们 有 


(35. 16) 


| iet+inr 
Lbh)= -ee p eil( ee + kv,k,) ey 
回 到 方程 (35. 12) 和 (35. 13)， 人 我 们 求 得 
dp 
i 1 人 
在 计算 导数 dl,./dp 时 , 仅 对 (35. 17) 中 的 指数 因子 求 导 , 因 为 kvr7T >>1. 
现在 集合 所 得 表达 式 (35. 15 ) 一 (35. 18) ,并 完成 傅 里 叶 逆 变换 ,我 们 得 到 
所 要 的 具有 波 数 k =k, -的 回 波 势 的 下 列 形式 
p(t,x) =Re{A(t)e""}. (35. 19) 
振幅 4(1) 将 立即 写成 当 1 -7 一 %w 时 的 渐 近 极限 . 在 该 极限 ,对 w 的 积分 仅 由 极 
点 w=hv -i0 处 被 积 表达 式 的 残 数 确定 . 最 后 结 果 我 们 求 得 
1 @ -ia(t-r') 
4(t) = ime piper - 且 J 灾 Pr -rr 


(35.20 ) 


(2) 


Pur = 





(35.18) 


一 一 一 


QD 在 计算 中 ,必须 记 住 es, 仅 依 赖 于 IKi ,因此 ,在 本 节 的 记号 中 (这 里 类 亚太 ). 我 们 有 eal( w, -天 ) = 
el( ,下 )， 
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其 中 7 =k,7T/k,. 

回 波 振幅 的 这 个 表达 式 在 :=7' 为 最 大 ,并 和 且 最 大 值 正比 于 7, 即 两 脉冲 间隔 
时 间 . 在 极 大 值 的 任 一 侧 ,4(t) 减 小 ,但 按 不 同方 式 . 在 1-7' 一 % 的 极限 . 积分 
(35. 20 ) 由 被 积 表达 式 在 下 述 极点 处 的 残 数 渐 近 确定 ,这 种 极点 具有 最 小 数量 
的 负 虚 部 , 它 位 于 使 e,(hv,k) =0 处 , 虚 部 为 Im v = -y(k,)/k 岂 .在 最 大 值 的 
另 一 侧 , 当 上 -7' 一 -oo 时 ,积分 由 位 于 使 si( -kv,k) =0 的 极点 处 的 残 数 渐 近 
确定 ,对 此 Imv =y(K ) Ai ,因此 ,积分 围 道 必须 移动 到 复 "平面 上 半 平 面 内 . 结 
果 求 得 为 


Y(K1) 





Yk kas/k 





图 10 


A(t) ccexp[ -7y(i)(t-T)]， 当 上 -7T 一 oo ， 
k 
4(D <exp| -FY ) (7-0) |, 当 1 -TT'—-%. (35.21) 


因此 , 回 波 振幅 在 达到 最 大 值 前 以 增长 率 和 y(k,)/Ek 增 大 ,而 超过 最 大 值 
后 以 阻尼 率 y( 有 大 ) 减 小 . 图 10 阐明 所 研究 的 现象 .上 面 两 个 曲线 表明 在 1=0 和 
t=7T 所 施加 的 两 个 脉冲 中 势 的 变化 ,第 三 个 曲线 表明 回 波 的 形状 . 曲线 劳 还 标 
明了 相应 的 增长 率 和 衰减 率 . 

这 些 计算 忽略 了 碰撞 . 因此 ,定量 公式 (35. 20) 的 适用 性 条 件 要 求 , 在 给 定 
时 刻 i, 分布 函数 的 振荡 尚未 被 碰撞 的 影响 所 阻尼 掉 . 提前 借助 于 $41 习题 中 将 
要 得 到 的 结果 ,我 们 可 以 将 这 个 条 件 表述 为 

z(or)(por) t <<1， E3522 


个” 这 意味 着 所 有 波 数 上 << 1/a。. 于 是 y(k) 是 指数 式 小 量 ,并 随 上 的 增加 而 减 小 . 因为 < 后 ;从 而 
位 于 使 a1(kv,h) =0 的 极点 肯定 比 位 于 使 a1(hav,k3) =0 的 极点 更 远离 实 轴 ， 
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其 中 >(zr) 是 对 于 一 个 电子 的 库仑 碰撞 的 平均 频率 . 
8$36 浸 渐 电子 陷 俘 


让 我 们 考虑 ,缓慢 施加 的 有 势 电 场 中 ,等 离 体 电子 的 分 布 问题 . 令 工 为 场 程 
的 数量 级 ,而 r 为 场 变化 的 特征 时 间 . 我 们 将 假定 
7 >> L/v.. (36.1) 
同时 还 假定 7 远 小 于 电子 的 平均 自由 时 间 , 因 此 ,所 考虑 的 仍然 是 无 碰撞 等 离 
体 . 
根据 条 件 (36. 1) ,在 电子 穿越 场 的 期 间 可 以 认为 场 是 定常 的 . 同样 精确 度 
下 ,电场 中 的 电子 分 布 函数 也 是 定常 的 .在 8$27 末尾 已 经 注意 到 ,无 碰撞 动 理 方 
程 的 解 仅 依赖 于 粒子 的 运动 积分 ;而 对 于 定常 分 布 ,只 能 是 并 不 明显 依赖 于 时 间 
的 那些 积分 . 
我 们 将 仅 考 虑 一 维 情况 ,其 中 场 势 wp 仅 依赖 于 一 个 坐标 *. 这 时 因为 在 y 和 
z 方 向 的 运动 不 重要 ,我 们 将 仅 考 虑 按 动 量 p.( 和 按 坐 标 *) 的 分 布 范 数 上 
在 一 维 情况 ,运动 方程 有 两 个 积分 ,其 中 不 明显 依赖 于 时 间 的 (在 定 态 场 
中 ) 只 有 一 个 ,这 就 是 电子 能 量 
se = +U(%), (36. 2) 
其 中 U(x) = -ep(x). 因此, 定 态 分 布 郴 数 将 仅 以 (36.2) 的 组 合 形式 依赖 于 p， 
和 和 x: 
f=fLa(%,p,)]. (36. 3) 
函数 f(z) 的 形式 取决 于 边界 条 件 . 
令 场 Q(x) 具 有 势 刍 的 形式 (图 11a). 本 
数 Ke) 于 是 由 从 无 穷 远 到 达 势 又 的 电子 的 分 
布 确定 . 例如 ,如果 远离 势 垒 在 任 一 方向 电子 
都 是 空间 均匀 具有 温度 为 7, 的 平衡 分 布 , 则 “ 
在 整个 空间 出 现 玻 尔 效 坚 分 布 : 4. 





RE a 
/= rmt | a 
电子 气 的 密度 到 处 按 公 式 
N(x) = Ne (36.5) 图 11 


分 布 ,其 中 N。 是 远离 势 垒 的 密度 . 


QD 第 二 个 运动 积分 也 许 是 ,例如 , (在 某 特定 钥 间 ) 粒 子 坐 标的 初始 值 xo ,表达 为 时 间 上 和 沿路 径 的 
变量 坐标 x 的 函数 xo (t,x), 
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现在 令 场 具有 势 阱 的 形式 (图 11b). 于 是 具有 正 能 量 s 的 电子 的 分 布 ,又 是 
由 来 自 无 穷 远 处 粒子 的 分 布 确定 ,对 无 穷 远 处 的 平衡 分 布 , 能 量 es > 0 的 电子 在 
整个 空间 具有 玻 尔 兹 曼 分 布 . 但 是 在 这 个 情况 , 除 能 量 s >0 的 粒子 之 外 ,还 有 一 
些 粒 子 能 量 a <0, 这 些 粒子 在 势 阱 内 作 有 限 运 动 ,它们 是 被 * 陷 分 的 ”. 在 无 穷 远 
处 没有 se <0 的 粒子 ,从 而 采用 以 前 的 论据 ,其 中 认为 能 量 为 严格 守恒 量 , 要 给 出 
陷 俘 粒子 的 分 布 是 不 充分 的 . 我 们 必须 也 考虑 到 在 并 非 严 格 定常 的 场 中 能 量 的 
变化 ,结果 发 现 这 个 分 布 一 般 依赖 于 以 前 经 历 的 事件 ,这 就 是 在 其 中 施加 场 的 方 
式 (A. B. Typesuy ,1967 ). 

由 于 条 件 (36. 1) ,在 陷 俘 粒子 有 限 运动 周期 期 间 , 场 仅 稍微 变化 . 大 家 知 
道 ,在 这 种 情况 下 ,有 一 个 守恒 的 所 谓 浸 渐 不 变量 , 即 下 列 积分 


Yi -| nte -us x) ) 1]' ?dx, (36.6) 


(对 给 定 s 和 ,) 在 运动 的 两 个 界限 之 间 求 积 .3 这 个 量 现在 起 运动 积分 的 作用 , 陷 
俘 粒 子 分 布 函数 可 通过 它 表达 为 
fr =f H(t,e)), (36.7) 
其 中 能 量 e 又 是 假设 为 按 (36.2) 用 x 和 p, 来 表达 . 函数 (36.7) 的 形式 根据 下 述 
事实 确定 :当场 是 缓慢 施加 上 去 时 ,分布 函数 将 是 e 的 连续 函数 . 因此 ,对 于 陷 俘 
粒子 能 量 的 极限 值 ,函数 所 (7) 必 须 是 对 在 势 阱 以 上 作 无 限 运动 的 粒子 的 分 布 
鹃 数 . 
然而 ,如 图 11b 所 示 势 阱 的 情况 是 特别 简单 的 ,因为 如 果 场 是 缓慢 施加 上 
时 ,极限 能 量 仍 具有 恒定 值 零 .于 是 根据 所 述 边界 条 件 得 出 ,f, 简 化 为 常量 : 
f=f(0), (36. 8) 
其 中 f(a) 是 对 势 阱 以 上 粒子 的 分 布 函 数 . 现在 我 们 将 寻求 在 这 个 情况 下 电子 的 
空间 分 布 , 如 果 f(e) 是 玻 尔 效 曼 函 数 (36.4). 
将 有 具有。>0 和 s <0 的 电子 数 相 加 ,我 们 有 


-Jo 人 +2 [Oe p, = (2m1U01)'?, 


因数 2 是 考虑 到 具有 >0 和 p, <0 的 粒子 . 将 (36.4) 的 拟 s) 代 和 人 ,我 们 有 


N (tx] 全 和 -er |( /| | Ey To (36.9) 


其 中 引用 了 误差 图 数 
é 
a = edu (36. 10) 


当 上 <<1 时 ,将 (36. 10) 中 的 被 积 函 数 用 w 的 寡 展 开 ,我 们 求 得 


§37 准 中 性 等 离 体 * 137 ， 
2 
f(t) ~ 3 )- 
因此 , 陷 俘 在 浅 势 阱 (121 << 了 .) 内 的 电子 分 布 是 
Iw 4 ToL 
N.=No {1+ 也 | ] | (36. 11) 
第 一 个 校正 项 与 由 玻 尔 效 曼 公式 (36.5) 得 出 的 相同 ,但 下 一 项 校正 与 由 玻 尔 效 
曼 公 式 得 出 的 不 同 . 
当 & >>1 时 , 差 值 1 -erf(&) 是 指数 式 小 量 ( x exp( -EE)). 因 此 ,对 于 深 势 
阱 (1U1 >> 了 7 了.) ,只 有 (36.9) 括 号 中 的 第 二 项 才 重 要 ,而 
| 7 172 
N.(1,x) =2N, (7 ) | (36. 12) 
当 1U1 增 加 时 ,密度 的 增加 要 比 由 玻 尔 北 曼 公式 得 出 的 慢 得 多 . 
$37 准 中 性 等 离 体 


等 离 体 动 力学 方程 容许 对 于 下 面 一 大 类 现象 得 到 显著 简化 ;这 类 现象 具有 
长 度 和 时 间 的 特征 尺度 满足 下 列 条 件 :(1) 假设 等 离 体 中 不 均匀 性 的 特征 尺度 
L 远大 于 电子 德 拜 半径 ， 





a./L << 工 . 相 
(2 ) 假 设 过 程 的 速率 由 离子 的 运动 所 支配 ,因此 速率 的 特征 尺度 由 vj 给 出 , 它 远 
小 于 电子 速率 . (3) 离 子 的 运动 引起 电势 的 缓慢 变化 ,而 电子 分 布 浸 渐 跟随 这 种 
变化 . 
令 8N, 和 SN 分 别 为 受 扰 等 离 体 中 电子 和 离子 密度 的 变化 . 这 些 变化 导致 
等 离 体 中 未 补偿 电荷 的 平均 密度 5p =e(z8N; -SN。). 归 因 于 这 些 电 荷 的 电场 势 
由 泊 松 方程 


Ap = -4me(zSN ~ 8N.) (37. 2) 
确定 . 数量 级 上 ,Aw ~ wo/L. 因此 ， 
zON., -6N., l op 
8N. ] Am [WN | on 








如 果 场 很 弱 (ep << 了 .) , 则 电子 密度 的 变化 是 
SN, ~epN 了 

[参见 (36.11) ] ,于 是 

zSN, -SN. | qa: 

| a (37.4) 

对 于 具有 ep ~ 了 . 的 强 扰动 ,这 个 不 等 式 仍 有 效 : 因 此 8N。 ~ N., 从 (37.3) 又 得 到 

(37.4). 





.138 . 第 三 章 ”无 磁 撞 等 离 体 


因此 , 归 因 于 扰动 的 未 补 途 电 荷 密度 ,分 别 来 说 , 远 小 于 电子 和 离子 电荷 密 
度 扰动 ;这 种 等 离 体 称 为 准 中 性 等 离 体 .对 于 所 考虑 的 现象 范围 ,这 种 性 质 使 得 
等 离 体 中 的 势 分 布 能 够 正好 由 “ 准 中 性 方程 ” 

N =xN,, C379) 
以 及 对 于 离子 的 动 理 方程 和 表达 电子 的 “ 浸 渐 "分布 的 方程 一 起 来 确定 由 . 

当然 ,在 初始 瞬间 (如 果 我 们 考虑 具有 初始 条 件 的 问题 ) ,电子 密度 可 以 任 
意 规定 而 无 需 满足 不 等 式 (37.4). 然 而 ,结果 产生 的 强 电 场 引起 电子 的 运动 , 它 
迅速 地 (在 特征 “电子 ”时 间 内 ) 恢 复 电 中 性 (这 个 过 程 在 扩散 情况 下 曾 在 $25 
中 分 析 过 ). 

从 电动 力学 方程 (37.2) ,过 渡 到 条 件 (37.5) ,不 仅 意 味 着 等 离 体 动力 学 方 
程 的 极 重要 简化 ,而 且 意 味 着 它们 的 量 纲 结构 的 根本 变化 . 的 确 , 势 w 在 动 理 方 
程 中 和 在 电子 分 布 中 仅 作为 与 电荷 e 的 乘积 出 现 , 而 在 条 件 (37.5) 中 电荷 根本 
不 出 现 (与 方程 (37.2) 大 不 相同 ). 因此 ,通过 变换 

ep—y,， (37.6) 
电荷 e 从 方程 中 完全 消除 了 ,而 长 度 参量 ( 德 拜 半径 a.) 与 它 一 起 消失 . 

因为 方程 不 包含 长 度 参量 ,等 离 体 的 自 相 似 运动 是 可 能 的 . 这 样 的 解 出 现在 
当 问 题 的 初始 条 件 或 边界 条 件 中 也 不 含 长 度量 纲 的 参量 时 ,在 这 种 情况 所 腿 
数 只 能 以 组 合 形式 r/t 依赖 于 坐标 和 时 间 . 例如 , 设 等 离 体 初始 时 被 约束 于 半空 
间 x* <0. 在 时 刻 :=0,“ 约 束 被 解除 ”, 而 等 离 体 开始 向 真空 膨胀 . 电子 首先 开始 
运动 ,使 得 接近 边界 处 电子 密度 形成 一 过 渡 层 ,特征 宽度 ~ a.. 过 了 时 间 t, >> 
a./vr. 后 ,电子 运动 被 阻尼 而 电子 密度 淄 渐 地 跟随 势 而 与 玻 尔 兹 曼 公 式 一 致 .于 
是 所 有 量 的 变化 都 由 离子 的 运动 所 支配 . 因此 ,在 时 间 t, >> a./vn >> ae/vmr 后 ， 
边界 扩展 的 距离 远大 于 a.. 到 此 时 等 离 体 变 成 准 中 性 的 ,而 运动 是 自 相 似 的 .多 

我 们 可 以 写 下 关于 准 中 性 等 离 体 的 动力 学 方程 的 展开 形式 ,为 明确 起 见 , 采 
用 如 $36 中 所 示 那 样 ,电子 密度 到 处 具有 玻 尔 效 曼 分 布 

N= Ne (C37 7) 
的 特殊 情况 ;如果 场 没有 势 阱 , 则 这 个 分 布 不 受 慢 变 场 的 影响 . 根据 公式 (37.7) 
和 条 件 (37.5), 势 可 以 直接 用 离子 分 布 函 数 表达 为 


y =Tn 呈 =Ton[ 浆 [rap]， ( 玫 画 ) 
0 


DD 必须 强调 ,这 个 结果 本 身 对 有 碰撞 或 无 磁 撞 等 离 体 都 适用 . 还 注意 到 ,因为 不 等 式 (37.4) 的 推导 
并 不 涉及 弱 场 的 假设 .即使 当 等 离 体 的 电磁 性 质 不 能 用 电容 率 ( 邯 通过 假设 刀 和 五 之 间 的 线性 关系 ) 来 
描述 时 . 准 中 性 的 性 质 也 会 出 现 ， 

@@ 详细 情况 见 下 列 文 献 :A. B. TypeBsu. 下 . B. IIapH 上 ick3sg ,JI. TI. IIKTaeBcKH 艳 , 冰 3T@ ,49(1965) ,647; 
英 译 见 :A. VY, Gurevich, L. VV. Parifskaya，L. P. Pitaevskif，Soviet Physies JETP. 22{1966) ,449. 
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将 这 个 表达 式 代 人 离子 的 动 理 方程 ( 带 有 自治 场 E= -Vep); 我 们 得 到 
Vie 加 -Tn fp =0. tT) 
虽然 这 个 方程 是 非 线 性 的 , 它 的 解 不 依赖 于 等 离 体 平均 密度 ;如 果 f(it,r) 是 一 
个 解 , 则 Cf 也 是 解 , 带 有 任意 恒定 因子 C. 
必须 提 到 ,在 一 维 情况 ,方程 (37.9) 具 有 一 类 解 ,特征 是 在 其 肾 数 fi(1,x,p) 
中 , 仅 经 过 某 个 函数 yx(txz) 而 依赖 于 坐标 x 和 时 间 t: 
f=flx(t,x) ,pj. (37. 10) 
这 些 解 在 某 种 意义 上 类 似 于 寻常 流体 力学 中 的 简单 波 卫 . 
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对 于 具有 

ee (38.1) 
的 双 温 等 离 体 , 理 论 论述 是 特别 简单 的 . 在 $33 我 们 早已 看 到 ,在 这 种 情况 下 ， 
离子 声波 能 在 等 离 体 中 以 速率 ~ (7T./M)'” 传 播 . 这 个 速率 一 般 也 是 等 离 体 中 微 
扰 传 播 的 特征 速率 . 因为 (由 于 (38. 1)) 它 远大 于 离子 的 热 速率 ,对 于 等 离 体 运 
动 的 大 多 数 问题 ,一般 可 以 忽略 离子 速率 的 热 散布 . 于 是 ,等 离 体 离子 组 分 的 运 
动 , 在 “ 单 流体 近似 ”中 用 速度 =v ,来 描述 ,这 个 速度 是 空间 中 位 置 ( 和 时 间 ) 的 
指定 函数 ,满足 方程 


Mm =ezE, 

或 

之 +(e “V)Y = EE (38.2) 
这 个 方程 要 与 连续 性 方程 

A (38. 3) 

at 
和 确定 电场 势 pg{ 因而 场 E= -V9) 的 泊 松 方程 

Ap = -4ne(zN, ~ N.) (38.4) 
相 结 合 . 


至 于 电子 ,在 以 速率 v<(7T./M)'”<<vi. 运 动 的 等 离 体 中 ,电子 分 布 浸 渐 跟 
随 场 分 布 . 正如 我 们 在 $36 中 看 到 的 ,电子 密度 NN. 的 特定 表达 式 , 于 是 很 大 程 
度 上 依赖 于 场 的 性 质 .对 于 没有 势 阱 的 场 , 它 简单 地 由 玻 尔 兹 曼 公 式 (37.7) 给 


QD” 见 下 列 文献 :Typesuy A. B. , ITnTtaeBsckn# 刀 . II. 一 冰 3Td ,1969 ,7T,56 ,1778. 
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出 ,所 以 方程 (38.4) 变 成 
zN 二 
Ap = -4meNo( 大-er (38.5) 


方程 (38.2) ,(38.3) 和 (38.5) 形 成 关于 函数 v ,N 和 ep 的 完备 方程 组 . 对 于 
准 中 性 等 离 体 ,它们 还 可 以 进一步 简化 :在 这 个 情况 , 按 (37.8) 我 们 有 


zlN. V AN 
ep = 了 -ln 六 ， eE = -Ty (38.6) 
而 (38.2) 可 重 写 成 下 列 形式 
OV a Z 了 。 VN 
a . V)v 二 站 (38.7) 


方程 组 (38.3) 和 (38.7) 形 式 上 与 具有 粒子 质量 M 和 温度 z7. 的 等 温 理想 气体 
的 流体 力学 方程 完全 相同 ,这 种 气体 中 的 声速 是 (zT./M)“, 与 离子 声波 的 速率 
的 表达 式 一 致 ,在 这 个 近似 下 没有 波 的 色散 . 

上 述 与 流体 力学 的 类 比 需 要 相当 大 的 保留 . 大 家 知道 ,流体 力学 方程 并 非 总 
有 在 整个 空间 连续 的 解 . 寻常 流体 力学 中 没有 连续 解 意味 着 形成 冲击 波 , 即 物理 
量 发 生 间 断 的 曲面 . 在 无 碰撞 流体 力学 中 没有 冲击 波 , 因 为 冲击 波 本 质 上 归 因 于 
能 量 耗 散 ,但 在 这 种 情况 并 不 出 现 耗 散 . 因此 ,没有 连续 解 意味 着 , 准 中 性 假设 在 
空间 某 个 区 域 受 到 破坏 . 在 这 类 区 域 (约定 称 为 无 碰撞 冲击 波 ) ,物理 量 对 坐标 
和 时 间 的 依存 性 是 振荡 性 的 ,这 些 振荡 的 特征 波长 不 仅 由 问题 的 特征 尺度 确定 ， 
而 且 还 由 等 离 体 的 内 训 性 质 , 即 其 德 拜 半径 确定 开 . 

现在 让 我 们 转 到 更 一 般 方程 (38.2) 一 (38.4) , 它 并 不 假设 准 中 性 等 离 体 的 
条 件 . 这 些 方程 的 一 个 重要 性 质 是 ,它们 具有 一 维 解 ,其 中 所 有 量 仅 以 组 合 形式 
£ =% -ut 而 依赖 于 变量 1: 和 x%, 这 里 4 为 常量 . 这 类 解 描述 以 速率 4 传播 而 不 改 
变 轮廓 的 波 . 如 果 我 们 变换 到 以 速率 u 相对 于 原 坐 标 系 运动 的 参考 系 , 则 等 离 体 
运动 变 成 定常 的 . 这 种 类 型 中 最 有 意思 的 解 , 是 在 空间 为 周期 性 的 那些 解 和 在 两 
个 方向 无 穷 远 处 都 减 小 的 那些 解 ; 后 者 通称 孤 波 或 孤子 多 ( A. A. BeneHoB, E. II. 
BemaxoB ,P. 3. CarneeB ,1961 ) . 

如 果 对 & 求 时 用 撤 号 表示 ,由 (38.2) 和 (38.3) 我 们 有 


(vp—-u)v’ = -9 (N.v)’' -LNI =0， 


QD 无 碰撞 冲击 波 的 概念 是 由 萨 格 捷 耶 夫 引 进 的 , 见 Carnees P. 3. 一 CO6opHHK 《Bonpocbl Teopun 
rmasMEI》. 1964 , Bbin. A.c. 20. 关于 若干 特殊 情况 下 的 这 类 结构 曾 由 古 列 维 奇 , 皮 塔 耶 夫 斯 基 (A, B， 
FypeBxa， 刀 . II. [ITaeBcKH 许 ) 给 出 , 见 孙 3T@ ,65(1973).590. { 英 译 见 A.V. Gurevich, ，L，P，Pitaevyskiil ，So- 
viet Physics JETP ,38(1974 ) ,291. ). 

名” 源 自 英文 词汇 solitary( 孤立 的 ,单独 的 )， 
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为 简单 起 见 ,我 们 采用 z=1. 
采用 当 & 一 wm 时 gp =0,v=0,N,= WN 的 边界 条 件 , 对 上 列 方程 积分 ,我 们 求 
得 


ee uw (ao 
和 (38. 8 ) 
二 一 
Nm = N, 一 - No TE ao/ MI (38.9) 
方程 (38.4) 给 出 pg" = -4me(Ni -Ne.) ,或 , 乘 以 2p' 并 积分 后 ， 
po” = -8me | [Ne) -N.(p)1de. (38. 10) 


函数 N(ep) 取 自 (38.9) ,而 N.(p) 由 $36 中 公式 给 出 .在 所 考虑 的 波 中 ,我 们 到 
处 有 wp >0, 如 由 (38.8) 所 看 到 的 . 在 这 种 场 中 一 个 电子 的 势能 是 U= -ep<0， 
即 场 对 电子 形成 势 阱 . 

方程 (38. 10) 表明 ,确定 波 轮廓 pg(#) 的 问题 简化 为 求 积 分 . 同时 ,速率 w 直 
接 与 波幅 相 联 系 , 即 与 pg(&) 的 最 大 值 (我 们 用 w。 表示 ) 相 联系 . 当 gp = gq。 时 ,我 
们 必须 有 pg' =0. 令 (38. 10) 右 边 的 积分 为 零 ( 并 完成 第 一 项 的 积分 ) ,我 们 得 到 


we 1- (20.) ]- 





M 
=- | N.(p)dp， (38. 11 ) 
它 原则 上 确定 & 作为 pu 的 函数 . 同时 很 明显 我 们 必须 有 
2ep, /Mu’ < 1. (38 12 ) 


这 个 条 件 ,一 般 来 说 ,对 波幅 w。( 因 而 速率 v) 的 可 能 值 设 置 了 一 个 上 限 . 

还 要 注意 到 ,关于 碰撞 完全 可 以 忽略 的 情况 ,必需 场 频率 w 远大 于 电子 和 
离子 两 者 的 特征 碰撞 频率 wx 和 vw. 但 是 因为 v. ~(M/m)“v, >>v.( 见 $43), 能 
够 出 现 v. >> w >>v; 这 样 一 种 情况 . 因而 在 这 种 情况 下 碰撞 对 离子 的 运动 依然 
没有 任何 影响 ,而 即使 存在 势 阱 情况 下 ,但 电子 也 可 认为 具有 玻 尔 兹 曼 分 布 . 


习 题 
对 于 电子 按 (36.11) 分 布 的 等 离 体 . 确定 其 中 弱 孤 波 (epaZT. <<1) 的 轮廓 
和 速率 (A.B. TypeBra. 1967 ) . 


解 :在 (36.11) 中 ,所 有 项 必须 都 保留 ;因为 孤 波 的 形成 归 因 于 表达 式 中 最 
后 的 非 线性 项 .用 (38.11) 的 计算 给 出 


-天 [1*1( 约 ) ] 
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波 轮 廊 通 过 方程 (38. 10) 的 积分 求 得 为 
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(无 耗 散 介质 中 ) 存 在 具有 稳定 轮廓 的 非 线 性 波 是 与 存在 色散 紧密 相 联 系 
的 . 在 无 色散 介质 中 ,如 果 考 虑 到 非 线性 ,必然 破坏 波 的 稳定 性 ,轮廓 上 各 点 的 传 
播 速度 依赖 于 那些 点 的 振幅 , 它 导 致 波 轮廓 的 畸变 . 例如 ,理想 可 压缩 流体 的 流 
体力 学 中 , 非 线性 效应 导致 波 前 陡 度 渐 增 ( 见 第 六 卷 , $ 94). 至 于 色散 , 它 导致 
波 轮廓 逐渐 平滑 . 两 个 效应 可 能 相抵 消 , 导 致 波 轮 廓 稳定 . 

在 这 一 节 中 ,我们 将 一 般 地 来 研究 这 些 现象 ,无 耗 散 弱 色散 介质 中 考虑 到 弱 
非 线 性 的 相当 广泛 的 一 类 情况 下 的 波 传播 现象 . 

令 uu 为 忽略 色散 时 线性 近似 下 的 波 传播 速率 . 在 这 个 近似 下 ,对 平行 于 > 
轴 方 向 上 的 一 维 波 传播 ,所 有 量 仪 以 组 合 形式 上 =x ~ uot 而 依赖 于 * 和 + 上 这 个 性 
质 可 以 用 微分 方程 形式 


来 表达 ,其 中 4b 表示 波 中 任 一 振荡 量 . 
恒定 速率 u, 对 应 于 色散 关系 为 w = wok 的 波 . 在 色散 介质 中 ,这 个 关系 正好 
是 函数 w(k) 用 小 量 k 作 徊 展开 式 的 第 一 项 . 考虑 到 下 一 项 ,我 们 用 
w = uk - Bk, (39. 1 ) 
其 中 B 是 一 个 常量 , 它 原则 上 可 正 可 负 . 
在 线性 近似 下 ,描述 具有 这 种 色散 的 介质 中 波 ( 在 一 个 方向 ) 传 播 的 微分 方 
程 是 


的 确 , 对 于 其 中 be exp( -iwt +ikx) 的 波 , 由 此 得 出 (39. 1 ). 

最 后 ,考虑 到 非 线 性 导致 方程 中 出 现 ”的 更 高 阶 项 . 对 于 恒定 8( 不 依赖 于 
x) ,简单 对 应 于 均匀 介质 的 情况 ,这 些 项 无 论 如 何 应 满足 变 为 零 的 条 件 . 仅 考虑 
含有 最 低 阶 导数 的 项 (很 小 !) ,我 们 写 出 弱 非 线性 波 的 传播 方程 为 





DD wk) 可 以 被 展 成 上 的 奇 次 竺 这 事实 ,是 物理 量 必须 为 实数 这 样 的 考 于 得 出 的 . 对 于 介质 的 原始 
物理 运动 方程 组 仅 含 有 实物 理 量 和 参量 , 虚数 单位 i 只 是 通过 在 这 些 方程 中 代 人 正比 于 exp( -iat+ ikx) 
的 解 时 才 出 现 , 因此 由 于 这 个 代 换 得 出 的 色散 关系 确定 iw 为 的 具有 实 系数 的 函数 ;这 种 函数 的 展开 必 
须 仅 包括 达 的 奇 次 寡 . 在 耗 散 介质 的 一 般 情况 ,w(k) 是 复数 (w=w' +iw”) ,因此 所 作 陈 述 指 频率 的 实 部 
w'{ 上 ), 根据 同样 理由 ,w"(A) 的 展开 式 将 仅 包 含 上 的 偶 次 每 ， 
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tu +B s+ab l=0, (39. 2) 
其 中 a 是 一 恒定 参量 , 它 又 是 原则 上 可 正 可 负 代 . 
为 简化 这 个 方程 ,我 们 用 新 变量 代替 *, 用 一 新 未 知 国 数 a 代替 4, 它们 的 
定义 为 
t=xX-ut, a=ab. (39. 3) 
于 是 我 们 得 到 
oe 0a - 
ot 9é 96 
这 种 形式 的 方程 称 为 KdV 方程 外 ,为 明确 起 见 ,我 们 将 首先 选用 B >0 的 特殊 情 
况 . 
我 们 感 兴趣 的 是 描述 具有 定常 轮廓 波 的 解 . 在 这 类 解 中 ,函数 a(t,é) 仅 依 
束 于 差 值 &- vot, 其 中 v。 是 某 个 常量 : 





0. (39.4) 


a =a(é -v1); (39.5) 
而 波 的 传播 速率 是 
u = uo + Vo. (39.6) 
将 (39.5) 代 入 (39.4) 并 用 撤 号 来 表示 对 的 求 导 , 我 们 得 到 方程 
Ba” +aa’ -va’ =0. (39.7) 
我 们 注意 到 它 对 下 列 变换 
aat+V, vv 十 了 (39. 8 ) 


是 不 变 式 ,其 中 是 任意 常量 . 
方程 (39.7) 的 第 一 积分 是 
| 


2° 


Ba” + -voa = 
乘 以 2a' 并 再 作 一 次 积分 给 出 
Ba” = -ta toa+e, (39. 9) 
方便 的 是 用 (39. 9) 右 边 三 次 方程 的 三 个 根来 代替 三 个 常量 wv。 ,ci ,cs. 如 果 用 ai ， 
az ,aa 来 表示 这 三 个 根 , 于 是 


Ba” = -a -a)(a-a) (a -a). (39. 10) 


OD 然而 ,为 避免 误解 ,必须 强调 , 弱 非 线性 的 这 个 形式 决 不 是 普 适 的 . 例如 ,由 电子 分 布 (36. 11 ) 
( $38, 习题 中 所 用 的 ) 中 最 后 一 项 引起 的 等 离 体 中 波 传播 的 弱 非 线性 会 对 应 于 例如 (39,2) 那 样 的 方程 
中 cy63b/9x 的 一 项 . 

四 ”这 是 科 尔 特 威 格 和 德 弗 里 斯 (D.]. Korteweg，G. de Vries(1895 ) ) 对 浅水 表面 波 推 导出 来 的 . 
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常量 w 与 新 常量 的 关系 是 
oo = 了 (al + +as). (39. 11 ) 


我 们 将 仅 关 心 方程 (39. 10) 中 使 le(E) 1 为 有 界 的 解 ;lal 的 无 限 增加 会 与 弱 
非 线 性 的 假设 相 矛 盾 . 容易 看 出 如 果 根 a ,a,,a; 不 全 是 实数 ,这 个 条 件 不 能 满 


足 . 因为 , 令 o 和 a,( =a' ) 为 复数 ;于 是 (39. 10) 右 边 变 成 la - a1*(a， a 


没有 什么 能 防止 a 趋 回 - o . 

因此 常量 a, ,a;,a, 必须 是 实数 ; 令 它 们 按 次 序 使 a, > ax > a;. 因为 方程 
(39. 10) 右 边 的 表达 式 必 须 为 正 ,函数 a(&) 只 能 在 a, 宇 a=a, 范围 内 变化 . 不 失 
一 般 性 ,我们 可 以 令 a; =0; 通 过 (39. 8) 类 型 的 变换 总 可 以 达到 这 一 点 . 用 这 种 
选择 ,我 们 将 方程 (39. 10) 重 写成 


Ba” =3(a, -a)(a-a,)a. (39. 12) 


这 个 方程 的 解 在 a, =0 和 a, 关 0 的 两 种 不 同情 况 下 具有 不 同性 质 . 在 第 一 种 情 
况 (a; =0,a, >0) 下 ,方程 的 积分 给 出 


6 -ae (各 有 ， (39. 13 ) 


# 的 零点 取 在 函数 的 极 大 值 处 (这 里 各 今后 ,为 简化 记号 ,我 们 将 波 轮廓 写成 茶 
给 定 瞬间 1=0 时 é&( =x) 的 函数 ). 这 个 解 描 述 孤 波 (或 弧 子 ): 当 一 +w 时 , 卫 
数 a(#) 与 其 导数 一 起 成 为 零 . 常量 a, 给 出 孤子 振幅 ,而 其 宽度 随 振幅 增加 而 按 


a- 2 减 小 . 按照 (39. 11) 有 tw = 地 ,因此 孤子 的 速率 是 


w= + 0/3. (39. 14) 
这 速率 wu > uw 而 且 随 振幅 增加 . 
这 里 再 次 提醒 ,对 于 由 KdV 方程 所 描述 的 过 程 ,假设 了 非 线 性 很 弱 . 这 个 条 
件 具 有 明显 意义 :例如 ,如 果 a 是 介质 密度 的 改变 ,这 个 改变 必须 远 小 于 未 受 扰 
密度 . 同时 ,这些 过 程 的 “ 非 线 性 程度 "还 由 另外 的 量 纲 为 1 的 参量 L(a,/B)“ 来 
描述 ,其 中 工 是 一 特征 长 度 而 a, 是 微 扰 的 振幅 . 这 个 参量 定义 非 线 性 和 色散 的 
相对 重要 性 , 它 可 以 或 者 小 (如 果 色 散 占 优势 ) 或 者 大 (如 果 非 线性 占 优势 ). 对 
于 孤子 ,其 宽度 L~(B/al)”, 该 参量 是 1 的 量 级 . 
现在 让 我 们 转向 a, zz0 的 情况 . 在 此 情况 下 ,方程 (39. 12) 的 解 于 是 描述 无 
限 广 延 的 空间 周期 性 波 . 方程 的 积分 给 出 
|) (39. 15 ) 


其 中 F(s,p) 是 第 一 类 椭圆 积分 : 
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音 


F(s,p) = | 一 -名 一 天 (39. 16 ) 


0 (1 -ssin p) 


, CGI -4a 22 
有 1 一 一 ; (39. 17 ) 
2 } 


才 的 零点 取 在 函数 a(&) 的 一 个 最 大 值 处 . 
利用 雅 可 比 椭圆 函数 对 公式 (39. 15 ) 求 逆 , 我 们 有 


oa/ 3): (39. 18 ) 


这 是 一 个 周期 函数 , 按 坐 标 x 的 周期 (波长 ) 是 


和 二 BF (TT,s) =4 ci (39. 19) 
a 2 a 


其 中 K(s) 是 第 一 类 完全 椭圆 积分 . 函数 (39. 18) 在 一 个 周期 内 的 平均 值 是 
ss EE(s) 
a = | "eu=。 汪汪 
其 中 E(s) 是 第 二 类 完全 酉 圆 积分 . 很 自然 的 是 考虑 振荡 量 的 平均 值 为 零 的 一 个 
周期 波 . 利用 变换 (39.8) ,并 从 函数 (39. 18) 中 减 去 平均 量 (39. 20) ,就 总 可 以 达 
到 这 点 . 于 是 波 传播 速率 是 


具有 全 








(39. 20 ) 


Qi i E(s) 


和 
小 振幅 振荡 a, -a, 对 应 于 参量 值 ; <<1. 应 用 近似 表达 式 





w=u+ | (39. 21) 
s” ss 
dn(z,s) 一 1 -0 +c 27, fe 


我 们 发 现在 这 个 情况 下 , 解 (39. 18) 正 该 变 成 谐 波 


a = 一 一 一 一 + 





Ql 
cos kx, k= | 一 ， 


3B 
速率 (39. 21) 变 成 w =u。 -a =u, -Bk ,与 (39.1) 一 致 
大 振幅 的 相反 极限 情况 (在 所 考虑 的 波 模型 中 ) 相 当 于 a, 一 0 和 s 一 1. 用 极 
限 公式 


Ee 
K(s) ~ Fn #1, 
我 们 发 现在 这 个 极限 ,波长 对 数 式 增 长 





四 ”为 了 避免 与 波 数 混 消 ,椭圆 积分 的 通常 参量 上 用 * 代替 来 表示 . 
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a2 16a 
= eh ee (39. 22) 
| 0 


换 句 话说 ,相继 的 波 腹 进一步 互相 分 离开 . 借助 于 s =1 时 饮 数 dn z 的 极限 表达 
式 ( 它 对 有 限 z 是 有 效 的 )dn z=1/ch z, 由 (39.18) 可 获得 每 个 波 腹 附近 的 波 轮 
廓 ,结果 又 回 到 公式 (39. 13). 因此 ,在 极限 :一 1 ,周期 波 分 成 相距 很 远 的 一 连 串 
孤子 . 

迄今 我 们 假设 B >0. 对 于 B <0 的 情况 并 不 需要 专门 考虑 ,因为 在 方程 
(39.4) 中 8B 的 变 号 相当 于 变换 E->-&,a 一 -a. 因为 这 样 的 变换 将 (39.5) 中 的 
自 变 量 -vot 变 成 -& -vot, 波 传播 速率 变 成 =u -ww. 例如 ,对 孤子 的 上 述 结 
果 的 改变 仅 是 a(&) 变 为 负 , 而 孤子 的 速率 wu < wo. 

KdV 方程 共有 基 些 特征 ,导致 若干 一 般 定 理 . 这 些 是 以 KdV 方程 与 苹 定 计 
类 型 方程 的 本 征 值 问题 之 间 的 形式 关系 为 基础 的 (C.S. Gardner, J. M. Creene， 
M.D. Kruskal, R. M. Miura ,1967 ) . 

让 我 们 考虑 方程 

2 ld ,6 +e |w =0; (39. 23) 

再 次 选用 6 >0 的 特殊 情况 . 这 个 方程 具有 薛 定 请 方程 的 形式 , 带 有 -a(i,é) 作 
为 势能 , 它 还 依赖 于 参量 上 令 函 数 a(tE) 在 上 的 某 个 范围 为 正 , 而 当 二 一 土 o 
时 , 它 趋 于 零 . 于 是 方程 (39.23) 具 有 本 征 值 se 相当 于 “在 势 阶 -a(t,E) 中 的 有 
限 运 动 ” ,因为 a 依赖 于 上 ,这 些 本 征 值 一 般 也 依赖 于 上 

我 们 将 证 明 ,如果 函数 a(t&,t) 满 足 KdV 方程 (39.4) , 则 本 征 值 e 并 不 依赖 
二 

按 (39. 23) 将 a 表达 为 


， 孜 一 -6p (+) 
并 代入 (39.4) ,我 们 通过 直接 计算 后 求 得 
EyA YA)’ (39. 24) 
其 中 
A(1,6) =68( 二 中 - A ME (39. 25) 
B ot 6 \ 


这 里 重要 的 是 (39. 24) 右边 结果 是 通过 表达 式 4 对 & 的 导数 表达 的 ,这 个 表达 
式 当 & 一 +%w 时 成 为 零 (我 们 注意 到 方程 (39.23) 的 离散 谱 本 征 函 数 在 盛 穷 远 处 
为 零 ). 因而 方程 (39.24) 对 专 从 -% 至 % 的 积分 ,给 出 
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而 且 , 因 为 这 里 函数 东 的 归 一 化 积分 的 有 限 值 , 由 此 可 见 de/dt =0 
现在 我 们 将 证 明 ,对 于 (39. 13) 形 式 的 定常 “ 势 "a(&) 的 情况 ,方程 (39. 23 ) 
总 共 只 有 一 个 离散 本 征 值 ,相当 于 单 孤子 . 用 这 个 “ 势 " ,方程 (39. 23) 具 有 形式 


"+ (ic to) =0, (39. 26) 
其 中 
a,) a, \1!2 
ww = er . (39. 27) 


方程 (39. 26 ) 的 离散 本 征 值 由 下 列 公 式 





_ , i 4U, 
Cn 一 Qa (s n) ， S$ 二 2 ] + 人 


2 


n=0,1,2， 
给 出 ,其 中 我 们 必须 有 nm <s( 见 第 三 卷 ， $ 23 ,是 4). 对 于 (39.27) 的 参量 值 有 : 
=1 ,所 以 只 有 一 个 本 征 值 ， 

a (39. 28) 

然而 ,如 果 “ 势 "a(1,é) 代 表 彼 此 间隔 很 大 的 孤子 总 体 (使 得 它们 之 间 没 有 
“相互 作用 ”) , 则 方程 (39. 23) 的 本 征 值 谱 由 每 个 势 阱 中 的 “能 级 "(39. 28 ) 相 加 
组 成 ,每 个 能 级 由 相应 孤子 的 振幅 a, 确定 . 

因为 孤子 传播 速率 随 振幅 增加 ,具有 大 振幅 的 孤子 最 终 总 将 超过 具有 和 较 小 
振幅 的 孤子 . 因此 ,任意 初始 的 彼此 间隔 很 大 的 孤子 总 体 经 过 一 系列 相互 “ 碰 
撞 " 后 ,最 终 将 变 成 按 增幅 序 排列 的 孤子 总 体 ( 我 们 记 住 ,KdV 方程 所 描述 的 所 
有 扰动 沿 同 一 方向 传播 !). 

上 述 结果 立即 导致 下 列 重要 结论 :初始 的 和 最 终 的 孤子 总 体 在 孤子 总 数 和 
孤子 振幅 方面 都 相同 ,所 不 同 的 只 是 孤子 在 总 体 中 的 排列 次 序 . 这 是 由 下 列 事实 
直接 得 出 的 :每 个 单独 的 孤子 对 应 于 一 个 本 征 值 ,而 这 些 本 征 值 并 不 依赖 于 时 
间 . 

占据 空间 有 限 区 域 并 按 Kdy 方程 演化 的 任何 正 的 (a >0) 初 始 扰动 ,最终 将 
分 裂 成 单独 孤子 的 总 体 , 其 振幅 不 依赖 于 时 间 . 这 些 孤子 振幅 和 孤子 数 ,原则 上 
可 以 通过 确定 方程 (39. 23) 在 以 初始 分 布 a(0,t&) 作 为 “ 势 " 下 的 离散 本 征 值 谱 
而 求 得 . 然而 ,如果 初始 扰动 还 包括 a <0 的 区 域 , 其 演化 将 产生 一 个 波 包 , 它 还 
渐 扩展 开 而 并 不 分 裂 成 孤子 . 

然而 ,为 避免 误解 ,我 们 将 更 精确 地 规定 所 谓 KdV 方程 中 初始 扰动 的 意思 . 
介质 中 某 个 瞬间 所 形成 的 一 个 实际 扰动 ,在 其 ( 某 种 意义 上 由 按时 间 为 二 阶 的 
完全 波 方程 所 描述 的 ) 演 化 过 程 中 ,一 般 地 分 开 成 分 别 沿 正 x 方向 和 沿 负 zx 方 回 
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传播 的 两 个 扰动 . 因此 ,一 旦 分 成 两 个 扰动 后 ,我 们 立即 选取 其 中 一 个 作为 KdV 
方程 的 “初始 ”扰动 . 


习 题 
对 于 具有 T, << 了 . 的 等 离 体 中 的 离子 声波 ,确定 方程 (39.2) 中 的 系数 a 和 


解 :色散 系数 BB 由 (33.4) 通 过 按 小 量 ka。 展开 而 求 得 


1 ， 


其 中 心 =(z7T./M) 

在 确定 非 线性 系数 a 时 ,我 们 可 以 忽略 色散 , 即 考虑 [一 0 的 极限 情况 . 在 这 
个 极限 ,等 离 体 总 可 认为 是 准 中 性 的 ,因此 相应 地 可 用 等 温 理想 气体 的 流体 力学 
方程 (38.3) ,(38.7) 来 描述 . 令 Ni = No +SN, 我 们 可 以 把 这 些 方程 写成 准确 度 
直至 小 量 SV 和 vw 的 二 阶 项 . 在 这 些 二 阶 项 中 ,我 们 可 以 令 =uo5N/No ,如 在 沿 
正 x | 为 线性 近似 下 的 波 速 ). 于 是 方程 变 成 


3SN Ov 2L0 a8N 
二 一 +N = -vON) = -一 SN 一 一 
Bt 0 (上 ) 人 


Ov uo SN us ON Ov _ 
at Ny ox a a 


将 第 一 个 方程 对 1 求 导 , 第 二 个 方程 对 x 求 导 , 并 消去 9 v/63i9x ,我们 求 得 
2uo 
(总 -m 记 ) ( 言 +m 训 Jaw= -共计 (3N 5 ) 
同样 准确 度 下 ,我 们 用 -uo9/6x 来 代替 右边 的 求 导 符号 9/9t 和 左边 的 差 9/9t - 
uo9/9x 中 的 求 导 符号 9/9t. 最 后 ,在 两 边 消去 求 导 符号 9/9x 并 将 结果 与 (39.2) 
比较 ,我 们 有 
Qa = Lo/ No. 
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$ 29 和 $31 中 在 计算 无 碰撞 等 离 体 的 电容 率 时 ,我们 完全 忽略 了 所 有 量子 
效应 . 这 样 所 获得 的 结果 是 有 局 限 性 的 . 首先 ,在 温度 方面 受到 非 简 并 性 条 件 的 
限制 ;对 于 电子 ,这 个 条 件 是 
T >> er ~ WEN /m, (40.1) 
其 中 er | 是 T=0 时 费 米 分 布 的 极限 动量 , 它 与 电子 数 密度 N, 的 
关系 有 pi/(3m 堪 ) = 
而 且 ， we 应 用 于 外 场 中 的 等 离 体 ,这 种 可 能 性 本 身 涉 及 对 
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场 的 频率 w 和 波 矢 大 所 强加 的 某 些 条 件 . 场 发 生变 化 的 特征 距离 ( ~ 1 ) 必须 
远大 于 电子 德 布 罗 意 波长 jjP ,而 与 此 不 均匀 性 有 关 的 动量 的 相应 不 确定 性 ( ~ 
不 ) 必须 远 小 于 电子 热 分 布 扩展 区 域 的 宽度 ( ~ TW/5). 对 于 非 简 并 性 等 离 体 ,p ~ 
T/5 ~ (m7T) ,所 以 这 两 个 条 件 相 重合 . 对 于 简 并 性 等 离 体 ,p ~ps,v ~ve =py/m， 
但 7/5<5, 因 为 7<e;. 因此 要 求 


hk << 了 ， ( 40. 2) 
这 对 两 种 情况 都 是 充分 的 . 最 后 ,频率 必须 满足 条 件 
hw << ev， (40. 3) 


场 能 量子 必须 远 小 于 电子 平均 能 量 ( 但 这 个 条 件 其 实 通常 是 不 重要 的 ). 

现在 让 我 们 考虑 等 离 体 的 介 电 性 质 , 对 电子 组 分 不 强加 条 件 (40. 1) 一 
(40. 3 ) ; 而 离子 组 分 可 以 仍然 是 非 简 并 性 的 .我 们 将 计算 电容 率 的 电子 贡献 部 
分 . 关于 等 离 体 粒子 间 的 相互 作用 可 以 忽略 的 条 件 ,假定 还 是 满足 的 

e NI <<E; (40.4) 

当 8 ~ esp, 这 变 成 NN ”>> me /所 ,或 e/(jiv;) <<1( 参 见 第 五 卷 , 880; 第 九 卷 ， 
§ 85 ) . 

放弃 条 件 (40.2) 意 味 着 从 一 开始 就 必须 应 用 关于 密度 矩阵 的 量子 力学 方 
程 .因为 忽略 电子 间 的 相互 作用 ,我 们 可 以 立即 写 出 对 单 粒 子 密度 矩阵 p,,, (i， 
rr )( 其 中 co 和 o, 是 自 旋 指标 ) 的 闭合 方程 . 我们 将 假设 电子 分 布 不 依赖 于 
自 旋 , 换 句 话说 ,密度 矩阵 对 自 旋 指 标的 依存 关系 分 开 成 为 因子 5。,。 ,后 者 将 被 
省 略 掉 . 不 依赖 于 自 旋 的 密度 和 矩阵 p(t,r, ,r,) 满 足 方程 


hE (HH )p, (40. 5) 


其 中 在 是 外 场 中 的 电子 哈密 顿 算 符 ,而 下 标 1 和 2 表明 算 符 所 作用 的 变量 (mr 
或 r,)( 见 第 三 卷 , $ 14) . 这 个 方程 代替 了 关于 经 典 单 粒 子 分 布 困 数 的 经 典 刘 维 
尔 定理 df/dt =0. 

像 $29 中 那样 ,我们 将 计算 纵向 电容 率 . 因此 ,我 们 考虑 具有 标 势 为 p(ti,r) 
的 电场 ,从 而 电子 哈密 顿 算 符 变 成 


_h v2 
Se eof t,r). (40.6) 


并 
1 


假定 为 弱 场 ,我 们 令 
P=po(r, ~rT2) + Hp(i,r, ,T,), (40.7) 
其 中 p。 是 未 受 扰 定常 和 均匀 (但 不 一 定 平 衡 ) 状 态 气体 的 密度 和 矩阵 ;由 于 均 勺 性 
po 仅 依 赖 于 差 值 尺 = rm -六 :密度 矩阵 po。(R) 与 (未 受 扰 ) 电 子 动量 分 布 函数 
no(p) 由 公式 


n,(p) = |po(R)e dx (40. 8) 
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相 联 系 , 其 中 .人 是 电子 总 数 ( 见 第 九 卷 (7.20)). 这 里 函数 n(p) 定 义 为 动量 和 
自 旋 分 量具 有 确定 值 的 电子 的 量子 态 的 占有 数 . 具有 自 旋 分 量 的 任 一 值 而 在 动 
量 空间 体积 元 dp 内 的 态 数 是 2d p/(27) .因此 m(P) 与 以 前 所 用 分 布 函 数 
f(p) 由 关系 式 


_ 2n(p) 
fl(p) =- ny (40.9) 





相 联 系 . 
将 (40.7) 代 入 (40.8 ) 并 省 略 二 阶 小 项 ,我 们 得 到 对 密度 矩阵 的 小 校正 的 线 
性 方程 
[ 计 志 + 下 (A， ~- As) | 8p( tr, ,7,) = 


= -el[gp(t,7) -p(t,r,) po(r, -7,). (40. 10) 
令 @ 
p{i,r) 和 ( 40. 11) 


于 是 (40. 10) 的 解 对 和 r+r,( 以 及 对 时 间 1) 的 依存 关系 可 以 通过 令 





ip =exp| -iot| gu(r —r,) (40. 12) 
而 分 开 . 将 这 个 表达 式 代 人 (40. 10) ,我 们 得 到 关于 g(R) 的 一 个 方程 : 
i Ee -A 
| ot ( vi) -2 (v -i ) | gCR) = 
= a R/2 0 
现在 我 们 可 以 在 此 方程 中 转向 相对 于 尽 的 傅 里 叶 展 开 . 两 边 同 乘 以 
exp( - 记 . 妇 /) ,再 对 dx 积分 (并 应 用 (40.8) ) ,我 们 得 到 


[ie-e(z+ 生 +e(e- 生 ]]e)- 


= [mp-) -mr +)] 
(其 中 se(P) =P /2m) ,或 等 价 地 
epwk no(P + hk/2) ~no(p - 二 人) 
大 A wW—k:yv 
密度 矩阵 在 m =r,=r 的 值 ,确定 系统 中 粒子 数 密度 :N=2. 怒 (t,r,r)( 见 第 
九 卷 (7. 19) ). 因此 , 归 因 于 电场 的 电子 密度 的 变化 是 
SN =2N8p(t ,rr) =2 Ne "gi (R=0), 








gu (Pp) = (40. 13) 


DD 哈密 顿 算 符 (40.6) 必 须 是 厄 米 算 符 , 所 以 在 其 中 的 [从 而 还 在 方程 (40. 10) 中 的 ] 函 数 p 是 实 
数 . 但 是 ,在 写 下 方程 (40. 10) 后 ,由 于 它 是 线性 的 ,我 们 可 以 分 别 地 对 每 个 复 单 色 场 分 量 来 求解 它 . 
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或 者 ,将 g,,(R =0) 用 健 里 叶 分 量 表达 
SN_ =2 Ne'*" "galp) 


电荷 密度 中 的 相应 变化 是 -eSN.. 
现在 像 在 §29 中 那样 来 计算 电容 率 : 从 电荷 密度 与 电极 化 强度 之 间 的 关系 
( -esSN.= -V PP= -i 认 .'P 了 ) 出 发 ,我 们 写 出 
ei-!l 2 £1 
hh pe 4 
因此 ,对 于 具有 电子 分 布 函数 n(p)( 现 在 省 略 下 标 0) 的 等 离 体 ; 它 的 纵向 电容 
率 的 电子 部 分 ,我 们 得 出 下 列 公 式 


1 n(p +ik/2) -n(p—ik/2) 2dp 
a [ee A 9 
| er) k:yv-w—-i0 (27#)° et 


(IO. JI. KmaMoHTOoBHd , B. IT. i ;积分 中 的 极点 照例 按 妆 道 规则 所 规 
定 的 方式 予以 绕 开 . 


在 准 经 典 情况 , 当 条 件 (40.2) 和 (40.3) 满 足 时 ,函数 n (p+ 卫 肝 ) 可 以 用 
的 寡 展 开 . 于 是 


一 上 40. 
pj (40. 14) 


-1] 








ro) 


而 ( 当 考 虑 到 关系 式 (40.9) 时 ) ,(40. 15) 变 成 以 前 的 公式 (29.9). 然而 ,必须 强 
调 ,这 个 公式 中 的 分 布 (PP) 可 以 与 简 并 性 等 离 体 相 联系 ， 

让 我 们 把 (40. 15 ) 应 用 到 了 =0 的 完全 简 并 性 电子 等 离 体 ,这 时 对 p < ps 有 
n(p)=1, 而 对 p>pr 有 n(p) =0. 对 (40. 15) 中 两 项 分 别 作 积分 变量 变换 p + 


到 让 一 ,我们 得 到 





4Te” 1 1 2d: 
Ps kk 二 二 -天 .mt+i0 w 一 大. | 
其 中 ww， =w +"*/2m. 进行 一 次 初等 但 相当 费力 的 积分 后 ,导致 下 列 结果 
307 
sal(w,k) -1 = -g(w,) +g(w.)}, 
UF 
m(w kv) w+kv, 
2hkw wkvs’ 


而 且 如 果 自 变量 x <0 ,对 数 应 理解 为 Inlul - in.“ 等 离 体 频率 ”02. 仍然 定义 为 
0 =(4TNe Am) 一 . 


g(w) = (40. 16 ) 
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在 准 经 典 极限 ,ik << pr ,hw << er ,公式 (40.16) 导 致 并 不 含有 声 的 一 个 简 
单 表 达 式 : 
0 ， 当 |w| > kv., 


3T2 ww (40. 17 ) 
-一 , 当 lwol < ko . 
2( ky.) lo 


静态 情况 尤其 令 人 感 兴趣 . 当 w=0 时 ,表达 式 (40. 16) 作 为 天 的 函数 ,在 处 
等 于 费 米 球 直径 











3 w+ 1 
_ | 多] | + 


£) Ee 人 人 n 
kv 2kvp ow — kvr 





hik =2p: (40. 18) 
的 点 有 奇异 性 ;在 这 点 ,其 中 一 个 对 数 的 目 变 量变 为 零 .在 此 点 附近 ， 


0 1 -1 e bl 
Na | a 


E=(hk—-2p)/(2p5), lIél << 1. (40. 19) 
我 们 将 证 明 ,这 个 奇 点 ( 称 为 科恩 奇 点 ) 的 存在 导致 等 离 体 中 电荷 场 屏蔽 性 质 的 
变化 , 它 不 再 是 指数 式 的 . 包 
我 们 将 表达 式 (40. 19 ) 写成 下 列 形式 : 
1 
el(0,k) On (40. 20) 
其 中 a =e /(2mTiiv;) ,而 常量 BB 可 能 也 包括 来 自 等 离 体 的 非 简 并 性 离子 组 分 的 
非 奇 异 贡 献 . 
由 于 等 离 体 中 处 于 静止 的 小 点 电荷 ea 所 产生 的 场 , 它 的 傅 里 叶 分 量 用 电容 
率 表 达 为 下 列 公 式 








4 Tei 
Pe 2 (40. 21) 
( 见 §$31, 题 1). 关 于 电势 作为 离 电 荷 e, 的 距离 的 函数 g(7) ,我 们 有 
二 这 "天 dk _ ] 1 该 ，r 
二 | we i -Tamm | oe kdk. (40. 22) 


当 一 0 时 ,函数 p(k) 趋 于 常量 极限 ,并 且 没 有 任何 奇异 性 . 因此 , 当 "一 = 
时 ,(40.22) 中 积分 的 渐 近 形式 由 这 个 函数 在 fk =2p, 的 奇异 性 确定 . 在 该 点 附 
近 ， 


eT 亡 


] 
二 区 绢 
”Bpr 


lel J 





[1 + géln 


QD 在 T=0 时 ,这些 条 件 是 充分 的 , 同 题 在 于 当 ikvy/sF 一 0 和 T 一 0 时 ,si 的 极限 值 不 依赖 于 过 渡 
到 极限 的 次 序 . 因此 检 vi 与 7 之 间 的 关系 不 重要 . 
@@” 当 满足 条 件 (40. 18) 时 引出 的 奇 点 , 它 的 物理 推论 是 由 科恩 ( WW. Kohn(1959)) 指 出 的 
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这 个 区 域 对 积分 渐 近 值 的 贡献 是 


2 
p(r) = 一 二 Im( ez ， 
TB r 


= | <ln Te dé 


由 于 迅速 收敛 性 ( 见 下 面 ) ,对 的 积分 可 以 取 为 从 -% 至 %. 

为 计算 积分 J ,我 们 将 它 分 成 从 -%m 至 0 和 0 至 % 的 两 部 分 ,并 在 每 一 部 分 
中 我 们 使 积分 路 径 在 复 上 平面 转动 直至 它 与 正 虚 轴 重 合 . 然后 , 令 &=iy ,我们 得 
到 


FF 1 ] 
二 AP a — | ydsy. 
| k |m = mm 订 ] yd 


括号 中 的 差 值 正好 是 ir ,所 以 J =ir(#i2prr) .最 后 结果 是 
el a a dd (40. 23) 
28 PF 7 

因此 ,远离 电荷 受 屏 蔽 场 的 电势 是 振荡 的 ,其 振幅 按 短 律 减 小 . 对 了 =0 的 简 
并 性 等 离 体 所 推导 出 的 这 个 结果 ,对 于 低温 下 在 距离 + << jp;AT 处 仍然 有 效 . 


习 ” 题 


对 于 T=0 的 简 并 性 等 离 体 . 在 天 值 的 准 经 典范 围 确定 电子 振荡 谱 . 
解 : 函 数 ww(k) 由 E(w,k) =0 给 出 ,而 el 用 (40.17) 的 表达 式 . 对 于 小 大 (jeor 
<< 02.) ,我 们 发 现 kve/w <<1; 将 el(w 尖 ) 用 这 个 比值 作 展开 ,我们 来 得 
。=0.[1+ 言 (党) 0 
( A. A. BracoB ,1938) .四 这 部 分 谱 对 应 于 寻常 等 离 体 振荡 (参见 (32.5) ). 
对 于 大 (kvs >> 2., 但 仍 有 处 <<ps) ,我 们 发 现 四 一 iof. 用 逐步 求 近 法 求解 
方程 a, =0 ,我 们 得 到 


p(T) = 





w=kve |1+2exp{ - 2 - -2 ) | (3) 


(HH. .TonpnMaH ,1947). 这 部 分 谱 类 似 于 不 带电 和 费 米 气体 中 的 零 声 ( 参 见 第 九 
卷 (4.16)). 
图 12 以 图 解 显示 谱 的 形状 .我 们 注意 到 :到 处 有 w/ >zr; 因 为 当 了 =0 时， 


QD 我 们 注意 到 , 简 并 等 离 体 中 准 经 典 频率 02, 的 条 件 ( jD. << er ) 与 理想 等 离 体 的 条 件 (40.4) 相 
同 . 
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没有 速率 w>ar 的 粒子 .所 以 朗 道 阻 尼 严 格 为 零 . 





第 四 和 章 
等 离 体 中 的 碰撞 
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关于 等 离 体 性 质 的 研究 ,如 果 考 虑 到 粒子 间 的 碰撞 ,就 必须 从 推导 对 电子 和 
离子 的 分 布 晒 数 的 动 理 方程 开始 . 
这 个 情况 的 特点 与 带电 粒子 间 库 仑 相互 作用 力 的 缓慢 减 小 有 关 . 如 果 玻 尔 
效 曼 碰撞 积分 被 照 原样 应 用 ,结果 是 对 于 互相 碰撞 粒子 间 的 大 距离 来 说 ,将 导致 
积分 是 发 散 的 . 这 意味 着 远 距 碰撞 起 重要 作用 . 但 在 大 距离 时 ,粒子 发 生 偏 移 只 
有 微小 动量 变化 . 这 种 情况 容许 具有 类 似 于 在 福 克 尔 -~ 普 关 痪 方程 中 那样 的 碰 
撞 积 分 形式 .然而 ,与 后 者 不 相同 的 是 ,大 撞 积 分 对 所 寻求 分 布 函 数 来 说 现在 不 
是 线性 关系 .但 是 碰撞 中 动量 变化 相对 很 小 ,在 任何 情况 下 意味 着 可 以 把 碰撞 积 
分 所 描述 的 过 程 当 作 动 量 空 间 中 的 扩散 来 处 理 . 因此 , 它 可 以 写成 
lf 
op 
其 中 s 是 动量 空间 中 的 粒子 流 密度 . 问题 是 要 把 这 个 粒子 流 用 分 布 函数 来 表达 . 
对 于 一 个 动量 为 p 的 粒子 与 动量 为 p' 在 范围 dp' 内 的 粒子 之 间 每 单位 时 间 
发 生 的 碰撞 数 ,我 们 写成 
wf(p)f '(p')d qd'p’'; 
在 碰撞 中 ,p 和 p' 分 别 变 成 p +g 和 p' -gq. 这 里 已 经 考虑 到 碰撞 中 的 动量 守恒 . 
为 简洁 起 见 , 省 略 了 分 布 蛆 数 中 的 自 变 最 1 和 .粒子 p 和 粒子 p' 可 以 是 等 离 体 
中 的 相同 类 型 或 者 不 同类 型 (电子 ,离子 ). 我 们 将 认为 防 数 ww 是 通过 每 个 粒子 
碰撞 前 后 动量 之 和 的 一 半 以 及 动量 传递 9 来 表达 的 : 
w(p te Lk 


当然 , 它 还 依赖 于 相 碰 撞 粒 子 的 类 型 . 根据 细致 平衡 原理 (2.8), 陋 数 w 关于 初 
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始 粒子 和 终 末 粒子 的 交换 是 对 称 的 : 
vw (p+$,p' -Lg) =w (p+$,p' -A;-q), (41.1) 

函数 ww 含有 一 个 8 函数 的 因子 , 它 表达 碰撞 中 能 量 守恒 (动量 守恒 早已 被 考虑 到 ). 

让 我 们 考虑 (给 定 类 型 粒子 ) 动 量 空间 某 点 p 垂直 于 p。 轴 的 单位 面积 . 按 定 
义 ,粒子 流 密度 分 量 s。 是 每 单位 时 间 从 左 向 右 穿 过 这 个 面积 比 从 右 疝 左 穿 过 它 
所 超过 的 (该 类 ) 粒 子 数 . 动量 空间 中 的 移动 是 碰撞 的 结果 . 如 果 一 个 粒子 在 碰 
撞 中 接受 动量 的 a 分 量 等 于 9,( >0) ,这 种 碰撞 的 结果 将 是 ,对 于 从 左 向 右 穿 过 
这 面积 的 那些 粒子 ,碰撞 前 它们 的 这 个 分 量 值 位 于 从 pe -4。 至 Pp。: 因此 ,从 左 同 
右 穿 过 该 面积 的 粒子 总 数 是 





由 aA | w{(P + 了 -Fg AP)F (p') dp。. 


求 和 是 对 带 撤 号 量 所 指 的 所 有 粒子 类 型 采取 的 当然 ,包括 不 带 撤 号 量 所 指 的 
给 定 类 型 ). 类 似 地 ,从 右 向 左 穿 过 该 面积 的 粒子 数 可 写成 


Pe 


> 上 dg | dp wo 下 -了 -4jKP+g (P -9g)dp。. 


由 于 (41. 区 两 个 积分 中 的 函数 是 相同 的 因此 这 些 积分 的 差 含 有 被 积 
表达 式 中 的 差 
fl(p)f '(p') -fl(p+q)f'(p' -9q)- 
现在 我 们 应 用 动量 传递 9g 很 小 这 个 事实 (更 确切 地 说 ,积分 中 重要 的 4 值 
远 小 于 p 和 p'). 将 上 述 差 展 开 成 4 的 需 函数 ,直至 一 级 项 我 们 求 得 


[ -Ep") +Ap) Se os 
于 是 , 耕 利 间 准 请 度 , 现 和 可 以 在 被 积 表 法 式 市 
w (p+4,p' -$9 ) ~w(p,p';g). 


对 dp。 的 积分 , 它 包 括 从 p。 -gq。 至 p。 的 小 区 间 ,可 用 这 个 区 间 4。 简单 相 乘 来 代 
替 . 结果 是 


-f'(p') Ye | gaqgsd p”. (12) 
8B 
由 于 (41.1) ,w(p,p';q) 是 4g 的 偶 函 数 ,因而 (41.2) 中 整个 被 积 表 达 式 也 是 偶 


函数 . 这 使 我 们 能 够 把 对 半空 间 g。 >0 的 积分 用 对 整个 4 空间 积分 的 一 半 来 代替 . 
在 重 写 表 达 式 (41.2) 时 ,我 们 同时 在 其 中 按照 
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wd go=ly -yd 
引进 磁 撞 截面 来 代替 函数 w. 正如 由 于 写 下 关于 碰撞 积分 的 形式 (3.9) 时 所 早已 
解释 过 的 ,从 此 以 后 可 以 认为 独立 积分 的 数目 已 通过 应 用 能 量 守 恒 律 而 减少 . 因 
此 每 类 粒子 在 动量 空间 的 动量 流 密度 采取 下 列 形式 : 


三 of (Pp) pip' HP) YB dp 
A (41. 3) 
其 中 
Ba = 091 -» "ldo. (41.4) 


剩 下 还 要 计算 对 于 按 库 仑 律 相 互 作用 的 粒子 的 碰撞 的 量 Bo. 

对 于 小 偏 移 角 , 相 碰 粒子 的 动量 变化 4 垂直 于 其 相对 速度 s -v'. 因此 , 张 
量 Bs 对 矢量 vw = 坟 ' 也 是 横向 的 : 

Bs(vs -v's) =0. (41.5) 

立刻 可 以 注意 到 ,对 于 所 有 粒子 的 平衡 分 布 ,这 样 就 自动 保证 了 流 (41. 3 1) 

变 为 零 . 用 麦克 斯 韦 分 布 和 .六 (具有 相同 温度 7) ,(41.3) 中 的 被 积 表达 式 变 成 
(0 -vg)B,.s =0. 

矢量 " -v ' 同 时 也 是 张 量 能 够 依赖 的 唯一 矢量 . 这 种 张 量 ,对 z -v 为 横向 ， 
必须 具有 下 列 形式 
1 (Vo —V a) (ve -vg) 
pa er 
其 中 标量 

B=B = 本 [le -eldc 


令 x 为 (二 粒子 质心 系 中 ) 相 对 速度 的 偏 移 角 . 对 于 小 偏 移 角 ,动量 改变 具 
有 数量 为 9=Alw -v ,其 中 由 是 粒子 的 约 化 质量 . 因此 
B=32le -0 [Xd =p lo -opc， 
其 中 
Ci, = je -cosx)do ~ [Xdo 
是 输 运 截面 . 关于 库仑 场 中 小 角 散 射 的 微分 散射 截面 ,由 卢 瑟 福 公 式 给 出 为 
Pt re Se) 4 3 (41.6) 
(vv-v )X plv-v)x 
(其 中 e 和 e' 是 相 人 磁 粒 子 上 的 电荷 ). 因此 , 输 运 截面 是 


47(ee')’ d 
| AI 
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所 以 ,Bu 的 值 是 
ee 一 少 Vs —D 
i 

积分 L 是 对 数 发 散 的 . 下 限 处 的 发 散 的 物理 原因 是 库仑 力 减 小 的 缓慢 性 , 导 
致 小 角度 散射 的 高 概率 . 然而 实际 上 , 电 中 性 等 离 体 中 ,一 个 粒子 的 库仑 场 在 充 
分 大 距离 处 受到 其 余 电 荷 的 屏蔽 ; 令 xXx, 表示 仍 能 被 认为 是 库仑 散射 的 最 小 散 
射 角 的 数量 级 .上限 处 的 发 散 只 不 过 是 由 于 所 有 公式 都 是 在 小 角度 散射 的 假设 
下 写 出 的 ,而 当 xXx ~1 时 它们 不 再 适用 . 注意 到 大 自 变量 的 对 数 对 该 自 变 量 的 小 
变化 是 相当 不 敏感 的 ,我 们 可 以 按 它们 的 数量 级 的 估计 量 取 作 积 分 限 , 写 出 

=ln(1]v ，)， (41.9) 
这 个 量 称 为 库仑 对 数 . 同时 必须 强调 ,确定 它 的 这 种 方法 使 整个 讨论 限于 所 请 对 
数 准 确 度 , 它 不 仅 忽略 了 远 小 于 大 量 1AXis 的 量 , 而 且 也 忽略 了 远 小 于 其 对 数 
的 量 . 

Xm 的 实际 估计 依赖 于 粒子 的 散射 是 用 经 典 力 学 描述 还 是 用 量子 力学 描述 
(表达 式 (41.8) 本 身 对 两 种 情况 都 是 有 效 的 ,因为 纯 库仑 散射 在 经 典 力 学 中 和 
在 量子 力学 中 都 是 用 卢 瑟 福 公式 描述 的 由). 

等 离 体 中 一 个 粒子 的 库仑 场 , 德 拜 半径 a 量 级 的 距离 被 屏蔽 . 在 经 典 情况 ， 
ya 定义 为 在 碰撞 参量 ~ a 处 通过 的 散射 角 . 相应 的 动量 变化 是 g ~ lee' 1/(a5, ) 
( 即 力 ~ lee'1/a* 和 渡 越 时 间 ~ a/5. 的 乘积 ).@9 除 以 动量 ~ jo, ,我们 有 Xs ~ 
lee'1/(ap 矿 ) .经 典 散射 的 条 件 是 lee'1/ 各 , >> 1( 见 第 三 卷 , $ 127). 因而 我 们 有 


(41. 8 ) 


二 ， 
Ralh Se (41. 10) 
|ee | fiv, 


在 相反 的 极限 情况 1ee'1/( 生 ,) << 1, 散 射 必 须 按 量子 力学 方式 应 用 玻 恩 近 
似 处 理 . 这 个 情况 下 散射 截面 用 具有 波 矢 4/ 声 的 散射 势 的 傅 里 叶 分 量 来 表达 . 屏 
蔽 电荷 “ 云 "( 尺 度 ~a) 对 这 个 分 量 的 贡献 , 当 qa/ 上 1 时 变 得 很 小 ;这 正 是 纯 库 
仑 散射 的 条 件 . 从 而 角 Xu。。 按 条 件 
Qunina/ hi ~ pnina/h ~! 





求 出 . 于 是 ,在 这 个 情况 ， 


天 (41.11) 
所 iv. 


作 ”在 量子 情况 ,对 于 同类 粒子 (电子 ) 的 散射 ,必须 考虑 到 交换 效应 . 然而 ,这 个 效应 并 不 改变 小 角 
度 散 射 截面 的 极限 形式 (41.6). 

久 ” 这 里 以 及 下 面 所 有 类 似 地 方 ,5, 是 两 个 粒子 相对 速度 wp -9 的 平均 值 . 如 果 两 粒子 为 同一 类 型 ， 
它 是 平均 值 5; 如 果 它 们 为 不 同类 型 , 它 是 5 和 5 中 的 大 者 . 
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当然 , 当 lee'1 ~ 这, 时 ,表达 式 (41.10) 和 (41.11) 重 合 . 
现在 让 我 们 通过 将 (41.8) 代 入 (41.3), 写 出 动量 空间 中 流 密度 的 最 终 表达 式 : 
a of 
和 Z2m(ee) 江 | (fy pr | 
(Vv -9') 6 —-(v, -vv SR 
EE of dp.. (41. 12 ) 


相应 的 动 理 方程 是 
中 + .Yte(E+ls xB)* 世 = - 允 .8 (41. 13) 


(其 中 e 是 与 /有关 的 粒子 上 的 电荷 , 即 对 电子 是 -e 而 对 离子 是 ze). 对 于 粒子 
同 有 库仑 相互 作用 的 气体 ,对 数 近 似 下 的 碰撞 积分 是 由 朗 道 (I. A. TIaraay 
(1936) ) 所 确定 的 . 

朗 道 碰撞 积分 的 适用 性 依赖 于 满足 某 些 条 件 .分布 明 数 明显 变化 的 特征 长 
度 1 大 必须 远大 于 屏蔽 半径 c ,而 特征 时 间 1/w 必须 远大 于 a/5.; 然 而 ,在 对 数 
近似 下 ,实际 上 充分 的 是 只 要 这 些 条 件 以 弱 形式 , 即 用 < 来 代替 << ， 

ka<l1l, w<v/a (41.14) 

得 到 满足 . 


习题 


§34 中 曾经 证 明 . 具有 波 数 天 的 电子 密度 的 微 扰 已 经 由 于 朗 道 阻 尼 被 消除 
后 ,分布 函数 的 微 扰 仍 继续 像 e “(34.16) 那 样 振荡 . 求 出 当时 间 t >> 1/(k5) 
时 ,由 于 库仑 碰撞 这 些 振荡 的 阻尼 . 
解 :我 们 寻求 下 列 形式 的 分 布 函 数 : 
FF= 乒 +BM，8f=e(te)e  "™", (1) 
其 中 8f 是 平衡 分 布 h 的 微 扰 , 而 a 是 速度 的 慢 变 函数 ( 仅 在 区 间 ~ >>1/(ki) 才 
有 明显 变化 ). 将 (1) 代 入 (41. 12) ,我 们 只 需 在 被 积 表 达 式 中 保留 下 面 这 样 的 项 : 


-hp ) EL fp lp") , 


其 余 项 仅 有 很 小 贡献 ， pg a exp( -这 . 必 革 ) 使 积分 
很 小 . 或 者 是 由 于 它们 并 不 包含 因子 >> 1/5. 对 于 后 一 原因 ,在 计算 V,: 
需要 求 导 的 也 只 有 指数 因子 . 于 是 动 理 方 程 给 出 


其 中 数量 级 上 系数 bs~VV, 而 VvV 是 碰撞 频率 . 因此 
a(t,y) =a(yv )exp | -bo [a (2) 
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从 而 振荡 的 阻尼 时 间 是 

Ts~ mw ~ (AT 
因为 朗 道 阻 尼 的 整个 理论 仅 当 入 >>zy 才 有 意义 ,我 们 有 Ti <<1l/[w (2) 式 的 结 
果 仅 当 其 中 指数 远 小 于 (1) 式 中 指数 kvt 时 才 正 确 ; 为 此 我 们 必须 有 上 << 
(vk5)-'?. 此 时 ,振荡 被 阻尼 到 乘 以 因子 exp[ - Vki/v]. 


$42 ”电子 与 离子 之 间 的 能 量 传递 


电子 质量 m 和 离子 质量 W 之 间 的 很 大 差别 阻碍 了 电子 与 离子 间 的 能 量 传 
递 : 当 一 个 重 粒子 与 一 个 轻 粒子 碰撞 时 ,各 自 能 量 几 乎 不 变 . 因此 ,电子 间 和 离子 
间 各 自 平衡 的 建立 要 比 电子 与 离子 间 平 衡 的 建立 快 得 多 . 结果 很 容易 导致 这 样 
一 种 情况 ,等 离 体 的 电子 和 离子 组 分 各 自 具 有 麦克 斯 韦 分 布 , 但 带 有 不 同 温度 
T. 和 了 ,它们 中 了 . 通 稼 较 大 . 

电子 和 离子 温度 之 间 的 差别 引起 等 离 体 两 组 分 间 的 能 量 传递 ,这 可 确定 如 
下 (A. 1. Tannay,1936). 

对 属于 电子 的 和 属于 离子 的 物理 量 ,我们 将 暂时 分 别 用 字母 上 带 符 号 ”和 和 
不 带 符号 来 表示 . 每 单位 体积 和 单位 时 间 离 子 能 量 的 变化 由 下 列 积分 给 出 : 


ee | ec dp = 一 | 网 Sd 了 ， 
或 者 ,分 部 积分 


= fs Ssdp= 人 ed 《42. 1 ) 
(对 动量 空间 中 无 限 远 曲面 上 的 积分 照例 为 零 )， 

确定 动量 空间 中 电子 流 和 离子 流 的 公式 (41.3) 中 的 求 和 , 剩 下 的 仅 有 相应 
于 电子 离子 碰撞 的 那些 项 ;电子 电子 和 离子 离子 碰撞 的 项 对 麦克 斯 韦 分 布 来 说 
为 零 . 将 温度 分 别 为 7? 和 7 的 麦克 斯 韦 分 布 代 入 这 些 剩余 项 中 ,对 于 离子 流 我 
们 得 到 


按 (41.5) ,Bo = Bsvs, 作 这 个 变换 并 将 离子 流 s 代入 (42. 1) ,我 们 求 得 
= (六 六) JeosBwdrpdep (42. 2) 
因为 电子 质量 小 ,它们 的 速度 平均 来 说 远大 于 离子 的 . 因此 在 Bs 中 我 们 令 
0 -2 ~v',. 于 是 量 B。, 不 再 依赖 于 v。, 从 而 在 (42.2) 中 我 们 可 以 完成 对 dp 的 
积分 : 


3 1 We” 下 
| fravad p = 了 SA 也 ”三 SA Ya 
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因此 
dE (3 1 ) 


一 
一 一 一 
一 


人 |f Bdip'. (42. 3) 


最 后 ,这 里 把 由 (41.8) 的 B=47nezL/v'( 其 中 ze 是 离子 电荷 ) 代 入 ,并 注意 到 对 
于 麦克 斯 韦 分 布 有 
a 
J Dy TT 


ee ee ye (42. 4) 
具有 人 负 号 的 同样 表达 式 给 出 等 离 体 中 电子 组 分 的 能 量 减 少 , - dE'/di. 将 每 
单位 体积 的 电子 能 量 用 电子 温度 表达 为 E' =3N'T'/2, 并 对 电子 和 离子 量 恢 复 
应 用 下 标 e 和 i, 我 们 可 以 写 出 电子 温度 变化 率 的 下 列 最 终 表 达 式 : 
TM 
di 9 8Nze'L (22 


一 





我 们 得 到 





(42. 5) 
这 里 库仑 对 数 是 
In( aT /ze ), ze /( fiv,,) >> 1 ， 
人 ln( /mT.a/#), 当 ze/( hvr.) <<1. 
量 7 是 关于 电子 离子 间 建 立 平衡 的 弛 先 时 间 . 
$43 等 离 体 中 粒子 的 平均 自由 程 


我 们 由 $41 中 的 推导 看 出 , 输 运 截面 rc,(41.7) 在 动 理 方程 中 起 碰撞 参量 
的 作用 . 它 因 而 也 一 定 会 出 现在 平均 自由 程 的 定义 中 . 

对 于 电子 电子 (ee) 和 电子 离子 (ei) 碰撞 , 约 化 质量 jy ~m, 以 及 因为 电子 速 
率 远大 于 离子 速率 ,我 们 有 


(42.6) 


L(V -ui) ~ mvre ~ 了 .. 
由 此 得 到 电子 平均 自由 程 的 估计 量 为 
l.~ TI/(4mwe'NL.), (43.1) 
其 中 工 . 由 (42.6) 给 出 .估计 量 中 省 略 了 因子 z, 它 被 假设 为 z; ~1. 电 子平 均 自 由 
时 间 7.( 或 其 倒数 ,碰撞 频率 v,) 是 


SN hee (43.2) 


注意 到 
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1_ ] 了 。 3/2 

a LL 人 有 ) 

和 由 于 等 离 体 为 稀薄 的 条 件 (27. 1) 而 有 i. >> a.. 因此 ,碰撞 频率 远 小 于 电子 等 
离 体 频率 : 


Vy < vad. = (43.3) 
类 似 地 ,关于 离子 离子 (ii) 碰撞 的 离子 平均 自由 程 是 
1 ~ TT/(47eNL), L,=In(aT,/e’), (43.4) 
其 中 工 , 是 用 离子 量 代替 电子 量 的 库仑 对 数 . 相应 的 平均 自由 时 间 是 
] 下 
和 (43.5) 
Zi 4Te NL, 


量 +. 确定 等 离 体 的 电子 组 分 建立 局 域 热平衡 的 弛 豫 时 间 的 数量 级 ,而 ri 是 
关于 离子 组 分 的 相应 弛 豫 时 间 . 虽然 对 ee 和 ei 碰撞 的 频率 wx 和 zw 具有 相同 量 
级 ,但 r。 绝对 不 是 电子 和 离子 间 建 立 平 衡 的 弛 豫 时 间 , 它 仅 描 述 从 电子 向 离子 
的 动量 传递 率 , 而 不 是 描述 它们 之 间 的 能 量 交换 率 . 电子 离子 平衡 的 弛 更 时 间 由 
§ 42 中 所 确定 的 量 7 给 出 .把 这 些 不 同 的 时 间 进 行 比较 表明 

Te: T: Te ~ (MH[m) : (M/m). (43.6) 

平均 自由 程 可 用 来 估计 等 离 体 的 动 理 系数 . 

为 估计 电导 率 o ,我 们 应 用 熟悉 的 “气体 动 理学 理论 "的 初等 公式 . 具有 电 
荷 e 和 质量 m 的 粒子 ( 载 流 子 ) ,在 自由 运动 的 时 间 7 内 ,从 电场 上 获得 "有 序 ” 
速率 了 ~ reh/m. 这 个 运动 所 产生 的 电流 密度 是 )~eNV. 电导 率 是 jY 和 上 之 间 的 
比例 因子 ,因此 是 


go ~e Nr/m ~e NI/( mov), (43.7) 
其 中 1,m 和 wi 选取 属于 较 轻 粒子 即 电 子 的 量 . 应 用 这 个 公式 ,er 的 估计 量 是 
oc ~T /em L.. (43.8) 


热 导 率 可 用 初等 公式 (7.10) 类 似 地 加 以 估计 .电子 起 主要 作用 ,我 们 有 xk ~ 
Nlvrece( 其 中 c.~1 是 电子 热 容 ) ,由 此 得 
ey gd (43.9) 
等 离 体 的 黏度 ,与 电导 率 和 热 导 率 不 同 , 主 要 归 因 于 离子 运动 ,这 是 由 于 等 
离 体 的 大 部 分 动量 集中 于 离子 组 分 . 而 且 ,一 个 离子 与 电子 发 生 碰 撞 时 ,其 动量 
变化 不 大 ,为 此 仅 考虑 立 碰 撞 就 够 了 . 黏度 按 (8.11) 估 计 为 症 ~ WiMion ,由 此 
n~ MT /(eL,). (43.10) 
关于 表达 式 (43.8) 一 (43. 10) 中 系数 的 计算 ,需要 求解 带 朗 道 碰 撞 积 分 的 
线性 化 动 理 方程 ,这 只 能 用 近似 数值 计算 方法 完成 . 例如 ,对 于 氧 等 离 体 (z=1)， 
关于 e,k 和 ”表达 式 中 的 系数 ,分 别 是 0.6,0.9 和 0.4. 
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8$44 洛 伦 兹 等 离 体 


在 计算 等 离 体 中 对 动 理 系数 的 电子 贡献 时 ,一般 必须 考虑 到 ei 和 ee 两 类 
碰撞 . 然而 ,如 果 离 子 电 荷 充 分 大 ,ei 碰撞 的 影响 可 能 占 优势 . 的 确 ,ee 碰撞 截面 
正比 于 (e ) ,而 这 种 碰撞 的 频率 >. 还 正比 于 电子 密度 N.; 类 似 地 ,ei 磁 撞 的 频 
率 正比 于 (ze ) Ni =eznN., 所 以 如 果 z>>1 则 有 yw, >> zw。. 一 个 等 离 体 , 当 其 中 的 
ee 碰撞 与 ei 碰撞 比较 起 来 可 以 忽略 时 , 称 为 洛 伦 兹 等 离 体 .虽然 这 不 是 一 个 很 
现实 的 情况 ,但 就 方法 论 上 来 说 以 及 就 对 其 他 系统 的 可 能 应 用 了 来 说 ,这 都 是 令 
人 感 兴趣 的 . 

因为 离子 速率 远 小 于 电子 速率 ,一 级 近似 下 可 以 忽略 离子 速率 , 即 可 认为 离 
子 是 静止 的 ,而 且 具 有 给 定 分 布 .关于 外 电场 中 等 离 体 行为 的 问题 ,有 一 从 尤 方 
癌 电场 E 的 方向 . 如 果 电 子 分 布 函 数 仅 略 不 同 于 平衡 形式 ,f =f (p) + 8f， 
小 校正 项 对 电场 是 线性 的 , 即 ,具有 形式 68f =p: Eg(p). 这 些 条 件 下 的 电子 
离子 碰撞 积分 ,与 $ 11 关于 轻 气体 在 重 气体 中 扩散 问题 给 出 的 碰撞 积分 形式 上 
相同 : 





C(f) = -zukz)8/， (44. 1 ) 
带 有 与 速率 有 关 的 有 效 碰撞 频率 : 
va(v) = Nizot” ， (44.2) 


而 o'"" 是 电子 被 离子 散射 的 输 运 截面 . 用 (41.7) 给 出 的 oc ”和 zN, = Ne。, 我 们 
求 得 
pm (v) = a (44.3) 


本 节余 下 部 分 我 们 将 简单 地 写 为 v(v) ,省 略 下 标 ei. 

现在 让 我 们 来 计算 ,空间 均匀 ( 波 和 撩 k=0) 但 周期 性 变化 (xe “) 的 电场 
中 , 洛 伦 兹 等 离 体 的 电容 率 . 对 平衡 分 布 的 校正 8f 以 同样 方式 依赖 于 时 间 , 关 于 
它 的 动 理 方程 是 





bj 


-iwar-e 巨 ， a "=0: (44. 4) 
还 注意 到 93f/9p = -AT, 由 此 我 们 求 得 
e fo 
$f = fe (44.5) 


电容 率 借助 于 关系 式 (29.4) : -iwP =j, 或 者 


中 例如 ,一 个 弱电 离 气 体 , 其 中 ei 碰撞 由 电子 与 中 性 原子 之 间 的 碰 扩 所 代替 . 
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e—l1 = 3 
EE-= e {vafd’p (44.6) 





一 10 
予以 确定 . 用 (44. 5) 代 入 并 对 9 的 方向 平均 ( 按 (wo》= 村 8w ) ,我 们 得 到 


4Tre” vfdp 
3ow7 w+iv(v) 








a(w)=1- (44.7) 


在 极限 w >>v 中 ,这 个 公式 给 出 

4Te N .4meN 
maw” 0 3w 了 
其 中 4 ) 是 对 电子 的 麦克 斯 韦 分 布 求 平均 . 用 (44.3) 的 v(v) 来 计算 平均 值 ,我 们 
得 到 








e(w) =1- “(vv(v)), (44.8) 


e(w) =1] a Le 人 
人 nm Qa) 
然而 ,这 个 公式 的 有 效 范 围 还 有 一 个 上 限 ,由 碰撞 积分 中 使 对 数 近 似 适 用 的 一 般 
条 件 (41. 14) 给 出 ,w << vx./a. = 人 2.( 频 率 必 须 远 小 于 电子 等 离 体 频 率 ) 四 . 
公式 (44.9) 具 有 特殊 意义 ,因为 它 对 任何 (不 仅 大 )z 的 值 都 是 有 效 的 . 当 
w >>v 时 ,碰撞 仅 引 起 小 校正 ,因而 ei 和 ee 碰撞 可 以 各 自 单 独 地 处 理 . 不 存在 离 
子 时 ,均匀 电场 仅 会 引起 电子 整体 的 位 移 ,这 种 系统 中 的 碰撞 不 能 引起 耗 散 (由 
电容 率 的 虚 部 e" 表 示 ) ,在 这 些 条 件 下 , 耗 散 仅 归 因 于 (44. 9) 中 考虑 到 的 ei 
碰撞 . 
在 相反 的 极限 情况 , 当 w <<v 时 ,电容 率 是 


4rc = 二 (7 
这 个 极限 表达 式 中 的 量 o 是 等 离 体 的 静电 导 率 ( 见 第 八 卷 ,§$ 58). 用 (44.3) 的 
v ,计算 给 出 





(w >>v). (44.9) 





(44. 10 ) 





E=1i 


4 7372 
2 Rs (44. 11 ) 


当然 ,通过 用 (44.5) 的 8/( 带 有 w=0) 直 接 计算 电流 密度 
j= -e [vafd'p 





也 会 得 到 同样 结果 . 
我 们 还 将 计算 洛 伦 兹 等 离 体 的 其 他 动 理 系数 ,它们 与 恒定 (w =0) 电 场 和 温 
度 梯度 下 等 离 体 的 行为 有 关 . 让 我 们 首先 回想 一 下 这 些 系数 的 定义 ( 见 第 八 卷 ， 


DD 符号 v( 不 带 自 变量 ) 表 示 v=vr 时 >(z) 的 值 . 在 现在 的 情况 ,> =4mzetN。LL(ml27302 ) 
加 对 w>>1. 时 e 的 计算 在 $48 中 讨论 . 
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§ 25 ) . 

大 家 知道 ,热平衡 的 条 件 要 求 在 整个 介质 内 ,不仅 温 度 是 恒定 的 ,而 且 凡 + 忆 
也 是 恒定 的 ,其 中 凡是 粒子 的 化 学 势 ,而 忌 是 外 场 中 粒子 的 能 量 . 在 目前 情况 
下 ,我 们 考虑 的 是 对 于 电子 的 平衡 ,所 以 由 应 理解 为 电子 化 学 势 ,而 以 = -ep, 其 
中 op 是 电场 势 . 因此 ,电流 j 各 耗 散 能 流 9g" 仅 当 了 = const 和 jx 一 69p = const , 即 
VT=0,Vh+eE =0 时 , 才 同 时 为 零 . 关于 满足 所 述 条 件 的 7 和 9 的 表达 式 写 出 
如 下 : 


E+ TV= jta v7, (44. 12) 
q'=qg- (9 -EE)i=ar-x« vr. (44. 13 ) 
这 里 er 是 介质 的 电导 率 ,x 是 热 导 率 ,a 是 温差 电 系 数 ;(44. 12) 中 VT 前 的 系数 
与 (44. 13 ) 中 了 前 的 系数 之 全 的 关系 是 根据 昂 萨 格 原 理 得 出 的 . 量 (p -jp/e)j 
(从 总 能 流 减 去 的 部 分 ) 是 运 流 能 流 密度 由 . 
为 计算 动 理 系数 ,我们 从 动 理 方程 


afo ao _ 
-eE: a -vy(v) Sf (44. 14) 
出 发 . 用 形式 为 包 
六 =exp (3 ) (44. 15) 
的 平衡 分 布 代入 ,我 们 求 得 
: _h S 一 
$f = -E+ VW) v th vT. (44. 16 ) 


温差 电 系数 是 在 已 + 二 ww =0 条 件 下 ,由 方程 j= - ac V7 中 的 系数 计算 ， 
我 们 写 出 


j= -eaydp= -|e (9 * VT)d'p, 





在 对 v 的 方向 平均 后 求 得 
_ Ne v (4-e) _1 (ve/v(v))» 
a 0 ) le 站 让 dt) 





QD 关系 式 (44.12) 和 和 (44. 13) 在 第 八 卷 , $25 中 是 用 不 同 记 号 写 出 的 ,其 中 用 w 和 EE 代表 这 里 的 
p -He 和 EE+ Vp/e. 在 唯 象 方法 中 该 定义 是 允许 的 . 但 在 动 理学 理论 中 是 不 适当 的 ,其 中 - eE 必须 理解 
为 作用 于 电子 的 力 . 


@ 轩 ”用 相同 字母 = 来 表示 电容 率 和 电子 能 量 -mn 两 者 ,不 会 引起 任何 误解 . 





* 166: 第 四 章 ”等 离 体 中 的 碰撞 


用 (44.3) 的 z(z) 计 算 给 出 出 


a= 一 (各 -4). (44. 18) 


为 计算 热 导 率 , 我 们 注意 到 对 了 =0, 必 须 有 五 + Vu/e =a VT. 将 这 个 值 代入 
(44. 16 ) ,同时 用 (44. 18 ) 的 a ,给 出 


sf = 一 地 (4- 地 je .vi 





Ty(v) 
用 这 个 孔 数 来 计算 能 流 
2 = | v eafa’p, 
得 到 
k = 2 (44. 19) 
和 最 后 
PE (44. 20) 
nm ze'Lm 
习 题 
求 电 子 等 离 体 波 阻尼 的 碰撞 部 分 . 


解 :如 果 电 容 率 的 鹿 部 很 小 ,来 自 朗 道 阻 尼 和 来 自 碰 撞 这 两 部 分 对 它 的 贡献 
是 加 性 的 . 因此 上 由 (44.9) 给 出 . 令 它 等 于 零 给 出 om=. -iy, 其 中 阻尼 系数 是 
Va 2 V2n ze “LN. 

3 本 产生 3 mu 
由 于 稀薄 等 离 体 的 条 件 ,比值 








-和 (人 2 Sr 


7 了 。 


这 证 明 应 用 (44.9) 的 正确 性 . 
$45 ” 脱 侈 电子 


库仑 碰撞 截面 随 施 磁 粒 子 速率 的 增加 而 迅速 减 小 ,如 我 们 将 看 到 的 ,导致 下 
面 这 样 的 结果 :在 不 管 多 么 弱 的 电场 中 ,等 离 体 中 充分 快 电子 的 分 布 明 数 受 到 高 
度 畸 变 . 


中 ”经典 统计 物理 中 ,化 学 势 含 有 形式 为 《7 的 一 项 , 带 有 不 定常 量 t( 相当 于 炳 中 的 不 定 相 加 常量 ). 
这 又 在 a 中 给 出 一 个 不 定常 量 t/e. 然而 ,这 个 不 定性 并 不 影响 任何 观察 效应 ;因为 这 类 项 (2/e)vVT 在 
(44. 12) 两 边 消去 了 . 如 果 志 写成 (44. 15 ) 的 形式 . 就 国定 了 常量 的 选择 :p= Tln[N。/(2mm7) ”1]. 
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一 个 以 热 速 率 v 在 电场 五 中 运动 的 电子 ,在 其 平均 自由 时 间 内 获得 定向 
速率 
ye!. ek _ vmE 

mv mvN.o,(v) 4Te LN 

其 中 用 了 (41.7) 的 截面 o,. 对 于 "~z., 其 中 
4TN_e 工 、 La 

S| mE ) 
我 们 有 ~v; 而 对 于 v>v., 平 均 自 由 程 和 平均 自由 时 间 已 由 速率 VV 所 支配 . 于 
是 在 平均 自由 时 间 内 电子 所 获得 的 动量 将 是 





(45.1) 


电子 在 其 目 由 程 未 端 所 传递 的 动量 是 ~ myV. 因此 我 们 看 到 ,具有 充分 高 速率 的 
电子 将 无 限制 地 被 加 速 ; 这 些 称 为 脱 选 电子 . 如 果 v. >> (7T./m)“, 这 现象 将 只 
有 在 麦克 斯 韦 分 布 的 高 能 “尾巴 "才能 观察 到 ;为 此 ,电场 必须 满足 条 件 
E <<E. =4TWe LN./T.. (45.2) 

在 这 些 情况 下 , 脱 逸 电子 问题 可 作为 定 态 问题 求解 . 绝 大 多 数 电 子 是 麦克 斯 
韦 分 布 ,起 库 的 作用 ,从 此 库 有 稳 态 细 流 “ 流 " 向 高 能 方面 山 . 

根据 脱 锡 电子 是 由 电场 定向 加 速 所 引起 的 事实 ,很 明显 它们 主要 在 与 电场 
方向 成 小 角度 9 内 运动 . 然而 ,如 果 我 们 仅 试 图 计算 脱 逸 电子 流 , 则 无 需 完 全 确 
定 它们 的 分 布 函数 ; 求 得 对 角度 平均 后 的 能 量 分 布 就 足够 了 . 

关于 电场 中 电子 动量 分 布 的 动 理 方程 是 


二 Y +, i (45. 3) 
ot op 


其 中 s 是 动量 空间 中 的 碰撞 流 密度 . 采用 动量 空间 的 球 极 坐标 p,9,9( 极 轴 取 为 
沿 力 -eE 方向 ) ,我 们 有 
-ek.: wo g¥- gin EY) = 
op p 06 


psin 8 ps ge 7) ). 


= (Sr lp Fy 一 





流 的 散 度 是 





1 
psin 8 Yk a 


我 们 将 方程 (45. 3 ) 对 角度 求 平 均 , 即 乘 以 2msin 09d9/(4m) 并 积分 . 包含 


] 0 ，， 
人 汪 


QD 脱 逸 电子 的 现象 是 由 德 莱 赛 (H. Dreicer( 1958 ) ) 指出 的 ;这 里 给 出 的 定量 理论 应 归于 古 列 维 奇 
{A.B. Typeaxsf( 1960 ) ). 
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38/99 的 所 有 项 均 消 失 ,而 在 一 级 近似 下 因子 cos 9 可 用 1 代替 . 由 此 我 们 获得 关 
于 平均 后 函数 六 的 方程 
二 pf) 人 Ea =0. (45. 4) 

这 个 方程 仅 包 含 动量 空间 中 流 密 度 的 径 向 分 量 . 这 个 分 量 与 碰撞 中 的 能 量 传 递 
有 关 ,ei 碰撞 对 它 的 贡献 显然 远 小 于 ee 碰撞 的 贡献 . 

因为 脱 逸 电子 仅 是 电子 总 数 中 的 很 小 分 数 ,在 计算 流 s, 时 我 们 只 需 考虑 它 
们 与 绝 大 多 数 麦克 斯 韦 电 子 的 碰撞 (而 无 需 考 虚 相 互 之 间 的 碰撞 ) ;后 者 的 速率 
远 小 于 脱 逸 电子 的 速率 . 在 这 些 条 件 下 ,无 需 重 新 计算 s,; 我 们 可 以 通过 与 早先 
推 得 的 公式 {22.5 ) 的 直接 类 比 写 出 下 列表 达 式 : 


s, = — Tyv..(v)m pe (45.5) 
其 中 v(v) =4me'N.L/(mv ) 是 快 电子 与 慢 电 子 间 的 库仑 碰撞 频率 (请 比较 


(44.3)). 因为 表达 式 (45.5 ) 适 用 于 具有 速率 v~v 的 电子 ,关于 库仑 对 数 我 
们 有 


L=In(mva/e’). (45.6) 
由 方程 (45.4) 的 形式 可 以 看 出 
S$,=5, +eEf (45.7) 


为 动量 空间 中 (来 自 碰撞 和 来自 场 作用 的 ) 总 和 经 向 流 密度 . 按照 前 述 讨 论 ,可 以 
寻求 脱 逸 电子 分 布 的 定 态 形式 , 即 , 动 理 方程 (45.4) 中 的 时 间 导 数 项 可 以 忽略 . 
于 是 

4TP S， = const = n,,,. (45.8) 
这 个 等 式 (用 (45.5) 所 给 出 的 5) ,是 确定 分 布 函 数 f 的 微分 方程 . 常量 n,,, 给 出 
所 寻求 的 每 单位 时 间 和 每 单位 体积 的 陪 逸 电子 总 数 . 

我 们 引进 下 式 所 定义 的 量 纲 为 1 的 变数 wu 和 常数 5 
uw=p/p., b=E/E,, p= (mT./b). (45.9) 

于 是 方程 (45. 8) 变 成 

bdf 


re (45.10) 


其 中 常量 C 与 n,,, 相 差 一 个 恒定 因子 . 因为 我 们 假设 场 5 <<E., 于 是 参数 b << 
1 ;在 本 问题 中 ,这 是 表征 近似 程度 的 小 参数 包 . 


@ 在 推导 (22.5) 时 ,我 们 仅 应 用 了 碰撞 中 能 量 传递 小 的 性 质 ,以 及 靶 粒 子 速 率 相 对 于 人 射 粒 子 速 
率 为 小 的 性 质 . 转换 到 目前 情况 ,我 们 只 需 用 普 代 替 (22.5) 中 的 揽 并 选取 ee 磁 擅 的 自由 程 作为 平均 自 
由 程 /. 

@ ”区 其 是 ,对 动 理 方程 角度 部 分 的 分 析 表 明 , 脱 逸 电子 的 运动 方向 位 于 角度 范围 9~6". 
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方程 (45. 10) 的 解 是 


i (45.11) 
其 中 
raep{[ 右 (所 ~ )] (45. 12) 


是 齐 次 方程 的 解 . 玉 中 的 归 一 化 因数 由 下 列 条 件 确 定 : 当 4 一 0 时 ,函数 /应 该 变 
成 麦克 斯 韦 分 布 
__ AN _ 
1 np ( 25) 
当 wu 一 % ,函数 下 无 限 增 加 ,而 f (w) 必须 仍 为 有 限 . 因此 我 们 有 条 件 当 w 一 % 时 
FLE 一 0 ,由 此 求 得 常数 C 为 王 : 


| 和 
Crarmi sl | onl rT ei ) hu | {45.13) 
积分 利用 鞍点 法 来 计算 ,通过 将 指数 在 其 w=1 处 的 极 大 值 附 近 作 展开 . 这 
样 得 出 关于 每 单位 时 间 和 每 单位 体积 的 脱 逸 电子 数 对 场 瑟 的 下 列 依赖 关系 : 


E 
nr ~ Nevee( vre) exp ( | (45. 14) 


这 里 指数 函数 前 的 系数 只 是 量 纲 上 正确 ;更 精确 的 计算 会 超出 这 里 所 用 近似 ,而 
从 一 开始 就 要 求 对 动 理 方程 的 更 精确 解 . 


$46 收敛 碰撞 积 


带 有 上 朗 道 碰撞 积分 的 动 理 方程 ,使 对 等 离 体 物 理 问题 的 求解 仅 能 具有 对 数 
准确 度 :库仑 对 数 的 大 自 变 量 没有 完全 确定 . 这 个 不 确定 性 归 因 于 大 散射 角 处 和 
小 散射 角 处 积分 的 发 散 性 . 正如 已 经 提 及 的 ,大 散射 角 处 的 发 散 没有 什么 根本 重 
要 性 ; 它 仅 是 由 于 用 动量 传递 4 的 寡 作 展开 引起 的 ,而 在 玻 尔 效 曼 础 撞 积 分 本 身 
中 并 不 出 现 . 小 散射 角 处 的 发 散 是 由 于 未 考虑 等 离 体 对 粒子 相互 散射 的 屏蔽 效 
应 . 要 计算 碰撞 积分 到 高 于 对 数 准 确 度 ,我 们 (不 仅 在 库仑 对 数 中 确定 积分 范围 
时 , 才 考虑 到 屏蔽 ) 必须 从 一 开头 就 始终 一 贯 地 考虑 到 屏蔽 . 

在 $41 中 曾 注意 到 ,带电 粒子 间 有 屏蔽 相互 作用 时 ,碰撞 积分 的 适用 性 条 
件 要 求 ,在 时 间 ~a/5, 内 和 距离 ~a 上 分 布 范 数 变化 很 小 . 同样 这 些 条 件 使 我 们 
能 宏观 上 将 电荷 的 屏蔽 作为 等 离 体 的 介 电 极 化 来 处 理 . 

我 们 将 在 两 个 极限 情况 下 来 考虑 所 提出 的 这 个 问题 :(1) 当量 子 力学 的 玻 


QD 关于 边界 条 件 .这 里 有 类 似 于 524 中 的 表述 . 
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恩 近 似 可 以 应 用 于 粒子 碰撞 时 ,(2) 当 碰 撞 过 程 可 应 用 准 经 典 近似 时 ， 
玻 恩 情况 
我 们 从 第 一 种 情况 开始 , 它 在 满足 条 件 
iee |/fii. << 1 (46.1) 
时 发 生 . 
介 电 体 对 粒子 散射 的 影响 ,最 清楚 的 方式 是 用 图 解法 的 语言 来 表述 . 在 玻 恩 
近似 ,两 个 粒子 的 散射 (在 非 相 对 论 情况 下 ) 用 下 列 图 % 


ptg p~g 


i (46.2) 


描述 ,其 中 虚线 对 应 于 函数 4m/ 和 , 它 是 一 个 单位 电荷 的 库仑 势 的 傅 里 叶 分 量 (4 
是 散射 中 所 传递 的 动量 ). 介质 的 唯一 效应 是 这 个 函数 要 用 介质 中 电势 分 量 4m/ 
9q。qnseus 来 代替 ,其 中 ee(ow,94/ 堪 ) 是 介质 的 电容 率 张 量 ,而 hw 是 所 传递 的 能 量 
(请 比较 第 九 卷 , $ 85) . 散射 幅 相 应 地 包含 一 个 额外 因子 9 /( gqsews) ,而 截面 
则 包含 此 量 的 模 平 方 , 因 此 


do = dom se (46. 3) 
ouBia 


al 

为 简单 起 见 ,今后 我 们 将 假设 等 离 体 为 各 向 同性 的 . 于 是 张 量 ee 化 为 两 个 

标量 sa, 和 se ,而 乘积 
eupguges = E19 
只 涉及 其 中 一 个 ;我 们 将 省 略 下 标 1, 并 用 se 表示 纵 问 电容 率 . 因此 ,散射 截面 变 
成 
dorn， 

Vs 

|e(w,gq/i) | 
其 中 dcl, 是 关于 真空 中 散射 的 寻常 卢 瑟 福 截 面包 . 还 注意 到 碰撞 中 所 传递 的 能 
量 与 动量 传递 由 


d (46. 4) 


hw=q*V (46.5) 


QD 如 $41 中 那样 ,字母 上 不 带 "'" 号 和 带 “'" 号 的 量 指 两 个 互 磁 粒 子 的 (它们 可 以 为 相同 或 不 同类 
型 ). 
名 ”在 全 同 粒 子 (以 不 同 小 角度 ) 的 散射 中 ,dor, 应 理解 为 考虑 到 带 交 换 效应 的 库仑 散射 截面 ( 见 第 
三 卷 , 137). 
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相 联 系 , 其 中 VV 是 碰撞 粒子 的 质心 速度 0. 矢量 4 的 绝对 值 与 质心 系 中 散射 角 X 
由 通常 公式 


q =24|9 -9 "|sin 分 (46.6) 


相 联 系 , 其 中 j=mm'/(m+m'). 
对 于 大 角度 和 小 角度 散射 能 自动 给 出 正确 处 理 并 且 没 有 发 散 的 碰撞 积分 ， 
可 以 通过 将 (46.4) 代 和 人 通常 的 玻 尔 兹 曼 积 分 (参见 (3.9) ) 而 获得 : 
C(J) = | +q)f '(p' -9) -fp)f (Pp')}: Ds Bl 
[|e(w,q/A)| 
(46.7) 
求 和 是 对 带 撤 号 量 所 指 的 所 有 类 型 粒子 进行 的 . 
具有 碰撞 积分 (46.7) 的 动 理 方程 很 复杂 ,这 不 仅 是 因为 被 积 表 达 式 不 能 用 
4 的 竺 展开 ,还 因为 等 离 体 的 电容 率 本 身 是 用 所 寻求 的 分 布 困 数 来 定义 的 . 只 有 
在 稍微 偏离 平衡 的 情况 下 , 当 动 理 方程 可 以 线性 化 时 , 才 可 达到 重要 简化 . 于 是 
电容 率 要 用 平衡 分 布 函数 来 计算 ,因而 不 依赖 于 所 寻求 校正 项 . 
准 经 典 情况 
现在 让 我 们 转 到 相反 的 极限 情况 ,这 时 有 
|ee' |/( hs.) >>1, (46.8) 
而 对 粒子 的 散射 可 应 用 准 经 典 近 似 . 在 这 个 情况 ,对 于 大 角度 和 小 角度 散射 ,我 
们 不 能 以 相同 方式 考虑 到 介质 对 散射 的 影响 (而 在 玻 恩 情况 下 这 是 可 能 的 ); 必 
须 分 别 考虑 到 这 两 个 范围 ,然后 在 中 等 角度 将 这 些 结果 “连接 "起 来 . 
介 电 体 中 以 速度 v 运动 的 电荷 e, 它 的 场 由 下 列 方 程 
V:D =4ned(r-vt) 
给 出 . 用 传 里 叶 分 量 表示 ,这 给 出 场 势 为 @ 


_ 4Te i 
rT (46.9) 
对 于 小 散射 角 , 粒 子 动量 的 变化 由 经 典 公式 
gqg= - {2a (46. 10) 


给 出 ( 见 第 一 卷 , $ 20) ,其 中 U 是 两 个 粒子 的 互 作用 能 ,而 积分 路 径 则 取 为 沿 直 


@ 通过 把 粒子 的 速度 sz 和 u "用 它们 的 质心 速度 Y 和 相对 运动 速度 w -ov ' 来 表达 ,并 应 用 散射 中 VV 
和 le -v '| 不 变 的 事实 ,就 很 容易 证 明 这 点 ， 

加 ”公式 (46.9) 的 推导 假设 了 D 和 E 之 间 的 线性 关系 ,因而 充分 弱 的 场 . 这 个 条 件 在 ( 弱 非 理想 气 
体 中 ) 距 离 ra 处 肯定 是 满足 的 . 由 此 引起 的 积分 发 散 要 通过 应 用 公式 (46.9) 了 予以 消除 . 这 些 距离 相当 
于 上 1/a, 对 此 电容 率 与 1 有 相当 大 的 差别 . 
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线 r =p +v 't(p 为 碰撞 参量 矢量 ). 岂 将 能 量 U =e'y 表达 为 傅 里 叶 积分 
i 
ke(w,k) (27) 
(其 中 用 w=k -vv ) ,将 上 式 代 人 (46. 10) ,我 们 得 到 
q = 一 4Tiee pn a e dt 上 
括号 内 的 积分 给 出 2w8(k, )/ls -v'1, 其 中 | 是 矢量 上 在 -9 方向 的 分 量 . 
然后 ,通过 对 dk | 积分 消去 8 函数 ,我 们 求 得 
4Tiee’ ke dk, 
si lv -wv'| ke(wk, ) (2m)2， 
其 中 上 , , 跟 p 一 样 ,是 垂直 于 w -v 平面 内 的 二 维 矢 量 . 同时 ,频率 是 
w=k .v=k, .VV. (46. 13) 
本 节 剩 余部 分 中 ,我 们 将 省 略 下 标 1 并 用 表示 这 个 二 维和 天 量 . 
我 们 现在 借助 于 (46. 12) 来 计算 下 列 量 


] f 
Bs=7 |9.90lv ~» |dp， (46. 14) 


当 碰撞 积分 用 小 量 g 的 寡 作 展开 时 ,上 述 量 出 现在 该 积分 中 ((41. 4) 中 的 截面 
do 现在 写成 碰撞 面积 dap). 将 两 个 (46. 12) 这样 的 积分 的 乘积 写成 对 d td 大 的 
二 重 积分 ,我 们 借助 于 公式 


fe dp=(27)"d(k+k") 


完成 对 dp 的 积分 . 这 以 后 对 dk 的 积分 于 是 只 不 过 是 除去 5 函数 , 剩 下 
pe kk dk 

Poe = lv -vw | | ar V,k) | 

(这 里 我 们 还 曾 应 用 了 (28.9) 中 e( -w,k) =e"(o, 月 这 一 性 质 ). 这 些 积分 对 
小 天 是 收 伍 的 (因为 当 o,j*0 时 有 1e1 一 一 0) 包 . 

方程 (46. 15 ) 含有 非 零 频率 w = 大 .处 的 电容 率 ;注意 到 这 情形 ,因此 有 时 

说 成 这 个 公式 考虑 到 动态 屏蔽 效应 . (46. 15) 中 的 被 积 表达 式 ,通过 函数 e 的 自 

变量 k . Y 而 依赖 于 VY 的 方向 . 当 积 分 是 在 对 数 近似 下 进行 计算 的 时 候 ,这 个 依 

赖 性 消失 了 . 在 此 近似 下 积分 限于 从 大 ~ lva 到 ~j /lee'1 的 范围 . 积分 中 起 








U=4mee' | (46. 11) 





(46. 12 ) 


(46. 15 ) 





@ 9 是 作为 每 个 碰撞 粒子 的 动量 改变 ,还 是 作为 它们 相对 运动 的 动量 改变 来 进行 计算 是 无 关 紧 要 
的 ， 
多 ”和 朗 道 碰撞 积分 中 ,由 于 库仑 场 屏蔽 而 导致 发 散 的 消除 ,这 应 归功 于 巴 列 斯 库 ( R. Balescu( 1960 ) ) 
和 药 纳 尔 (A. Lenard (1960)), 完全 收敛 表达 式 (46.7) 是 由 和 鲁 蛤 泽 和 西林 (A. A. Pyxanse, B. II. Comma 
(1961) ) 给 出 的 . 
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最 重要 作用 的 大 值 是 远离 这 两 个 极限 的 那些 值 ; 在 该 范围 有 lel1: = 1 ,而 积分 简 
化 为 | kksd?k/k', 将 被 积 表达 式 对 垂直 于 w -v ' 的 平面 内 大 的 所 有 方向 求 平均 ， 


我 们 回 到 以 前 的 表达 式 (41.8) , 带 有 工 = | ak 


为 消去 大 动量 传递 处 的 发 散 性 ,如 早已 提 到 过 的 ,我 们 必须 将 展 成 9g 的 震 的 
碰撞 积分 与 未 作 展开 的 积分 “连接 "起 来 (J. Hubbard ,1961 ;0. Aono,1962). 
现在 让 我 们 考虑 差 值 
Ca(f) - Calf), (46. 16) 
其 中 C, 是 所 寻求 的 收敛 碰撞 积分 ,而 Cs 是 由 (46.7) 所 给 出 的 , 它 在 玻 思 近似 
情况 下 是 正确 的 碰撞 积分 ,但 在 这 里 只 起 辅助 作用 . 
我 们 将 散射 角 的 变化 范围 分 成 两 部 分 : 
1 )x<x, H)x>xX, 
其 中 x 的 选择 使 
|ee’|/(pa5) <<X <<1. (46. 17) 
对 于 库仑 场 中 的 经 典 小 角 散 射 ,散射 角 X 与 碰撞 参量 p 之 间 由 关系 式 
p=2lee'l/[u(v -vw ') xX] 
相 联 系 . 因此 , (在 条 件 (46. 17) 下 ) 值 Xx =xX, 对 应 于 p =p << 4a, 结果 在 这 个 上 距 离 
屏蔽 不 重要 ,而 可 将 散射 实际 上 看 作 纯 库仑 散射 . 相同 结论 适用 于 p <pi( 即 Xx > 
y,) 的 整个 范围 . 因而 ,在 这 个 范围 ,散射 截面 具有 卢 瑟 福 散 射 形式 ,而 对 碰撞 积 
分 的 相应 贡献 是 
Cu (NE > | [f/f(p+q)f '(p’ -4q) -fp)f '(p')] Nv -v' |don,. 


x >x, 范围 对 积分 (46.7) 的 贡献 严格 相似 :在 该 范围 ,9 > 9 ,根据 条 件 (46. 8) 

gi VX |ee "| 1 

二 ~ 一 全 
所 以 在 (46.7) 中 我 们 可 以 令 te1 =1. 因而 仍然 需要 考虑 的 仅 是 来 自 范 围 xY < 
Xi(p >pi ) 对 差 值 (46. 16 ) 的 贡献 . 

整个 这 个 范围 动量 传递 很 小 ,因而 碰撞 积分 可 以 用 4 的 知 展 开 . 展开 式 C。 

中 出 现 的 量 Bs 按 积分 (46. 14) 计算, 用 (46. 12) 的 g.p >p, 范围 对 这 些 积分 的 
贡献 是 





I 
(Bag) => 2T? |9 ol 


| ek | ek) (46. 18) 
pl 0 
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其 中 (对 dp 和 dk) 的 二 重 积分 中 的 极限 , 按 惯例 用 对 p 和 大 的 极限 表示 . 我 们 
可 以 等 同 地 将 Fs 重 写 为 


PT 


0 0 0 


+ fap (7 es 
家 [ap [| [ee) (46. 19) 
这 里 的 第 一 项 , 当 像 推导 (46. 15) 中 那样 进行 变换 时 ,给 出 对 (46. 18 ) 的 页 
献 为 
2(ee') 2 kksg Tap 2 有 
lv -o'| | klel? 
这 个 表达 式 与 通过 积分 (46.7) 在 Xx <Xi ,范围 的 展开 会 得 到 的 相同 ;因此 , 它 对 
差 值 (46. 16) 没 有 贡献 . 
为 了 将 (46. 19) 中 的 其 余 项 进行 变换 ,我 们 注意 到 在 它们 的 被 积 蚂 数 中 可 
邻 e =1: 于 是 积分 仍 收敛 ,其 值 由 范围 ~g,/ 所 确定 ,其 中 ka >>1, 因 而 1s1=1. 
也 很 重要 的 是 由 于 条 件 (46. 8) ,参量 
qip, /hi =2|ee’ |/( fv,) >>1; (46. 20) 
因此 我 们 仅 需 保留 当 gp, /ji 一 o 仍 为 有 限 的 那些 项 .在 这 个 极限 ,(46. 19) 中 第 
三 和 第 四 项 变 为 零 . 因此 仅 剩 下 
(Ba -~ (Be)s = 


a [ks 
(46. 21) 
其 中 下 标 “cl”" 和 “B” 表 示 Bs 的 值 分 别 与 积分 Ca。 和 Cs 的 展开 式 有 关 . 
对 dk 的 两 个 积分 ,每 一 个 都 是 平行 于 矢量 p; 对 (垂直 于 v -v 的 平面 内 ) 


DD 关于 小 角度 散射 的 卢 瑟 福 截 面 ,用 4 来 表达 是 
de 
glv-o’| 


2 中 
( 其 中 应 用 了 ds 及 | 一 电 ldo rr ) 
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这 些 方 向 积分 后 ,对 于 差 值 (46. 21 ) 我 们 得 到 (41. 8) 形 式 的 表达 式 具 有 相反 正 
负 号 以 及 具有 


91/ 上 2Tr 


L= Josp [去 | eerdedt | . 


应 用 贝 塞 尔 函 数 的 熟知 积分 表示 ， 和 等 式 1 (x) = ~J,(%) ,我 们 可 将 这 个 积分 
重新 写 为 


91 人 让 Pig1’$ 


i [ou | mw] = | [JU(z) -1] 
或 者 ,分 部 积分 后 


' 玫 ， 


gp 
n 一 一 


EL=] 12 IO -Un sd 


这 里 我 们 应 gs 它 并 不 含 畏 助 量 x, ) 很 大 的 事实 ， 在 剩 下 的 积分 的 
上 限 用 无 穷 大 代 蔡 ,而 在 第 一 项 中 我 们 令 Jo(qipv/ 疡 ) =0. 利用 下 列 积分 值 


JoOnm PN 
0 


[12) (x)In xdx = ln 2 - C); 


其 中 C =0.577… 是 欧 拉 常 数 (y =e =1.78…) ,并 利用 (46. 20) ,最 后 我 们 求 得 


ylee’ | 
上 = In ot (46. 22) 
这 些 计算 的 总 结果 是 ,在 准 经 典 情况 ,无 发 散 的 碰撞 积分 可 表达 为 
Cu( 帮 =Cas( 万 -Ci( 有 万， (46. 23 ) 


其 中 Ce 由 公式 (46.7) 给 出 ,而 Ci 是 具有 库仑 对 数 为 (46.22) 的 朗 道 碰撞 积分 . 
必须 强调 ,后 一 积分 中 ,le -v "1 是 精确 变量 而 非 平 均值 5.. 

由 于 推导 中 所 作 近 似 , 这 个 结果 当然 是 仅 在 “改进 的 对 数 准 确 度 "下 是 有 效 
的 :具有 碰撞 积分 (46.23 ) 的 动 理 方程 仅 在 确定 大 对 数 的 自 变 量 的 严格 系数 方 
面 ,使 我 们 能 改进 计算 的 准确 度 (到 这 个 准确 度 , 意 味 着 量 亡 自然 地 从 所 有 结 来 
中 消除 掉 ; 在 (46. 23) 中 它 仅 起 辅助 参量 的 作用 ). 


习 题 


1. 对 玻 思 情况 ,在 改进 的 对 数 准 确 度 下 ,计算 带 单 电荷 (z=1) 的 平衡 (Ti = 
7 ) 等 离 体 中 ,对 频率 ww >>v. 的 电容 率 的 虚 部 . 

解 :在 计算 当 w >>zy 时 的 2" 时 ,我 们 只 需 考 虑 ei 碰撞 (如 关于 (44.8 ) 的 推 
导 所 解释 过 的 那样 ). 因为 碰撞 积分 (46.7) 与 通常 的 玻 尔 兹 曼 积 分 仅 在 do, 前 
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面相 差 一 个 因子 1e1 一 ,所 寻求 的 e" 可 利用 相同 公式 (44.8) 进 行 计 算 ， 


4Te NN 
os is, (1) 


其 中 《…), 和 (…), 分 别 表示 对 电子 速度 mw .和 离子 速度 0 的 平衡 分 布 求 平均 . 与 
§ 44 中 计算 的 唯一 差别 是 gq, 现在 定义 为 

"= 0- |e (SE) | ae 2 
而 且 g, 必须 对 离子 速度 (当然 这 里 不 能 忽略 ) 求 平均 ;在 函数 & 的 自 变 量 w= 
9 .9/[ 开 中 ,电子 和 离子 的 质心 速度 作为 近似 ,可 用 离子 速度 代替 . 卢 瑟 福 截 面 
写 成 





_ {ze ze ) m “2Tasin Xdx _ 387 ze” ) m (3) 
” 4p。 sin’(x/2) pg 


其 中 


2 


4 =2p.sin X, 1 ~ eosX = 0O<g=<2p., 


- 
(Pp.=my. 是 电子 动量 ). 
函数 e(ww,q/[ 形 ) -1 由 公式 (31. 11) 确 定 , 它 由 电子 和 离子 两 部 分 组 成 . 因为 
(2) 中 它 的 自 变 量 fiw =g'9,<<gv., 对 电子 部 分 可 选取 w=0, 于 是 
dg*9. 在 
ed (4) 
PO er 
将 (3) 和 (4) 代 入 (2) ,并 进行 明显 的 变量 变换 后 得 到 


4p2a2/h2 oo 
2 





| | ne 
ECT 

a 

和 /(pia:) <<1, 而 丢掉 量 级 ~ 入 /(pia') 及 更 高 阶 的 所 有 项 . 结果 是 
-5 2mv.a. 

i | 上 +4]， 


n 








《ar 5) 


其 中 





A re ts [ aretan 一 -也 | = 


-In[ (2 +F')? + Fo2] |aé 


(这 里 我 们 曾 应 用 五 为 偶 函 数 和 本 为 奇 函 数 的 事实 ). 数值 计算 给 出 A = 
-0. 69. 
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(1) 中 的 求 平均 借助 于 公式 
(=) 《= (于 ) [从 -<] 


27T 
来 实现 ,其 中 C 为 欧 拉 常数 . 最 后 结果 是 





,4 vir eN 次 as(mT) 
下 3 Tm 3 8 Ls =!1 ? 
In as =3In2 -+A=In(1.06) (6) 


(B. H. Hepemp ,T. M. Snmanm6epr ,1961 ). 

2. 与 题 1 相同 ,但 是 在 准 经 典 情况 . 

解 :由 (46.23) , 准 经 典 情况 下 关于 og, 的 表达 式 ,是 通过 从 (5) 中 对 数 减 去 
In(ye /fv) 而 得到: 





(0) ,=a [mn 2 +4| (7) 
关于 e", 我 们 得 到 公式 (6) ,但 是 对 数 rn pn 
de 
| PE , ln a =2ln 2 -2C+A=l1n(0.63). (8) 


3， 对 于 带 单 电荷 (z=1) 等 离 体 ,假设 电子 和 离子 之 间 的 温度 差 很 小 (87 = 
T. -7, <<7.) ,在 改进 的 对 数 准 确 度 下 确定 从 电子 向 离子 的 能 量 传递 率 D. 
解 :因为 比值 m/M 很 小 (因而 每 个 事件 的 能 量 传 递 也 很 小 ). 一 开始 就 很 明 
显 的 是 关于 电子 分 布 函 数 的 方程 归结 为 福 克 尔 - 普 朗 克 类 型 的 方程 . 它 具 有 下 
af. 


列 形式 ( 见 $21) 
六 = G9.) [ 尖 -J 


我 们 用 p*/2m 乘 这 方程 并 对 4Tp-dp。 求 积分 . pep ,我 们 求 得 电子 能 量变 
率 为 











= -一 | B. [E+] dp 


假设 电子 分 布 函 数 是 麦克 斯 书 型 , 且 温 度 差 很 小 ,我 们 求 得 
dE. 1 


下 = 下 | Bvif.dip. ~ -BN (Bv.).. (9) 


如 同 (21.11) 中 那样 ,系数 B 用 一 个 电子 与 一 wear 


DD ”这 个 问题 是 由 拉 了 马扎 什 维 利 , 鲁 哈 泽 和 西林 { 了 . P. PaMasaIIBHH ,A. A. Pyxanse, B, Il. CHHH 
(1962) ) 讨 论 的 . 
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均值 来 表达 ， 
B= = Nv {((Ap.)’)ido. (10) 


Ap。 的 值 由 等 式 (46.5) 求 出 : 
7 .9 Yi 2 29 


了 D. 了 











Ap 和 — 


代入 (10) 以 后 ,由 此 再 代入 (9) ,并 应 用 题 1 的 9 与 散射 角 X 之 间 的 关系 ,我 们 
得 到 


dE 
= Nm (on (10.)1) (NN, = N. =N). (11) 


公式 (11) 严 格 类 似 于 题 1 中 的 (1), 因 而 以 后 的 计算 实际 上 完全 相同 . 在 玻 
恩情 况 ， 





2 
《3 01); = 4me ~ hn 


其 中 4, 是 一 个 积分 , 它 与 题 1 ER 
26 ;数值 计算 给 出 4 = -0.52. 对 电子 速度 的 求 平 均 与 题 1 中 相同 . 最 后 结果 是 


+4 | ， 


dE. 4 VinzmN’ 
= TE LT, Lo =In(pa(mT) Ta/ (12) 


其 中 
ln 8B eB MR =mn(t1,26) 
i , 9 


类 似 地 ,在 准 经 典 近似 ,我 们 得 到 与 (12) 相同 形式 的 表达 式 , 但 其 中 的 Pa 要 用 
.代替 

L,=ln(Ta.B/e), lnpB,=2n2-2C+A,=1n(0.75). (13) 
公式 (12) 和 (13) 通 过 确定 (对 于 温度 差 很 小 的 情况 )(42.6) 中 对 数 函 数 的 变量 
中 的 数值 因数 而 改进 了 8$42 的 结果 . 


$47 通过 等 离 体 波 的 相互 作用 


有 些 情 况 下 ,考虑 到 等 离 体 中 粒子 库仑 相互 作用 的 动态 屏蔽 ,不 仅 改进 库仑 
对 数 的 自 变 量 ,而 且 还 导致 定性 上 的 新 效应 . 为 研究 这 些 效应 ,我 们 可 以 将 碰撞 
积分 表达 成 这 样 一 种 形式 , 它 对 小 角度 散射 的 贡献 给 出 严格 结果 ,而 对 大 角度 散 
射 的 贡献 仅 给 出 到 具有 对 数 准确 度 . 
在 准 经 典 情况 ,大 散射 角 (x ~ 1) 由 小 碰撞 参量 
p 三 |ee'| LA 
所 引起 . 所 寻求 的 碰撞 积分 具有 朗 道 积 分 形式 ,具有 B。 由 (46. 15 ) 给 出 : 


$47 通过 等 离 体 波 的 相互 作用 * 179 ， 
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lv -v'| (Kk: V,k) | 
其 中 积分 范围 直 取 至 
kas ~ or/ |ee’|. (47.2) 
在 相反 的 玻 恩 情况 ,所 寻求 的 碰撞 积分 形式 通过 将 (46.7) 中 被 积 表 达 式 按 
dg 的 朝 次 展开 而 求 得 . 结果 仍 导致 朗 道 积分 ,具有 Bs 由 相同 公式 (47. 1) 给 出 ,但 
一 不 同 是 现在 积分 上 限 取 为 
kas ~ LD/ (47.3) 
(对 于 动量 传递 9 ~jb, ,上 的 值 是 g/#). 让 我 们 再 次 提 及 ,大 大 处 截止 的 物理 意义 
在 经 典 情况 和 玻 恩情 况 是 相同 的 : 它 发 生 在 散射 角 Y ~ 1. 然而 ,两 个 情况 下 k 和 
x 之 间 的 不 同 关系 式 导 致 关于 上 ,的 不 同 表达 式 . 
具有 (47.1) 形 式 的 B。 的 朗 道 磁 撞 积 分 , 称 为 巴 列 斯 库 - 菜 纳 尔 碰 撞 积 
分 0. 我 们 可 将 (47. 1) 重 写成 对 以 后 分 析 更 加 方便 的 一 种 形式 : 
Bs =2( ee’)’ | | ek v)8(w-k-.v’)x i 
其 中 积分 现在 是 对 三 维 ( 而 不 是 二 维 ) 矢 量 进行 的 . 被 积 表 达 式 中 的 两 个 5 逊 
数 保 证 等 式 k.v = 大 .9 ', 即 大 垂直 于 w -v'. 对 w 的 积分 使 e(w,k) 中 的 自 变 量 
wo 要 用 必要 值 w =k'v = 大 .Yu = 下. YY 代替 . 
我 们 注意 到 ,对 于 使 得 e(w,k) =0 的 w=K 大 .和 大 的 值 , 即 对 相当 于 等 离 
体 纵波 色散 关系 的 w,k 值 ,(47.4) 被 积 表达 式 中 的 因子 1s(w,k) 1 会 变 成 无 
穷 .k 的 这 些 值 可 能 对 碰撞 积分 给 出 很 大 贡献 . 这 个 贡献 物理 上 可 被 描述 为 粒子 
间 通 过 等 离 体 波 的 发 射 和 吸收 这 样 的 相互 作用 的 结果 . 然而 , 仅 当 等 离 体 含有 充 
分 多 粒子 ,其 速率 与 波 的 相 速 v,, = w/k 可 比较 或 大 于 相 速 时 ,这 个 效应 才 值 得 
重视 (因为 只 有 这 些 粒 子 才能 满足 必要 关系 式 w =k* VY)， 
让 我 们 考 虚 这 样 的 等 离 体 ,其 中 电子 和 离子 具有 不 同 温度 7. 和 7T,. 当 了 .= 
T, 时 ,只 有 相 速 w，>> vj. 的 电子 等 离 体 波 才能 在 等 离 体 中 传播 (而 无 明显 阻 
尼 ) ;因此 ,在 这 个 情况 能 与 波 “ 互 换 ” 的 电子 数 是 指数 式 小 . 
然而 ,如果 了. >> 7, ,离子 声波 也 能 在 等 离 体 中 传播 ;它们 的 相 速 满足 不 等 式 
vr, << Ww/k << Vr. (47.5) 
这 些 波 对 电子 间 的 碰撞 积分 能 给 出 重要 贡献 (B. II. Cwman ,1962 ). 
令 B。 表示 电子 -电子 量 8B 中 归 因 于 这 个 效应 的 部 分 . 它 是 (47.4) 中 这 
样 的 积分 范围 引起 的 ,这 个 范围 位 于 离子 声波 色散 关系 e(w,k) =0 这 个 方程 的 
根 附近 . 这 个 根 。(k) 本身 是 具有 小 虚 部 ( 波 的 阻尼 系数 ) 的 复数 ; 当 w 在 积分 范 


(47.4) 


”这 个 积分 的 形式 推导 将 在 $51 末尾 给 出 . 
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用 有 实 值 时 ,函数 e =e' +ie" 的 实 部 通过 零 ,而 虚 部 仍 很 小 . 注意 到 公式 (30.9)， 

我 们 将 (47.4) 被 积 表达 式 中 的 因子 1e1 一 写成 

a ee [A 

对 于 电子 电子 碰撞 积分 , (47. 4) 中 速度 v 和 v ' 与 电子 相 联 系 ,而 由 于 不 等 式 

w << kv ,两 个 58 函数 的 自 变量 中 可 以 省 略 w 项 . 因而 B%* 的 有 关 部 分 是 
kksd? kde 

k° |e"(w,k) | 





B's =2re’ | | aCk:w)8(k.v’)8(e') (47.6) 


对 d 大 的 积分 是 (在 给 定 w 下 ) 对 范围 (47.5) 求 积 . 
我 们 可 以 将 对 4 天 的 积分 变换 到 新 变量 
K =ER.R, k=k.9, k=KE.9., 
其 中 是 沿 s xyw ' 方 向 的 单位 矢 . 变换 的 雅 可 比 行列 式 的 直接 计算 表明 d 大 要 用 
d «x dk, dk, 
|w xm | 
代替 . 对 dk,dk, 的 积分 除去 6 函数 ( 它 使 上 = 已 =0) ,因而 k=xkn. 变量 < 可 取 正 
值 和 负 值 ; 仅 对 正 值 积分 时 ,我 们 写 出 
| 2Te nn kK 
Bes = | xv 2 | | | je i Se 
双 温 等 离 体 在 离子 声波 区 (47. 5) 的 电容 率 给 出 为 由 


1 
有 ac 





2E'=1- 一 + 
w 
(47.8) 


1 Tw 2 六 w 
下 一 2 {+ -| 上 
(47.7) 中 对 dx 的 积分 的 主要 贡献 ,来 自 ( 如 以 后 的 计算 将 肯定 的 ) 范围 a.k >> 
1;e'(w,k) 中 最 后 一 项 因而 可 忽略 . 注意 到 
3 (1 ek -Ss(6-0) +6(w +42.)], 
ww 
(47.7) 中 对 dw 的 积分 给 出 


Bo 4 下 e” 02 


ep lv x eke ,Kk )” 


或 者 ,将 ae" 的 表达 式 代 入 ,并 应 用 变量 &=k ai 


OD 见 (33.3). 在 (47.8) 中 也 包括 对 ae" 的 离子 贡献 . 虽然 在 区 域 (47.5) 是 指数 式 小 , 它 确 定 下 面 
(47.9) 中 的 积分 范围 . 
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pl 2 WV2Te yyea。 
Bo Vang | XYy '|a? 1 + expt -1 +L,/2)° (47.9) 
其 中 
i eh (47. 10) 
.vr mT; 
由 于 条 件 (47.5) ,在 (47.9) 中 的 积分 必须 在 范围 (人 2.a,/0.a.)”<<& <<1 内 进 
行 . 因为 对 小 过 积分 收敛 ,下限 可 取 为 零 . 
当 LL 一 w 时 ,(47.9) 中 积分 趋 于 零 ; 假 设 大 充分 大 ,我 们 将 在 对 数 近似 下 
来 计算 它 , 即 在 按 1/L, 的 寡 展 开 式 中 仅 取 第 一 项 . 对 积分 的 主要 贡献 来 自 这 样 
的 范围 ,那里 分 母 中 的 指数 项 可 忽略 . 为 此 ,我 们 必须 有 - 17Z(2E) + 上 L,/2>1, 即 


积分 取 为 从 0 至 1/(L, -1) 二 1/L,, 它 简单 给 出 1/L,. 因此 ,最 后 结果 是 
2 Vime'zvr.T. 


(pl) 
= 一 一 一 一 一 一 一 . 47. 
Bs =manp TE (47.11) 


电子 电子 碰撞 积分 中 By 的 总 值 可 通过 将 (47. 11) 与 寻常 库仑 表达 式 
(41. 8) 相 加 而 求 得 ,并 在 库仑 对 数 上 的 自 变量 中 用 德 拜 半径 


-11/2 
= 


L =1 





QQ,， 


a=(a +a, ) 
当 
zT /(TLL) >>1 (47. 12) 
时 ,等 离 体 波 的 贡献 (47. 11) 变 成 占 优势 的 . 
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公式 (44. 9) 对 等 离 体 电容 率 虚 部 为 有 效 的 频率 范围 ,受到 不 等 式 0. >> 
w >> zu 的 限制 . 第 一 个 不 等 式 是 具有 屏蔽 库仑 相互 作用 的 碰撞 积分 适用 性 的 一 
般 条 件 . 现在 让 我 们 考虑 与 此 相反 的 极限 ,对 此 
w >> 12.. (48.1) 
我 们 可 以 立刻 注意 到 ,这 里 电容 率 的 实 部 "肯定 接近 于 1 ,而 虚 部 e" 很 小 . 
可 变 外 场 的 能 量 耗 散 是 由 ei 碰撞 引起 的 ,碰撞 期 间 的 量 级 等 于 或 小 于 场 变 
化 周期 . 这 意味 着 对 w >> 1. ,在 距离 ~vr./w <<vr./02. =a。 发 生 的 碰撞 将 是 重要 
的 .在 这 种 距离 上 ,离子 的 库仑 场 不 受 屏 蔽 ,因而 是 纯粹 二 粒子 碰撞 ( 而 不 像 受 
屏蔽 相互 作用 下 那样 基本 上 是 多 粒子 碰撞 ). 在 这 些 条 件 下 ,个 别 场 能 吸收 的 微 


QD 在 对 积分 为 重要 的 范围 ,&~1/ , 即 x ~1/(aiL1“). 于 是 


172 


a -< Te 
x on sa Ce 
“ait Ti >> ] ， 


与 上 面 所 作假 设 一致 . 
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疯 事件 变 成 带电 粒子 对 碰撞 中 思 致 辐射 的 逆 过 程 . 这 使 我 们 能 应 用 细致 平衡 原 
理 通过 轨 致 辐射 截面 来 表达 e"(B. JI. Tas6ypr,1949 ) 

介质 每 单位 体积 和 每 单位 时 间 内 电磁 场 能 的 耗 散 0 通过 公式 (30.5) 用 e 
表达 . 为 了 将 这 个 量 与 力 致 辐射 截面 联系 起 来 ,我 们 假设 场 是 由 单 色 平面 波 所 产 
生 的 ,其 中 能 量 密度 是 


(在 后 一 表达 式 中 ,假设 E 表达 为 复 量 (比较 116 页 脚注 )). 因为 电容 率 接近 为 
1 ,这 里 我 们 令 a =1. 于 是 公式 (30.5) 可 写成 
OO =we'l. (48. 2) 
另 一 方面 , 耗 散 等 于 电子 离子 碰撞 中 所 吸收 的 能 量 0,, 与 这 些 碰 撞 中 所 辐 
射 的 能 量 之 差 .这 就 是 , 受 激 (而 非 自发 ) 发 射 的 能 量 0,, 它 产生 与 原始 场 相干 
的 光子 ,在 这 种 意义 上 与 之 不 可 分 辨 . 
光子 的 自发 发 射 , 即 寻常 韦 致 辐射 的 截面 ,6 es 


dc, = PF :P) 8( E 一 E' 一 形 o) i (48.3) 








3 ) 
其 中 是 光子 波 矢 ,p 和 p' 是 电子 的 初始 和 终 末 动量 . 乘积 Nizdc.,( 其 中 Ni; 是 
离子 数 密度 ) 是 电子 每 单位 时 间 经 历 光 子 发 射 的 概率 ;函数 w(p',p) 还 依赖 于 所 
发 射 光 子 的 偏振 . 对 p 和 上 的 方向 积分 ,并 对 光子 偏振 求 和 ,我 们 得 到 ( 按 频 率 
的 ) 微 分 轧 致 辐射 截面 do, ;通过 相对 于 e' =p”/2m 积分 可 消除 (48.3) 中 的 5 
函数 .因而 
do 4m vj? do, 

TVC 
其 中 尺 (p,p') 是 w(p,p') 对 p 和 p' 的 方向 求 平均 后 的 值 ;这 个 值 已 不 依赖 于 光 
子 的 偏振 ,由 此 对 后 者 的 求 和 相当 于 乘 以 2. 按 下 述 定义 引进 有效 辐 射 " < 。: 


fiwdo, = K ,dw, 





于 是 我 们 可 以 与 
mvc 
A oh 
受 激 辐射 截面 与 (48. 3 ) 的 差别 仅 在 于 声 因 子 Nt ,处 于 波 和 天 大 和 偏振 方向 e 
平行 于 EE 的 量子 态 的 光子 数 ( 见 第 四 着 ,8$ 44). 因此 开 泊 人 总 能 量 是 
Q.=N > {Nehow(p’ p/P)S(e -e ho) dpdip’, 


其 中 Ap) 是 电子 分 布 函 数 我 们 将 认为 这 个 函数 为 麦克 斯 韦 分 布 , 仅 依赖 于 绝 


ey 


QD 为 与 电容 率 a,e',e" 区 别 , 本 节 将 电子 能 量 用 e,e' 表 示 . 一 一 译 者 注 . 
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对 值 p. 对 p 和 p' 的 方向 求 平均 ， ee 
十 
> | 了 ~ hw” 
我 们 可 以 写 出 
0 = 和 6 | wf(p)a(e -e' -hw)d’pd’p’. (48.5) 


在 具有 电子 动量 变化 p' 一 p 的 道路 迁 ( 电 磁场 中 电子 非 弹 性 散射 ) 中 所 吸收 
的 能 量 可 以 类 似 地 进行 计算 . 根据 细致 平衡 原理 ,确定 对 于 直接 过 程 和 逆 过 程 的 
截面 的 概率 函数 w 是 相等 的 . 因此 我 们 得 到 0,.. 的 表达 式 , 它 与 (48.5) 的 差别 仅 
在 于 分 布 函数 f(p) 要 用 f(p') 代 替 . 耗 散 0 = Q ~ 8,.; 将 此 表达 式 与 (48.2) 进 
行 比较 得 到 


N 
e" = {wf/(p') -fp)]S(e-e’ ~ hw) dpdip". (48.6) 
我 们 将 仅 考 虑 这 样 的 频率 ,它们 使 
fiw << 了 . (48.7) 
于 是 , 差 值 p’-p 很 小 ,我 们 可 令 
1 __d;, _ifw 
flp') -fp) = der® = TAP), 

而 在 其 余 因 子 中 令 P =p'. 将 此 代入 (48.6) 并 将 十 用 (48.4) 的 « ,来 表达 ,我 们 
ee 
E"(w) =NN. 





Cok, Ke (48.8) 


其 中 角 括 号 a 
让 我 们 将 这 个 公式 应 用 于 两 个 极限 情况 : 准 经 典 情况 和 玻 恩 情况 . 在 第 一 个 
情况 , 即 当 


ze /hv >> ] (48.9) 
时 ,频率 范围 w >> 2. 可 以 进一步 被 限制 在 更 军区 间 
mvr./ (ze ) >>w >> 1,; (48.10) 


左边 的 量 是 电子 在 离开 离子 的 距离 使 散射 角 x ~1 的 量 级 时 飞行 时 间 的 倒数 . 容 

易 看 出 (48.7) 是 从 条 件 (48.9) 和 (48. 10) 必 然 得 出 的 结果 . 在 准 经 典 情况 ,一 

电子 与 一 个 静止 离子 的 碰撞 中 在 频率 (48. 10) 的 有 效 辐射 由 公式 
人 (48. 11) 


地 2 
3 c m yowze 


给 出 ,其 中 y=e =1.78…, 而 C 是 欧 拉 常数 ( 见 第 二 卷 (70.21)). 代 人 (48.8) 


”184 . 第 四 章 ”等 离 体 中 的 碰撞 


并 完成 求 平均 ,我 们 得 到 多 
,4 27 ze N. {7 F572 T3722 

















£ = A -得 一 记 一 一 (48. 12 ) 
3 Tm ow yy we m 
在 玻 恩情 况 , 即 当 ze /( 知 ) <<1 ,在 频率 iw <<T 的 有 效 辐射 由 多 
_ 16ze” ,2mv 
Ko = an (48. 13) 
给 出 . 用 (48. 8) 的 计算 给 出 

,4 Vin ze N. 0. 47 

se"=— _ ep ln i (48. 14) 


它 与 (44.9) 仅 相差 在 对 数 函 数 的 变量 不 同 . 
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§ 29 一 8$32 中 所 描述 的 等 离 体 振荡 理论 ,是 以 在 微 扰 论 的 线性 近似 下 求解 
动 理 方程 为 基础 的 . 其 适用 性 条 件 是 对 分 布 函 数 的 校正 SF(29.2) 远 比 未 受 扰 项 
数 到 为 小 : 
eE fo 
FS (49. 1 ) 
对 于 具有 频率 w 二 02. 和 波 数 上 <<12./or 的 弱 阻尼 等 离 体 振荡 ,因而 必须 


对 于 麦克 斯 韦 分 布 的 等 离 体 ,这 个 条 件 ( 两 边 都 平方 后 ) 可 写成 
E’/Am <<N.T.. (49.2) 

这 个 形式 具有 简单 物理 意义 : 波 场 能 量 密度 必须 远 小 于 等 离 体 电子 的 动能 密度 . 

条 件 (49.2) 保 证 了 对 大 多 数 电子 来 说 校正 让 很 小 . 然而 ,即使 它 是 满足 的 ， 
仍 有 相对 小 量 粒 子 ,对 于 它们 (49. 1) 不 能 满足 ,它们 几乎 与 波 同 相 运 动 (k :vw ~ 
w) ,因而 参与 朗 道 阻尼 (共振 粒子 ); 即 使 弱 场 也 会 使 它们 的 分 布 涌 数 受到 相当 
大 的 改变 . 这 个 变化 是 一 种 非 线 性 效应 ,因而 它 的 性 质 非常 依赖 于 波 场 ( 按 w 和 按 
k) 的 谱 , 问 题 是 只 有 在 线性 近似 下 , 场 的 各 个 傅 里 时 分 量 才 单独 地 作用 于 粒子 . 

这 里 我 们 将 考虑 等 离 体 中 的 电磁 微 扰 ,它们 是 波 矢 在 某 区 间 Ak 取 连 续 值 
的 等 离 体 波 总 体 . 


QD 同时 应 用 积分 值 


ss xdx = 一 (. 


加 见 第 四 卷 (92.16). 在 从 这 个 公式 变 为 (48.14) 时 ,我 们 还 考虑 到 了 这 样 的 事实 ,当知 << 了 T= 
mt 时 ,电子 通过 辐射 仪 损 耗 小 部 分 能 量 . 
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如 果 初 始 微 扰 包括 波 数 上 ~ 02./v7. 的 广阔 波谱 , 则 朗 道 阻尼 扩展 至 (在 场 对 
它们 的 影响 的 意义 上 ) 处 于 相同 条 件 的 大 量 电子 . 结果 证 明 是 ,分 布 水 数 的 畸变 
在 所 有 速率 都 相对 俱 4 ;从 而 (在 条 件 (49.2) 下 ) 线 性 理论 在 微 扰 发 展 的 整个 过 
程 都 适用 . 

另 一 方面 ,如 果 微 扰 只 包含 波 数 在 ko( << 2./v7.) 值 附近 很 罕 范 围 Ak, 于 是 
电子 速度 的 共振 范围 


02. vo 
Av|~AT ~ |Ak|, = (49.3) 
0 


也 很 小 ,并 位 于 v。>>vr. 附 近 . 因而 只 有 相当 小 数目 的 电子 参与 朗 道 阻尼 ,而 电 
子 分 布 函数 可 能 改变 极 大 . 
这 里 将 给 出 下 述 情况 下 这 个 现象 的 定量 理论 , 当 微 扰 是 殖 单 色 波 且 其 振幅 
和 相位 按 某 种 统计 规律 在 空间 被 调制 的 情况 . 对 初始 微 扰 大 值 的 谱 很 罕 : 
| Ak|/k, << 1 ， (49.4) 
但 同时 
E 0 
其 中 yg。 是 波 电场 势 振幅 的 数量 级 (这 个 条 件 的 意义 将 在 下 面 解释 ). 由 于 
(49.2) (那里 E ~ tp, ) ,不等式 (49.5) 右 边 的 表达 式 很 小 :elgo1/mvs << 工 我 们 
还 将 假设 对 整个 等 离 体 平均 来 说 场 是 均匀 的 ;这 意味 着 E 对 波 的 相位 和 振幅 的 
统计 分 布 求 平均 后 是 不 依赖 于 坐标 的 (这 种 求 平均 相当 于 对 尺度 Ax >> 1/1AKk | 
的 空间 区 域 的 求 平均 ). 
初始 瞬间 的 场 E 表达 为 傅 里 叶 积 分 : 


FE= | Ee 


m 


1AKL ] 人 Se) (49.5) 


dk 
(2T) 
其 中 EE.,， = E; ,因为 E 是 实 量 . 关于 初始 微 扰 性 质 的 假设 (49. 4) ,意味 着 
(49.6) 中 的 积分 ,实际 上 仅 选取 对 点 k= +k。 邻近 求 积 . 微 扰 的 空间 均匀 性 条 
件 , 很 容易 通过 将 二 阶 张 量 ,Es 写成 二 重 积分 


E,E, = | Ei EraexpLiCk +k') 。r] 





(49.6) 


di kd k’ 

(2T) 

予以 表述 . 按 统计 分 布 求 平 均 后 ,这 个 表达 式 应 不 依赖 于 r 包 . 为 此 ,平均 值 
(iE,) 必须 包含 5 函数 8(k+k'). 因为 等 离 体 波 是 纵波 ,从 而 我 们 写 出 





QD 对 所 考虑 类 型 的 微 扰 ,积分 5 = | E(r)e “dx 实际 上 发 散 , 因 为 E(r) 在 无 穷 远 不 为 零 . 然 
而 ,在 形式 推导 中 这 并 不 重要 ,因为 这 推导 中 包含 方 均 量 , 它 们 肯定 是 有 限 的 
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(EErs) = (2m)? -52( B?) ,8(k +k). (49.7) 


这 个 关系 式 应 认为 是 符号 式 地 用 (E )， 所 表示 的 量 的 定义 . 注意 到 这 些 是 实 量 . 
表达 式 (49.7) 仅 当天 = -kk' 时 才 不 为 零 ,并 且 相 对 于 和 "的 互 换 是 对 称 的 . 基 
此 (E ),=(E )_,; 而 的 正 负 号 的 改变 相当 于 取 复 共 思 . 方 均 (E*) 用 这 些 量 
表达 为 





(B) = (本 


(49.6) 中 ,因而 (49.8) 中 的 积分 ,( 如 早已 提 到 过 的 ) 是 对 点 有 和 一 k。 的 邻 
近 取 的 . 然而 ,更 方便 的 是 通过 将 (49.6) 表 示 成 下 列 形式 
E-= | Ee ” dk +C.ec 
J 7) 
以 消去 -上 ,其 中 积分 仅 对 点 k=k。 邻近 取 , 而 ec.ec. 表 示 复 共 斩 . 因 此 ,(49.8 ) 
写成 


(49. 8 ) 





(49.9) 








和 > dk 
(| (49. 10) 
而 关系 式 (49.7) 写 成 
kk 
E, 起 二 二 六 3 FEF’ ， 2 ， 
(EiErs) =(2T) (五 ) ) (49. 11) 
(Ei,Ers) =0. 
i 
= iCk-r-wt) 

E-= J E, (DT te.e. (49. 12) 


表示 ,其 中 w(k) = 人 是 等 离 体 波 频率 ,而 系数 EE,(i) 由 于 朗 道 阻尼 而 缓慢 变 
化 . 电子 分 布 函数 类 似 地 表达 为 

f=f(t,p) + | {Aep)e ny +c.c. Es (49.13) 
大 括号 中 的 表达 式 是 分 布 函 数 变化 的 “无 规 " 部 分 ,在 空间 和 时 间 上 迅速 振荡 ; 
对 波 的 统计 平均 来 说 它 变 为 零 . 项 f(t,p) 是 慢 变 平均 分 布 几 . 

我 们 的 目的 是 要 推导 一 组 方程 ,用 以 确定 等 离 体 态 的 平均 特征 , 即 函 数 
(五 ) 和 h(t,p) 随 时 间 的 变化 . 为 使 这 组 方程 闭合 ,这 些 特 征 必 须 包 括 参 与 有 
关 非 线性 效应 的 所 有 电子 . 依次 ,对 应 于 波 矢 扩展 AK ,速度 范围 (49. 3) 因 而 必 
须 总 是 与 共振 波 场 影响 下 电子 速度 振荡 的 振幅 广泛 重合 . 这 正 是 由 不 等 式 


QD 不 要 与 麦克 斯 书 平衡 分 布 相 混 清 . 
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(49.5) 所 表达 的 条 件 ;(elepo im) “是 所 述 振幅 的 数量 级 . 因为 ,在 以 波 的 相 速 
运动 的 坐标 系 中 , 波 场 是 静态 的 ,由 一 系列 高 度 为 1po1 的 势 峰 所 组 成 . 在 这 些 坐 
标 系 中 ,一 个 共振 电子 在 两 峰 间 振 荡 , 其 速率 在 + (2elgo1/m)“ 范 围 间 变化 . 

其 中 一 个 方程 把 (E ) 与 h 联系 起 来 , 它 表达 场 的 每 个 健 里 叶 分 量 的 朗 道 
阻尼 : 


人 (本 4 = -2y,( E’),, (49. 14) 

其 中 
y=2me0, 0 Edo -ke ) dp, (49. 15 ) 
按 (32.6) 和 (30. 1) ,是 波幅 阻尼 系数 ;(49. 14 ) 右边 的 因子 2 的 出 现 是 由 于 
(EE ), 是 二 次 的 . 
第 二 个 方程 由 无 碰撞 等 离 体 的 动 理 方程 
a a -_eE: gf -0 (49. 16 ) 
ot or op 


推出 . 让 我 们 首先 把 这 个 方程 在 线性 近似 下 应 用 于 微 扰 的 个 别 健 里 叶 分 量 . 在 方 
程 的 最 后 一 项 中 , 它 已 经 包含 小 量 Ee““““?, 我 们 令 fh 在 第 一 项 中 ,我们 
忽略 fi 随 i 的 慢 变 化 . 于 是 我 们 得 到 关于 fi 的 通常 表达 式 : 

ieE, do 

ry ap 

而 且 , 在 以 后 的 求 积 中 ,w 要 照常 理解 为 w +i0. 

其 次 ,我们 将 关于 EE 和 /的 完全 表达 式 (49. 12) 和 (49. 13 ) 代 入 (49. 16) (用 
(49. 17) 的 f) 并 借助 于 (49. 11) 对 波 的 统计 分 布 求 平均 . 微 扰 的 所 有 线性 项 消 
失 ; 而 二 次 项 人 铺 定 导数 8f,/61 为 

df ， oj 员 i 
ee Fe rE 
本 -二 
w- 下 .9 -i0l(27) 
根据 (29. 8) 将 方 括号 中 的 差 值 用 2mr8(w -大 .9 ) 代 替 , 最 后 我 们 有 





(49. 17 ) 





oh 9 (pew de 
和 = (2% I (49. 18) 
其 中 
9 Oo | ss i J (49. 19) 


方程 (49. 14) 和 (49. 18) 构 成 所 寻求 的 完全 方程 组 . 以 它们 为 基础 的 等 离 体 理论 


“188 . 第 四 章 ”等 离 体 中 的 碰撞 


称 为 准 线 性 理论 山 . 

方程 (49. 18 ) 具有 速度 空间 中 扩散 方程 的 形式 ,D:， 作 为 扩散 系数 张 量 (上 
标 nl 指明 这 个 “扩散 ” 归 因 于 非 线 性 效应 ). 这 些 系 数 ,作为 电子 速度 的 函数 ,只 
有 在 vo 附近 Av (由 (49.3) 与 扩展 Ak 相 联 系 ) 范 围 不 为 零 . 在 这 个 速度 范围 发 
生 扩 散 , 从 而 分 布 明 数 有 相应 畸变 (对 绝 大 多 数 电 子 仍 为 麦克 斯 韦 分 布 ). 按照 
扩散 过 程 的 一 般 性 质 ,畸变 的 本 质 是 很 显然 的 :扩散 导致 平滑 化 ,或 者 在 这 个 情 
况 ,半数 有 (Pp)( 在 vv >>vr,) 的 “尾巴 "宽度 ~ Av 的 一 个 坪 ,如 图 13 中 图 解 所 
示 . 注意 到 畸变 的 这 种 特征 ,主要 变化 是 在 导数 av/ep 中 ,而 本身 仍 接近 麦克 
斯 韦 分 布 的 值 . 


让 我 们 估计 这 个 过 程 的 弛 豫 时 间 7,. 因为 匀 化 发 牛 要 
在 Ap =mAv 范围 内 ,我 们 有 
rT, ~m (Av)’/D'™. (49. 20) 
为 估计 扩散 系数 ,我 们 注意 到 按 (49. 10) 有 (E’), (Ak/ 
2T) ~《E ). (49. 19) 的 被 积 表达 式 中 出 现 8 函数 ,数量 
级 上 相当 于 对 积分 乘 以 1/(wAk). 因而 mvo ” 
1 De - (49. 21) 图 13 


最 后 ,用 势 振 荡 的 振幅 wp 来 表达 (EE )( ~ 记 1po1 ) ,并 将 (49.21) 代 入 (49. 20)， 
我 们 求 得 名 
(An)- 
ko(elgpol/m)” 
在 上 述 讨论 中 ,当然 假设 7+, 远 小 于 朗 道 阻尼 时 间 :7, <<1/y; 否 则 ,在 非 线 
性 效应 能 出 现 之 前 , 波 已 被 阻尼 掉 了 . 同时 ,方程 (49. 14) 的 适用 性 ,其 先决 条 件 
是 1/y 远 小 于 电子 平均 自由 时 间 :1/y << 1/v., ,其 中 w 是 平均 磁 撞 频率 . 然而 ， 
后 一 条 件 并 不 保证 在 所 考虑 现象 中 忽略 碰撞 的 合法 性 ( 即 应 用 (49. 16 ) 形 式 的 
动 理 方程 的 合法 性 ) :在 与 非 线 性 效应 的 竞争 方面 ,重要 的 不 是 总 的 碰撞 弛 豫 时 
间 ] ,而 只 是 关于 Av 范围 内 的 碰撞 弛 豫 时 间 ,我 们 用 To 表示. 
因为 问题 是 关于 接近 w >> vy. 的 Av 范围 内 的 弛 豫 , 它 仅 包含 所 有 电子 中 相 
对 很 小 的 分 数 ,类 似 于 脱 逸 电子 问题 的 情况 . 这 是 动量 空间 中 的 扩散 过 程 ,扩散 


(49. 22 ) 


Tu 


中 ”人 它 是 由 韦 杰 谱 夫 , 韦 利 霍 夫 , 萨 格 捷 耶 夫 (A. A. Benehoa,E. II, Bemrxoes ,P. 3. CarmeeBg( 1961 ) ) 所 
发 展 的 .方程 (49.14) 和 (49.18) 是 由 罗 总 诺 夫 , 费 里 波 夫 (HO.A. PomaHos,T. 中 . Punxnnos(1961)) 以 及 
由 德 鲁 蒙 德 , 派 因 斯 {W. 下. Drommond ,D. Pines(1961 ) ) 独立 推 导 的 ， 

四 ” 当 Av~(elpo1/m)' 时 ,严格 地 说 ,这 里 给 出 的 理论 是 不 适用 的 [(49.5) 中 记号 >> 变 成 ~ ] ,这 
个 估计 给 出 7 -~ 后:(myeles1)V2. 当 共振 速率 的 扩展 Av 与 波 场 中 电子 振荡 的 速率 幅 一 致 时 :ru 与 这 些 
振荡 的 周期 具有 相同 数量 级 时 ,这 个 结果 是 可 预期 的 . 


$50 相对 论 性 等 离 体 的 动 理 方程 。 189 ， 


系数 是 
Bs eA (49. 23) 
mp [a 
( 即 动量 空间 中 流 密度 (45.5) 中 eep 的 系数 ). 
所 寻求 的 在 范围 Av 内 的 碰撞 弛 豫 时 间 ,与 (49. 20 ) 的 不 同 在 于 用 D'“ 代 


替 DpD'™ E 


2 ; 2 3 
ss (49. 24) 
0 万 (co) 2 
Vre Vee ( vr. ) Vr 
当 
Ti >> Tn (49.25) 


时 ( 即 D"” <<D'“ 时) , 非 线性 效应 不 起 任何 作用 :尽管 有 来 自 波 场 的 微 扰 , 碰 
撞 能 维持 v ,附近 的 麦克 斯 韦 分 布 ,从 而 朗 道 阻尼 系数 由 通常 的 表达 式 给 出 ,该 表 
达 式 相对 于 w ,附近 导数 aap 的 麦克 斯 韦 分 布 的 值 . 因此 ,不等式 (49, 25 ) 是 朗 
道 阻尼 的 严格 线性 理论 可 以 适用 的 条 件 . 同时 注意 到 ,所 痢 述 的 准 线性 理论 在 弱 
得 多 的 条 件 (49.2) 下 就 有 效 . 条 件 (49. 25 ) 可 写成 

E 3 {VreN’ Mv 

ee, | VILn | | ， (49. 26 ) 
其 中 7 =e NM7 是 气态 参量 . 方 括号 中 的 很 小 因子 表明 (49.2) 比 (49. 25 ) 能 得 
多 @. 

在 相反 的 极限 情况 +, << rw, 非 线 性 效应 导致 上 面 所 指出 范围 内 导数 

8h/9p 的 很 大 减 小 ,粗略 地 为 D'“ /DW 的 比值 . 朗 道 阻尼 系数 相应 地 降低 . 
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如 果 等 离 体 中 粒子 (电子 ) 的 速度 不 是 远 小 于 光速 , 动 理 方 程 必须 考虑 到 相 
对 论 性 效应 (C.T. Benses,T. HM. Bynxep ,1956). 
我 们 将 首先 证 明 相 空间 中 的 分 布 函数 /tr,Pp) 是 相对 论 性 不 变量 . 这 个 是 
通过 注意 到 空间 的 粒子 密度 和 粒子 流 密度 , 即 积分 
和 [ap， i = | ya 
必须 形成 四 维 矢 量 禄 =(cN, 门 而 表明 的 (参见 第 二 卷 , 8 28 ) 思 . 记 住 相对 论 力学 


QD 早已 提 到 过 ,如 果 rw >> 1/y ,严格 线性 理论 是 不 适用 的 . 这 个 可 重 写 为 
E?/4m << NT.[ (Av/vr ) ( Av/vo)Y/0.), 
可 以 证 明 它 是 比 (49.26) 更 弱 的 条 件 ， 
国 “ 本 节 中 ,拉丁 字母 大 和 1 表示 四 维 矢 量 指标 . 两 个 四 维 矢量 a 和 的 标 积 用 (a6) =axk 久 表示 . 
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中 具有 动量 p 和 能 量 s 的 粒子 速度 是 w =pc /e ,我们 可 以 将 这 个 四 维 矢量 写成 

it -| pss2, (50. 1 ) 

其 中 P = (e/e,p) 是 四 维 动量 . 表达 式 dp/e 是 一 个 四 维 标量 ( 见 第 二 卷 ， 

§ 10). 因 而 很 明显 ,因为 积分 (50. 1) 是 一 个 四 维 矢量 ,所 以 f 是 一 个 四 维 标 
量 9. 

现在 接着 推导 动 理 方程 ,我们 注意 到 $41 中 进行 的 计算 直至 动量 空间 中 流 

密度 的 表达 式 (41.3) ,(41.4) ,在 相对 论 情 况 下 仍然 有 效 .我 们 只 需 重新 计算 量 


1 
B,s = pa | qaqav.do. (50. 2) 


量 v ,, 如 前 所 述 那样 ,是 两 个 粒子 的 相对 速度 . 然而 ,在 相对 论 性 力学 中 , 它 
定义 为 一 个 粒子 在 另 一 粒子 的 静止 坐标 系 中 的 速度 ,而 一 般 并 不 简化 为 差 
ys -2 ( 见 第 二 卷 , § 12). 

让 我 们 首先 和 弄 清 这 些 量 的 变换 性 质 . 乘积 

vdo .ff'd pd p'd xdi 
是 体积 dx 内 和 时 间 dt 期 间 具 有 动量 在 给 定 范围 4p 和 dp' 的 两 个 粒子 间 散 射 
事件 数 ; 根 据 定义 ,这 个 数 是 不 变量 . 将 它 重 写成 下 列 形式 


并 注意 到 (用 点 分 开 的 ) 最 后 五 个 因子 是 不 变量 ,我 们 得 出 结论 ,第 一 个 因子 
ee'v.do 也 是 不 变量 . 由 此 可 知 积分 


Wr” = Te’ | yq.do (50.3) 
形成 一 个 对 称 四 维 张 量 . 量 (50. 2) 与 这 个 四 维 张 量 的 空间 分 量 是 由 
有 ae (50.4) 


EE 
相 联 系 . 
我 们 首先 在 一 个 粒子 (比如 说 e) 为 静止 的 参考 系 中 来 计算 四 维 张 量 
(50.3). 粒子 e' 被 (碰撞 前 为 ) 静 止 的 粒子 e 以 小 角度 x 散射 的 相对 论 性 户 登 福 
截面 是 之 


QD ”然而 , 仅 相对 于 动量 的 分 布 函 数 , 即 /(t,p) = [f(t,r,p) dx 不 是 一 个 四 维 标 量 (这 种 函数 在 第 
二 卷 , $ 10 中 讨论 过 ). 

@ 这 个 表达 式 适 用 于 电子 受 电子 或 离子 的 散射 . 在 第 一 种 情况 , 它 是 从 第 四 卷 (81.7) 得 出 的 ;在 后 
一 种 情况 ,是 从 受 固定 库仑 力 心 散 射 的 截面 第 四 卷 (80.7) 得 到 的 . 
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2 (50.5) 
类 似 于 推导 (41. 8) 的 计算 给 出 关于 张 量 (50. 3 ) 的 空间 分 量 的 下 列表 达 式 ， 


多” =2m(ee') L(v’ Bs ~v vg) me 


其 余 分 量 应 认为 等 于 零 : 


£ 
二 (50.6) 
a 


W™ = W" =0. (50.7) 
因为 在 所 研究 的 这 个 坐标 系 中 ,碰撞 中 粒子 的 能 量变 化 是 关于 小 散射 角 的 二 阶 
量 , 从 而 形 " 和 歼 该 是 三 阶 或 四 阶 小 量 , 而 碰撞 积分 的 整个 推导 仅 准 确 至 二 
阶 量 . 

按照 (50.6) 和 (5S0.7) ,有 
Wt = — W*= -4T(ee') Ermc e'/v'. 

这 个 四 维 量 可 以 写成 不 变量 形式 . 注意 到 在 粒子 e 静止 的 坐标 系 中 我 们 有 
E/ [Cuu) -1] wv 


mrc2 (uu') ce 

其 中 =p*/mc,u =p” /A(m'c) 是 两 个 粒子 的 四 维 速 度 . 因此 
(uu') 

cf (uu') -1]'” 





(uu ) = 


和 


了 = -4T(ee') Lmm'e’ (50. 8 ) 


由 (50.6) 和 (50.7) 我 们 还 发 现 
Wu, = Wu’, =0, (50.9) 
而 且 因 为 这 些 等 式 是 相对 论 性 不 变形 式 ,它们 在 任何 参考 系 中 都 有 效 . 
在 任何 参考 系 都 有 效 的 四 维 张 量 W 表 达 式 显然 必须 对 两 个 粒子 是 对 称 
的 . 仅 依赖 于 四 维 矢量 二 和 w” 的 这 种 四 维 张 量 的 一 般 形式 是 
W*” =ag” +B(u uw + Uru) +O(u Lu +u' uw), 
其 中 a,B 和 8 是 标量 .这些 标量 由 条 件 (50.8) 和 (50.9) 确 定 , 我 们 得 到 
W” =27( pr x 
x{-[(Cu)’ -le”-(uu + 
+(uu')(uu +u wv)}. (50. 10) 
最 后 ,选取 任意 参考 系 中 这 个 四 维 张 量 的 空间 部 分 ,我们 得 到 关于 碰撞 积分 
中 量 Bs 的 最 终 表达 式 : 
Bs =27( ee ) L- Wl 


Xx 
[yy” (1 一 他 -Vv'/c)’ EE 


a 
| YY ( c ) |s。 om 
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:2 t 


2 12 
-Vv +t (1 ) (vv's +v'.00) | (50. 11) 
[9 Cc 





其 中 





me 
是 对 两 个 粒子 的 洛 伦 兹 因数 . 我 们 注意 到 ,尽管 与 非 相 对 论 性 情况 比较 起 来 有 更 
复杂 的 形式 ,三 维 张 量 (50. 11 ) 仍 满足 关系 式 
Bsvs = Bev 5. (50. 12) 
为 估计 库仑 对 数 ,我 们 注意 到 在 相对 论 性 情况 下 发 生 的 玻 恩 情况 :ze /( 有 to) 
~ze /(fic) <<1. 因此 ,对 于 ee 和 ei 碰撞 
L~=ln( pa/ii) ~In( T.a/( fic)). (50. 13) 
对 于 让 碰撞 ,7. 必须 用 了 代替 (如 果 离 子 也 是 相对 论 性 的 ) ,或 者 应 该 用 寻常 非 
相对 论 性 表达 式 . 只 要 卢 瑟 福 散 射 是 电子 动量 和 能 量变 化 的 主要 原因 ,具有 库仑 
碰撞 积分 的 动 理 方程 是 有 效 的 . 这 里 的 竞争 过 程 是 韧 致 辐射 (还 有 康 普 顿 效应 ， 
如 果 等 离 体 含 有 可 观 数量 光子 的 话 ). 卢 瑟 福 散 射 ( 输 运 ) 截 面 数 量 级 上 是 


2 四 2 本 
所 1 J Es 2’ ] vy 172 
| 一 和 a 
[和 mc 0 


om (50. 14) 
官 致 辐射 具有 能 量 fiw ~ 了 .的 光子 的 截面 是 
(和) 号 (50. 15) 


(比较 第 四 卷 , (93. 17)). 如 果 
NE 
(人 | 





nc 


这 些 截面 是 可 比较 的 . 
习 题 


1. 试 求 从 具有 温度 了. >> mc? 的 电子 向 具有 温度 T; << 刘 c 的 离子 的 能 量 传 
递 率 . 
解 :$42 中 的 计算 直至 (42.3) 仍 有 效 .我 们 选用 (50.4) 和 (50.6) 的 B's， 
设 其 中 必 一 c: 
有 2 =4Te z L/e. 


结果 求 得 





dE. dE., T \4mze NN.L 
dt di ( 7 ) Mc 


将 极端 相对 论 性 电子 的 能 量 用 其 温度 表达 为 .=3T.N。( 见 第 五 卷 , 8$44 习 
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题 ) ,我 们 得 到 





2. 试 求 相对 论 性 洛 伦 效 等 离 体 的 电导 率 ， 

解 : 当 我 们 忽略 ee 碰撞 并 趋向 极限 M 一 om 时 ,相对 论 性 情况 的 求解 过 程 与 
$ 44 中 菲 相 对 论 性 问题 的 求解 相同 . 在 恒定 (w=0) 电 场 下 对 分 布 济 数 的 校正 
仍 是 

eb :vy 
本 “了 py 
(比较 (44.5) ) ,唯一 差别 是 碰撞 频率 现在 要 由 相对 论 性 户 瑟 福 散 射 截面 


2 4 
47TzeL 
2 2 


2 
v.(p) = N,vo.,, o~ {$do~ 
2 v 





确定 . 计算 电流 作为 积分 -e | v8fd'p ,我 们 求 得 电导 率 为 
(vp » 
12mze TL 
在 极端 相对 论 性 情况 ,vc,《p =12(T./c) ,因而 
Ir =cT/( mze' L). 
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等 离 体 中 的 涨 落 理 论 , 原 则 上 可 像 寻 常 气体 中 的 涨 落 理 论 ($ 19 和 8 20) 那 

样 ,以 相同 的 方法 建立 起 来 . 异 时 关联 函数 ,例如 
CHEAT Ce rap 《Se(t ,7 ) f(t,,r, ,Pp,)) 

(其 中 wv 是 电场 势 , 而 a,b 区 别 粒子 类 型 ) , 像 分 布 函数 广 和 势 5 那样 ,( 当 += 
t, -t, >0 时 ) 满 足 相同 的 方程 组 , 即 线性 化 动 理 方程 和 线性 化 泊 松 方程 . 为 求 
解 这 些 方程 ,必须 知道 相应 单 时 关联 函数 作为 初始 条 件 . 但 是 ,与 中 性 粒子 平 
衡 气体 大 不 相同 ,等 离 体 中 由 于 粒子 间 的 库仑 相互 作用 并 扩展 至 很 大 距离 
( ~a) ,不 同 粒子 的 位 置 闻 有 单 时 关联 ,在 平衡 情况 ,这 个 关联 由 第 五 卷 , § 79 
中 所 计算 的 密度 关联 函数 来 描述 . 在 非 平衡 情况 , 单 时 关联 函数 的 确定 是 一 个 
困难 问题 . 

然而 ,对 于 雹 碰撞 等 离 体 的 情况 ,这 个 困难 可 以 一 般 方式 予以 克服 . 我们 注 
意 到 , 正 是 对 无 碰撞 等 离 体 ,以 特别 自然 的 方式 提出 关于 定常 非 平衡 态 中 的 涨 落 
问题 ;因为 这 种 等 离 体 中 没有 外 场 存在 时 ,任何 仅 依赖 于 粒子 动量 的 分 布 函 数 
了 _(p) 都 是 动 理 方程 的 定常 解 . 相对 于 这 种 分 布 的 涨 落 的 关联 函数 ,与 平衡 情况 
一 样 ,将 仅 通过 差 值 r=r, -7r,,t=t -4 而 依赖 于 两 点 的 坐标 和 两 个 时 间 . 等 离 
体 的 无 碰撞 性 ,同时 意味 着 所 考虑 的 时 间 i 远 小 于 1/v, 其 中 v 是 有 效 碰 撞 频 率 . 
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下 面 阐述 的 方法 正好 在 这 些 条 件 下 是 适用 的 ;等 离 体 始终 当 作 无 碰撞 的 来 处 理 . 
这 个 方法 以 严格 涨 落 分 布 函 数 f.(t,r,p) 的 乘积 的 直接 平均 为 基础 . 

这 些 函 数 满足 方程 
df 


me 一 


a9 .Ys _ 


dt a or “or op 
其 中 gp 是 严格 电场 势 , 它 满足 方程 
Ap = -47 e, | Ad [二 二) 
方程 (51. 1) 是 刘 维 尔 定理 的 类 比 . 应 强调 的 是 ,在 这 些 严 格 方程 中 ,碰撞 尚未 忽 
略 .严格 分 布 果 数 为 
f(t,r,p) = 之 SLr 一 ro(t)]5[P-P。(t)] (1.3) 
(对 类 型 a 的 所 有 粒子 求 和 ). 考虑 到 粒子 沿路 径 > =r,(1) 的 运动 ,它们 是 相互 
作用 粒子 运动 方程 的 严格 解 . 方程 (51. 1 ) 容易 通过 对 表达 式 (51. 3 ) 的 直接 微 
分 ,并 应 几 自 洽 场 中 粒子 的 运动 方程 ,而 予以 证 实 . 
方程 (51.1) 和 (51.2) 本 身 不 很 有 用 ,要 应 用 (51.3) 形 式 的 分 布 范 数 会 意味 
着 分 别 跟 随 每 个 粒子 的 运动 . 然而 ,如 果 它 们 是 对 物理 无 穷 小 体积 的 平均 名 ,就 
得 到 寻常 的 动 理 方程 : 令 f, =/。+ 5/,,8 =5+ 59, 并 将 方程 (不 作 任何 近似 的 ) 
求 平均 ,我 们 得 到 





0 ， 和 


af 。 af。 35 af， 38o a8f, 
a or op ( ar Op 》， Wy 
A 万 = -4n5e, | 7.d (51.5) 


(51.4) 右 边 是 碰撞 积分 咏 . 
从 严格 方程 (51.1) 和 (51.2) 分 别 减 去 (51.4) 和 (51.5) ,我 们 得 到 关于 分 
布 函数 和 势 的 涨 落 部 分 的 方程 . 动 理 方程 中 对 sp 和 8 为 二 次 的 项 描述 碰撞 对 
涨 落 的 影响 . 忽略 这 些 项 并 考虑 空间 均匀 的 情况 , 即 令 
f.=f.(p), 5=0, (51.6) 
我 们 得 到 方程 
2 ,Te -oe, WP. Fe -0, (51.7) 


DD ”这 个 方法 归功 于 办 斯 托 克 (NN. Rostoker( 1961 ) ) 和 克利 蒙 托 维 奇 和 西林 ( IO. 了 .上 mtMoHTOoBH9 ,B， 
II. CHH( 1962 ) ) . 

@ 或 者 ,等 效 地 ,对 严格 力学 问题 的 初始 条 件 求 平 均 , 相 当 于 一 个 特定 宏观 态 . 

电 ”我 们 将 在 本 节 末 尾 再 回 到 这 个 表达 式 ,而 目前 仅 注 意 到 它 相 当 于 粒子 具有 库仑 相互 作用 情况 下 
方程 (16.7) 的 右边 ， 
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Asip = -4n > 。 | a.dip. (51.8) 
这 些 方 程 使 我 们 能 将 任何 瞬间 :的 函数 5f,(t,r,p) ,用 它们 在 某 个 初始 瞬间 
t=0 的 值 来 表达 ,从 而 能 将 关联 哺 数 
(Sf,{ ti sr ,Pi) fl ts ,r, ,Pp2)) (31.9) 
用 其 t, = =0 时 的 值 来 表达 . 关联 函数 的 这 个 初 值 (我 们 用 g(r -7 ,Pp;,P;) 表 
示 ) 很 大 程度 上 是 ( 见 下 面 ) 任 意图 数 . 必须 立即 强调 ,这 决 不 是 同时 关联 上 图 数 ， 
它 ( 以 及 完全 异 时 关联 函数 ) 是 我 们 试图 寻求 的 . 保证 所 论述 方法 的 有 效 性 的 核 
心 点 是 ,以 任意 选择 的 函数 g, 由 此 所 计算 的 关联 函数 (51.9) ,经 过 一 定 的 时 间 
( 当 4 和 5 为 朗 道 阻尼 时 间 的 量 级 时 ) 归 结 于 仅 为 差 值 :=t, -4 的 函数 ,而 与 & 
的 选择 无 关 . 问题 从 而 被 解 出 :这 个 极限 函数 是 所 寻求 的 异 时 关联 函数 ,而 其 当 
1 - =0 时 的 值 是 同时 关联 晒 数 . 
为 完成 上 述 程序 ,我 们 应 用 对 于 坐标 的 仁 里 叶 展 开 和 对 于 时 间 的 单 侧 健 里 
叶 展 开 的 分 量 : 


SF (p) = J A (51. 10) 


以 及 关于 gp" 的 类 似 表 达 式 . 对 方程 (51.7) 和 (51.8) 乘 以 e “"““” 并 对 dt 从 
0 至 om 积分 和 对 d x 积分 ,我 们 得 到 








i(k-v 一 JS Ak Y kf = fa(0,p), 
-hap =4T > e, | Wi dp. (51.11) 
Ce 10) ,(34. 11) ) ;由 此 求 得 


(+) Sfo( 0 :P) | 
Spo: = < 月 人 i) d'p, 
其 中 se, 是 具有 分 布 F(p) 的 等 离 体 的 电容 率 中 . 两 个 这 种 表达 式 相 乘 ,接着 求 统 
计 平 均 ,给 出 


(51. 12 ) 


16Tr- 
ke(w,k)e(w’ 1 ye 


(Sfua(0,p)dfor(0,p')) 
> ce {Tk "vy -wi(k’.v’-w') 


被 积 表 达 式 分 子 中 的 六 均值 与 “初始 "关联 函数 gw.(m -7,,P1,P2) 的 传 里 


(Bp Sp, ) = 


dpd ES 


个 ”仅仅 为 了 简化 后 来 的 公式 ,我 们 将 假设 函数 F(p) 是 各 向 同性 的 ,因此 相应 电容 率 张 基 ep 简化 为 
如 | 和 £.. 
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叶 分量 gs(p1 ,Pp;) 由 公式 
(Sfu(0,p)dfr(0,p')) =(2T) 8(k tk')gun(p ,Pp,) 
相 联 系 (比较 (19. 13)). 跟 任何 同时 关联 函数 一 样 ,初始 关联 函数 必须 包含 一 个 
8$ 函数 项 , 它 表 达 在 重合 相 空间 元 中 仅 有 一 个 粒子 这 种 情况 : 
isr(p)5(r -rT,)S(p, 一 P:) 
( 见 (19.6)). 这 项 的 傅 里 叶 变 换 是 8,f (p)5(p! -Pp;). 因而 我 们 必须 在 
(51. 13 ) 中 令 
(Bf(0,p) fr(0,p')) = 
=(27) 8(k+k')[ df. (pp -Pp') tu(p,Pp')], (51. 14) 
其 中 心 (P,p7 是 一 个 任意 光滑 (对 实 和 p' 为 非 奇 异 的 ) 晴 数 , 当 Ir, -rr,1 一 % 
时 趋 于 零 的 某 个 函数 w(m ~r, ,pi ,Pp;) 的 传 里 叶 换 式 . 
将 (51.14) 代 入 (51. 13 ) 后 ,包含 这 个 任意 函数 的 项 给 出 
4(2T)58( 大 + 大 7) 了 «et | ppsp)dpdp 
ke(w,k)e(w',k') 4 i( 开 人 -w)i(k .vs -w') 
我 们 将 证 明 ,这 个 表达 式 相 应 于 时 间 表 示 中 的 这 样 一 个 函数 , 它 随 着 1 或 1 的 增 
加 而 迅速 减 小 . 
从 拉 普 拉 斯 换 式 (8695 59460) 向 时 间 志 和 4,=ts+t 的 函数 的 变换 ( 见 128 
页 脚注 ) 通 过 公式 
dodo” 


(Spr(t) pu(1)) = | Bp dp ) oy 


作出 ,其 中 积分 是 在 复 w 和 w' 平 面 上 沿 被 积 表达 式 所 有 奇 点 上 面 通 过 的 围 道 取 
的 . 我 们 感 兴 趣 的 是 当 十 光一 o 时 (51. 16) 的 渐 近 形式 . 为 求 出 这 个 形式 ,我 们 
必须 将 积分 围 道 压低 直至 它们 被 奇 点 “ 挂 ” 住 为 止 ;例如 ,w=w。 处 的 奇 点 给 出 
对 dw 积分 的 渐 近 时 间 依 赖 关 系 exp( -iw.t). 容易 看 出 ,表达 式 (51. 15) 仅 在 多 
或 w' 的 下 半 平 面 (而 不 是 在 这 些 变 量 的 实 轴 上 ) 有 奇 点 ,因而 积分 (51. 16 ) 的 渐 
近 形 式 , 以 (51. 15 ) 作 为 (pe 8p) , 仅 包括 阻尼 项 . 

例如 ,现在 让 我 们 考虑 对 于 o@ 的 积分 . (51. 15) 中 的 因子 1/e,(w,k) 具 有 极 
点 在 ei(w,k) 的 零点 处 ,它们 全 在 ww 平面 的 下 半 平 面 D. (51. 15) 中 对 dip 的 积 
分 有 类 似 性 质 : 它 具有 形式 





(1 14) 





(51.16) 


(2z) dz 
z—w/k-i0° 


其 中 z=p,,p 沿 上 的 分 量 ,而 因子 w(z) (根据 孙 数 jv(p,p') 的 假定 性 质 ) 仅 对 复 


”假设 分 布 F(p) 对 应 于 等 离 体 的 稳定 态 , 因 而 等 离 体 波 是 阻尼 的 . 显然 ,一 般 只 有 在 这 个 情况 , 平 
稳 涨 落 问 题 才 有 意义 . 
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一 





z 值 才 能 有 奇 点 . 这 种 形式 的 积分 早已 在 $29 末尾 讨论 过 ,并 曾 证 明 它 仅 在 o 平 
面 的 下 半 平 面 可 能 有 极点 . 
因而 我 们 硕 望 确定 的 ,关联 函数 的 无 阻尼 部 分 , 仅 来 自 (51. 14 ) 中 第 一 项 对 
积分 (51. 13 ) 的 贡献 : 
(8pw 38po ) = 


a 4(2T) 5(k+k') 2 [一 f,.(p)dp 
ke(w, hk)e(w ,kh) SS “J(wo-kv +i0)(w + +i0) 


(Sl .173 

通过 在 被 积 表 达 式 中 令 

[(w-k*:v +i0)(w’ +k:v +i0)] ”= 

| ] 1 
| 

而 进行 变换 . (51. 16) 中 对 w' 的 进一步 积 
分 , 当 tw 时 不 被 阻尼 的 一 项 贡献 来 自 极 (©) 
点 wm = -w-i0 处 的 残 数 ,这 个 极点 可 通 
过 图 14 中 所 示 方 式 的 积分 围 道 而 予以 回 
避 . 在 这 个 意义 上 ,因子 1/(w +w') 要 理解 
为 -27is(w +w'). 在 随后 对 w 的 积分 中 ， 
因子 1/(w 上 K 9 ) 的 意义 由 (29.8) 给 出 ， 
根据 该 式 有 


图 14 


一 = 一 2TiS(w ~k:v) 


ww -Ko+i0 w-K.o-i0 
(这 个 记 法 含有 这 样 的 意思 :对 于 w 和 w' 的 积分 业已 沿 实 轴 进 行 ). 
因此 ,为 计算 长 时 人 间 1 的 渐 近 极 根 下 的 关联 函数 ,我 们 必须 在 积分 (51. 17 ) 
中 作 代 换 
[(o -kv +i0)(o'+K .0 +i0)] 一 -(2m) 3(w+w')8S(w- 大 yy ). 
(51. 18) 
结果 得 到 由 
(B89. B09) = (27) 38(w+w')5( 天 +K)(5p )w， (51. 19) 
其 中 





QD ”为 避免 误解 ,可 以 提 及 这 不 是 完整 表达 式 ,而 仅 是 奇 点 在 w+ w' 的 部 分 , 它 支 配 关联 消 数 的 渐 近 
形式 . 在 完整 表达 式 中 ,并 非 所 有 项 都 包含 5(w +w') ,因为 和 4 的 相应 函数 对 于 大 4 种 志 仅 渐 近 地 依 
赖 于 差 值 :=t) -tt;. 
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32Tr 
上 | el(w， k) 之 
由 定义 (51. 19) 看 出 (比较 (19. 13)) , 量 (8 ) 业 是 所 寻求 的 关联 函数 的 傅 里 叶 
换 式 一 一 谱 关 联 函 数 . 从 而 公式 (51. 20 ) 给 出 所 提出 的 关于 势 的 涨 落 问 题 的 解 . 
其 它 关 联 函 数 可 类 似 地 确定 . 例如 ,将 fw 用 (51. 11) 的 p. 刀 来 表达 , 乘 
以 (51. 12) 的 pr 并 求 平 均 ,我 们 得 到 关于 势 和 分 布 函数 的 关联 函数 一 : 


Ys 
(S908) = io (ap ut 


8T e 
(P)5(w -天 1). (51. 21 ) 
5p 和 8f, 在 (5p5f,) 中 的 次 序 是 值得 注意 的 :根据 定义 (比较 第 五 卷 ， 
(122. 11)),(51.21) 是 时 空 关联 明 数 
(59(1,7) 8f.(0,0)) 
的 健 里 叶 换 式 . 然而 ,如 果 关 联 明 数 定义 为 (8f.(t,r)5p(0,0)), 于 是 我 们 有 
(fp) = (96.) ,4 =( 698.) (S122) 
(比较 第 五 卷 , (122. 13 ) )， 
最 后 ,分布 阔 数 的 谱 关 联 函 数 是 
(Bf,8f) x =276,85( pi -po)f Pp) wkv))t+ 


(8p?)。 = e |f.(p)8(w -kv)dp (51.20) 








ees( Bp” ) ox ar 。 ar ， 
RE kv +i0)(w—-k.v,-— a | | 
87 ee, ar 8(w—-k:v,) 
Fk {(# rv 
ay ， 5(w-k.v,) 
+ (x | ep (51.23) 
这 是 关联 子 数 
CRA DIA (O00 p)) 
的 傅 里 叶 换 式 . 


如 果 (51. 20) 一 (51. 23) 中 f。 取 为 麦克 斯 韦 函数 fh, ,我 们 得 到 平衡 无 碰撞 
等 离 体 中 涨 落 的 关联 函数 . 

例如 ,让 我 们 考虑 势 的 涨 落 . 对 于 麦克 斯 韦 等 离 体 ,纵向 电容 率 的 虚 部 可 表 
达 为 


中 ”注意 到 关于 围 道 的 回避 规则 ,在 第 一 项 中 (w -i0 代替 w+i) 是 相反 的 . 这 是 由 于 :对 ww= -ww'， 
k= -大 ,我们 有 
(kr:v-w -i0) =-(k.y -w+i0) . 
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le -所 





(p)8(w—-k.v)dp [S31 24 


( 见 (30. 人 
们 得 到 





87TTe",( w,k) 
oo 
纵向 电场 强度 的 关联 函数 是 
(EEs) we = 大 ia(Sp ) (51. 26 ) 
当然 ,这 个 结果 也 能 从 第 九 卷 , $75 一 877 ne 般 
宏观 理论 推导 出 来 也 . 根据 该 理论 ,电场 强度 的 谱 关 联 函 数 可 通过 一 个 公式 用 推 
迟 格林 函数 来 表达 ,在 经 典 极限 下 (# << 了 ) 它 变 成 
= 
fic” 
( 见 第 九 卷 ,(76.3) ,(77.2) ). 在 具有 空间 色散 的 介质 中 ,格林 函数 是 多 
polo (i 
将 这 个 函数 的 纵向 部 分 (第 二 项 ) 代 入 (51.27) 给 出 (51.25) 和 (51.26). 
最 后 ,让 我 们 回 到 方程 (51. 4), 并 证 明 右 边 的 表达 式 


ci ( Psp. (4,r,p) ) (51. 29) 
实际 上 与 等 离 体 中 碰撞 积分 的 熟知 表达 式 相 同 . 量 (51. 29 ) 是 由 关联 函数 
(Softi,r)af (0,0) ) 通 过 对 r 求 导数 并 跟着 令 r =0 而 获得 的 . 因而 我 们 求 得 


05p ee dod k 
(PE, ) = ikCdpaf) ros = 


_ dwd 大 
| Kim( S08 ) or2 
一 等 式 是 借助 于 (51. 22) 得 出 的 ). 而 由 (51. 21) ,并 用 (51.20) 和 (51. 24) ， 


我 们 有 


Im( 98/.) r= | -mk 


(51. 25 ) 


(中 -aejws = 





"a( w,k) (51.27) 











(51. 28) 








(51. 30) 


所 so- PT. elo ke) 


= 明 
et 了 














个 ”等 离 体 中 的 自治 场 是 一 宏观 量 , 因 而 涨 落 的 宏观 理论 对 它 是 适用 的 . 然而 ,分 布 图 数 不 是 宏观 
车 ,因而 它 的 涨 落 总 需要 用 动 理学 方法 处 理 . 

@ ”这 个 表达 式 是 由 第 九 卷 ,(75.20) 通 过 将 该 表达 式 分 成 横向 和 纵向 部 分 ,并 分 别 用 e,(w,k) 和 
a1(w, 太 ) 人 代替 s 而 求 得 的 . 
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x8(w-k.v,)dp,: Sw-k.v,). 

将 这 个 表达 式 代 入 (51. 30 ) 很 容易 将 (51. 29 ) 变换 为 巴 列 斯 库 - 莱 纳 尔 碰撞 积 
分 的 形式 ( $47). 

由 于 推导 出 的 结论 看 来 似乎 奇怪 的 是 ,为 了 计算 碰撞 积分 ,只 需 考 虑 无 碰撞 
等 离 体 中 的 涨 落 就 足够 了 . 然而 ,这 种 情况 的 出 现 是 由 于 等 离 体 中 碰撞 时 电场 的 
重要 传 里 叶 分 量具 有 上 之 1/a >> 1/1, 以 致 碰撞 可 以 忽略 . 这 里 的 情况 完全 类 似 于 
推导 玻 尔 效 曼 动 理 方程 中 的 情况 ( 8 16) :的 确 ,方程 (16. 10) 正 好 也 意味 着 忽略 
碰撞 对 对 关联 函数 的 影响 . 


第 五 章 
磁场 中 的 等 离 体 


§ 52 无 碰撞 冷 等 离 体 的 电容 率 


这 一 章 讨论 外 磁场 中 等 离 体 的 性 质 , 这 种 等 离 体 被 称 为 磁 旋 等 离 体 .通过 强 
人 迫 带 电 粒 子 沿 磁力 线 在 螺旋 路 径 上 运动 ,磁场 对 等 离 体 的 行为 施加 深刻 影响 . 特 
别 是 , 它 影响 其 介 电 性 质 . 

首先 让 我 们 回忆 在 有 磁 感 强度 为 B 的 磁场 存在 的 情况 下 ,电容 率 张 量 的 某 
些 一 般 性 质 ( 见 第 八 卷 , 8 82). 和 磁场 不 存在 的 情况 一 样 , 有 等 式 (28.6): 


sa( ~ WwW, kB) =e wk;B). (52.1) 
按照 昂 萨 格 原理 , 当 磁 场 和 波 矢 同 时 变 号 时 ,这 个 张 量 是 对 称 的 : 
Sup( 包 ,天 ;加 ) = ep(w, -Kk; -8B). [2 


如 果 介 质 在 空间 反 演 下 是 不 变 的 (如 平衡 等 离 体 那 样 ) ,sse 是 大 的 偶 函 数 , 因 而 
《52. 2) 变 成 

Ea Wk;B) = Ep.( wk; -B). (52, 2a) 
然而 ,必须 强调 ,这 种 性 质 仅 在 处 于 热力 学 平衡 的 介质 中 才 出 现 ;这 与 性 质 
(52.1) 不 同 , 它 是 根据 ee 的 定义 得 出 的 出. 


一 般 情况 下 , 张 量 so 可 分 成 一 个 厄 米 型 部 分 (ss + ej) 和 一 个 反 厄 米 型 


部 分 (26s - si). 后 者 确定 介质 中 场 能 的 耗 散 ;比较 (30. 3). 


关于 磁 旋 等 离 体 的 研究 ,我 们 将 从 无 碰撞 “ 冷 ” 等 离 体 这 个 简单 情况 开始 . 
这 种 等 离 体 的 温度 假设 为 很 低 ,使 得 粒子 的 热 运 动 可 以 忽略 (对 于 这 个 条 件 的 


人 @ 还 应 强调 ,所 谈 的 是 可 变 电 场 的 电容 率 问 题 . 静 (o =0) 电 容 率 是 纯 热力 学 景 ,在 经 典 理论 范围 ， 
磁场 一 般 对 它 没有 影响 (比较 第 五 卷 , $52) ;有 限 ( 当 #0 时) 量 sog(0,k;B) 与 sog (0,k;0) 一 致 


.202 . 第 五 章 ”磁场 中 的 等 离 体 


必要 性 将 在 下 面 表 述 ). 在 这 个 近似 下 ,没有 空间 色散 ,而 电容 率 仅 依赖 于 电场 
的 频率 . 也 没有 耗 散 ,而 张 量 a 是 厄 米 型 的 : 
ea ;3B) = 28,( 0w;B). 
由 此 式 和 等 式 (52.1) ,可 见 
E(wW;B) = ap.( -w;B). 
将 厄 米 型 张 量 分 成 实 部 和 虚 部 ,se。s =e's +ie"s, 由 于 (52.2) 和 (52.3) ,我 们 有 
e oe(wi 有 ) =e pn(w;B) =e wo(w;-B), (52.5) 
ea(0;B) = -apa(w;B)= -ess(w; -B). | 
从 而 ,在 无 耗 散 介质 中 ,es "是 场 的 偶 郴 数 , 而 e"。s 是 奇遇 数 . 
我 们 将 假设 等 离 体 的 各 向 异性 仅 起 因 于 存在 一 个 恒定 均匀 磁场 (在 等 离 体 
内 其 磁 感 强度 由 B, 表 示 ). 在 这 种 情况 , 磁 感 强 度 与 单 色弱 电场 强度 之 间 的 一 
般 线性 关系 是 


CI} 


(52.4) 


D=e,E+(e, -se)b(b: E)+ig[lExb], 0) 


其 中 5 = B,/B。, 而 Ee) 和 8 是 ww 各 B, 的 尔 数 . 这 个 关系 可 写成 张 量 形 式 
D, = eosks ,其 中 


Ep =E1 da + (2, ~e,)bbs +ige.s,b,. (52.7) 
如 果 z 轴 取 为 沿 B ,这 个 张 量 的 分 量 是 
Sr = Bry B11s Bn = 人 Hh, | (52.8) 
Ey = -EE,. =ig, €,=€,=0. 


由 张 量 (52.7) 为 厄 米 型 张 量 的 条 件 , 可 以 得 出 e, ,se, 和 gg 是 实 量 , 而 由 (52.4) 
可 见 a ,和 | 是 频率 的 偶 活 数 ， adn 表达 式 (52.7) 必然 满 足 帅 萨 格 
原理 . 

在 弱 场 中 , 张 量 se 必然 可 展开 成 矢量 B, 的 整 具 ， 因 此, 当 Bo 一 0, 系 数 =， 
趋 于 有 限 极限 ,没有 磁场 情况 下 的 电容 率 . 差 值 e，- eic Bo, 而 系数 gx Bo. 

这 个 近似 下 张 量 ss 的 计算 可 以 像 $31 公式 (31.9) 的 推导 那样 ,直接 根据 
在 可 变 电 场 EE 和 恒定 磁场 Bo 中 粒子 的 运动 方程 进行 计算 . 例如 ,对 于 电子 有 


da eB (52.9) 


速度 v 以 类 似 场 E 那样 的 方式 随时 间 变 化 ( <e “). 在 粒子 运动 区 域内 忽略 EE 
的 空间 变化 ,由 (52.9) 可 得 


已 e 
nt ne 


这 个 矢量 代数 方程 的 解 , 包 含 平行 于 E,b 和 至 xz 的 项 ;如 果 适 当选 择 这 些 项 中 


$52 无 磁 接 冷 等 离 体 的 电容 率 * 203. 


的 系数 ,我 们 得 到 
9 = nil “b) iE x5b|， 和 
m(w — wsp.) Ww w 
其 中 ww =eBo/mc. 归 因 于 电子 运动 的 极 化 强度 P, 从 而 电位 移 D ,与 电 了 于 速度 
由 关系 式 (29. 4) 相 联系 : 








ete ~eN v9. 
4T 


对 极 化 的 离子 贡献 以 类 似 方 式 计算 ,两 个 贡献 是 相 加 性 的 . 结果 是 





-iwP= -iw 


1 + (52.11) 





Wp? own 人 

ww wl) ww -wu) 

这 里 

En 二 _ 2 有 [2 
me ” Mc 


是 电子 和 离子 拉 英 尔 频 率 人 ;这 些 参量 的 值 是 磁 旋 等 离 体 的 重要 特性 (它们 是 磁 





场 中 带电 粒子 在 圆 轨 道上 的 回旋 频率 ). 
比值 
wa _ 2m 0 /zmy'” (520.13) 
op M’ a-(%) 


是 小 量 . 至 于 频率 人 2. 与 ws.( 或 人 2, 与 wm) 的 比值 ,它们 依赖 于 完全 不 同 的 参量 
(等 离 体 密度 ,和 磁场 强度 Bu ) ,可 在 很 宽广 范围 变化 . 

我 们 注意 到 ,尽管 离子 质量 很 大 ,离子 对 磁 旋 等 离 体 电容 率 的 贡献 ,在 充分 
低频 率 w 下 仍 可 与 电子 贡献 相 比较 ,甚至 大 于 后 者 . 当 w 一 0 时 ,g 中 两 项 相 消 
而 g 一 0; 这 是 很 容易 看 出 的 ,只 要 注意 到 由 于 等 离 体 的 电 中 性 (N. =zNi) ,我 
们 有 

PPjo = /0 (52.14) 

当 w ~ ws 时 ,g 中 两 项 仍 是 相同 数量 级 ,而 当 w >> ws 时 ,g 的 离子 部 分 可 以 忽 
略 . 在 横向 电容 率 e, 中 ,只 有 在 

~ wpi( M/m)'” ~ (ps.) 


范围 内 ,两 项 才 是 可 相 比 较 的 . 这 里 仅 当 
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QD 也 称 为 回旋 频率 ， 
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(52.13) 
时 ,离子 贡献 可 以 忽略 . 

最 后 ,在 纵向 电容 率 si, 中 ( 它 包 含 2 和 位 的 和 ) ,离子 部 分 总 是 可 以 忽略 
的 . 顺便 提 一 句 , 因 为 假设 电场 EE 是 均匀 的 ,e 不 依赖 于 B,; 在 交叉 均匀 场 中 ， 
磁场 并 不 影响 粒子 平行 于 B, 的 运动 . 

最 后 让 我 们 考虑 以 上 所 述 公 式 的 适用 性 条 件 . 在 应 用 方程 (52.9) 于 粒子 的 
运动 时 ,我 们 忽略 了 粒子 所 在 区 域内 五 的 空间 变化 . 这 个 区 域 在 恒定 磁场 B, 方 
向 的 尺度 由 距离 vi/w 确定 ,这 是 以 平均 热 速率 wz 运动 的 粒子 在 场 的 变化 周期 内 
所 横越 的 距离 . 在 垂直 于 B。, 方 向 的 尺度 当 w < ws 时 由 

rp ~2T/OB 
确定 ,rs 是 粒子 在 磁场 如 ,中 以 速率 wr 运 动 的 圆 轨道 的 半径 ( 称 为 粒子 的 拉 莫 尔 半 


径 ). 上 面 所 描述 的 近似 ,要 求 这 些 距 离 远 小 于 (在 相关 方向 上 ) 电 场 E 的 变化 尺度 : 
CS 1 


(52.16) 


vik |/w <<1， vrk, /we <<1， 
其 中 =k, 和 大 分 别 是 波 矢 沿 着 和 横越 磁场 B, 的 分 量 . 这 些 不 等 式 必须 对 等 
离 体 中 每 种 类 型 粒子 都 满足 . 

下 面 我 们 将 看 到 频率 w 还 必须 不 太 接 近 于 ws. ,wa 或 这 些 频 率 的 倍数 (条 
件 (53.17) )， 当 接近 这 类 频率 时 ,即使 满足 条 件 (52. 17 ) 也 必须 考虑 到 空间 色 
散 . 如 我 们 将 在 $55 看 到 的 ,这 消去 了 表达 式 (52. 11) 在 w” = om 或 w = ws 处 
的 极点 . 
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无 碰撞 磁 旋 等 离 体 中 的 电容 率 张 量 ,考虑 到 空间 色散 情况 下 ,是 根据 电子 和 
离子 分 布 函 数 来 计算 的 ,而 分 布 函数 则 由 动 理 方程 确定 . 

为 明确 起 见 , 所 有 公式 将 是 就 电子 的 特殊 情况 写 下 的 . 关于 无 碰撞 等 离 体 
的 动 理 方程 曾 在 $ 27 给 出 . 对 于 电子 , 动 理 方程 是 了 


Y ,. Y-eE+oe | ff = 0. (53.1) 
ot or 


设 等 离 体 处 于 一 个 任意 强度 的 恒定 均匀 磁场 ov 电磁 场 E， 
B' 中 ,而 


E,B' ~ et"-"). 四 


QD 严格 地 说 ,存在 磁场 时 ,粒子 的 相 空 间 应 定义 为 空间 r,P, 其 中 P=p -eh4(t,r)/e 是 广义 动量 . 
但 是 由 xd?P =dxd?p, 办 为 增加 A 仅 改变 空间 每 一 点 动量 计算 的 起 点 . 因此 可 以 认为 分 布 函 数 仍然 属于 
d’ xd’p. 
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同时 ,由 麦克 斯 韦 方 程 , 有 
TB'’=kxE. (Ry 


我 们 将 B=B,。+B' 代 入 (53. 1) ,并 将 分 布 函 数 表达 为 1=J。 + if, 其 中 态 是 没 
有 可 变 场 情况 下 的 定常 均匀 分 布 ;小 校正 泊 像 场 E 和 B' 那 样 以 正比 于 (53.2) 
右边 的 同样 方式 而 依赖 于 上 和 r 在 方程 中 将 (相对 于 弱 场 的 ) 零 级 项 和 一 级 项 
分 开 ,我们 得 到 儿 
9 xB,) =0, (53.4) 
a Yo 
“op 
今 v_ 和 此 表示 矢量 v 和 天 沿 场 i ,和 ,表示 在 垂直 于 如 的 平面 
内 的 分 量 ;p 为 v ,与 上 ,B, 的 平面 之 间 的 夹 角 (以 螺旋 沿 B, 旋 进 的 转动 方向 量 
度 ). 变量 v.,v, 和 9 是 v 空间 中 的 柱 面 坐标 . 采用 这 些 变 量 , 方 程 (53. 5 ) 变 成 
05f _ 
99 


[3 


i(k: ” -wo)3/- 一 (? xB.).: {Ets x (kxE)} 


i(kv, +k iv, cos gp —w) +p.— 


-of[E+a x (kxE)) 让 Yo (53.6) 


由 方程 (53.4) 可 以 得 到 3f/3w9 =0, 即 ee p. 和 P ,的 任何 藉 数 : 


fo =fol P,P 1) 
(对 于 无 碰撞 等 离 体 ,这 是 显然 的 结果 . 因为 p, 和 pp， 是 不 受 磁 场 影响 的 变量 ). 
为 简化 公式 ,我们 应 用 记号 


(33579 


ky 一 kv, (53.8) 
sn 
(0 pe WW pe 
e ah (53.9) 


Q(v,,v) yp) i ap 


如 果 大 仅 依 赖 于 电子 能 量 s =p*/2m, 则 导数 3f,/9p = vdf/ds ,而 它 与 大 括号 中 
第 二 项 的 乘积 为 雯 ,因此 


。 {E+ X (天 xE) | 


e dh . (53. 10 ) 


用 这 些 记 号 ,方程 (53.6) 变 成 


2 +i(a +Beos p)8=Q(C9) CE 


中 在 冷 等 离 体 中 ,不 需要 考 虚弱 场 B' 所 施加 的 洛 伦 兹 力 , 因 为 当 忽 略 ( 没 有 场 的 情况 下 ) 粒 子 的 内 
察 运动 时 , 洛 伦 兹 力 是 二 级 小 量 . 
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(这 里 省 略 了 & 的 自 变 量 v. 和 wv,). 上 式 的 解 是 


$f = e -iC agp + Bsin ”| ae ”+ Bsin ”IO( 9p'}dp’, 


或 者 ,变换 积分 变量 gq" =Pp -T， 
名 一 人 


=e | ee Der0O0e~T)d7. 


常量 C 由 直列 条 件 确 定 :函数 3 是 9 的 以 2m 为 周期 的 函数 . 因为 积分 的 被 积 
函数 和 积分 前 的 系数 是 p 的 周期 函数 ,如 果 积 分 限 不 依赖 于 w, 这 个 条 件 是 满足 
的 ,为 此 我 们 必须 取 C =m 或 C= -om. 这 两 种 可 能 性 之 间 的 选择 由 朗 道 围 道 定 
则 (29.6) 决 定 : 积 分 应 在 w 一 w +i0, 即 a 一 a -i0 下 作出 . 这 种 积分 仅 对 C = 
- % 为 收敛 出. 最 后 结果 是 


Sf | Eero yg -T)dr 到 
0 


= | exp| — iarT -2ipeos( 9 | sin 他 |e p -7T)d7. (53. 12) 


在 极限 B, 一 0, 这 个 表达 式 应 该 变 成 (29.2). 为 了 取 极 限 ,我 们 注意 到 对 
a >> 1 积分 中 的 重要 范围 是 r <<1. 于 是 sin( 9 -7) 二 sin p -Tc0s p, 而 积分 变 成 


5f = 0O( vo) | e 一 et+fom 97 人 了 一 O( op) | exp| 一 j7 dr 


(0 pe 
用 w->w + i0 进行 积分 ,我们 得 到 所 需求 的 结果 
Qws. .3.13) 
WE ( 
如 果 场 频率 等 于 拉 莫 尔 频率 wm 或 其 倍数 ,我们 有 (电子 的 ) 单 或 复 回旋 共振 . 
为 研究 接近 这 类 共振 处 等 离 体 的 介 电 性 质 , 方 便 的 是 采用 一 个 不 同方 法 来 求解 方 
程 (53. 11 ) ,该 方法 基于 将 所 寻求 的 函数 展开 成 关于 变量 w 的 傅 里 叶 级 数 . 
在 (53. 11 ) 中 进行 变换 


8f = e -puneg， Se Ld 
我 们 得 到 关于 函数 g 的 方程 
08 + iag =e®"*Q(v,,v, ,9). 
99 
要 寻求 傅 里 叶 级 数 形式 的 解 : 


中 ”这 个 结论 依赖 于 指数 中 w 的 正 负 号 . 对 于 离子 ,电荷 -e 要 用 ze 来 代替 ,因此 wp. 一 -wsi: 于 是 
当 oo 一 w+ 时 wa 一 ax+i, 而 C 必须 取 作 mm， 
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g= 5 emg(v,,0), (53.15) 
而 系数 g, 求 得 为 


8B; = OZiCa 十 3) 了 
(53.16) 
1 iC Bsin 7T—:s7) 
Q,(v,.,v,) = -=| Q(v,,v, ,7T)d7. 
i 


展开 式 (53.15) 自动 地 使 为 9 的 周期 性 函数 . 
首先 ,我 们 注意 到 表达 式 8/ 的 级 数 形式 (53. 14),(53. 15 ) ,允许 直接 表述 
关于 空间 色散 可 以 忽略 的 条 件 . 在 级 数 项 中 , 波 矢 是 通过 参量 
B=Ek vv /Ws, Qt+s=-(w- sw kv)/ws 
而 出 现 的 . 等 离 体 的 电容 率 由 速率 v ~v; 处 的 分 布 函数 确定 . 如 果 
kv, <<ws, |w-sws| >> | 大 |vr， (53.17) 
这 个 函数 中 并 不 出 现 波 矢 . (53.17) 的 第 一 个 不 等 式 和 对 具有 s =0 的 第 二 个 不 
等 式 与 条 件 (52.17) 相 同 . 我 们 看 到 , 除 这 些 条 件 之 外 ,频率 w 还 必须 不 太 靠 近 
任何 回旋 共振 频率 . 
在 这 些 回 旋 共 振 的 近邻 ,分布 函数 在 一 定 条 件 下 可 以 用 傅 里 时 级 数 的 单个 
项 来 表示 ;这 些 条 件 就 是 
[kv << ws, |w -nw | << ws, (53. 18) 


其 中 中 是 任何 数 0, +1, +2…. 容易 看 出 展开 式 (53. 15 ) 中 的 第 n 项 于 是 远大 


于 其 余 项 : 
Q@.wa 


Fa 网 丰 
而 g, 三 0,, 对 sn( 因 为 |sws -w| 三 ws). 保留 这 一 项 ,我 们 求 得 对 于 电子 分 布 函 数 


k 
ws.exp| i ng 一 二 sin pj] 
§f = 0 一 一 一 一 一 一 一 ， 


i[ kv, ~ (w — nwp.)] 


8 





(53. 19 ) 


kv 


We 





2 
0, = 2 [exp| -- | 1i7 一 
0 


分 布 函数 对 角度 p 的 依存 关系 由 这 个 公式 显 式 确 定 . 特别 是 , 当 m=0 和 
k 一 0 时 ,分布 函 数 一 般 不 依赖 于 gp， 这 个 性 质 的 来 源 显 然 是 由 于 条 件 w << wm 
((53.18) 带 有 n=0): 拉 莫 尔 回旋 频率 远大 于 场 变化 频率 ,并 且 导 致 分 布 函数 
对 回旋 角 “ 求 平均 ”中 . 


~sin r)]Q J ,2 ,T) dr7. 


C 


@ 在 8$1 对 类 似 情况 曾 给 出 更 加 充分 的 论据 . 
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$54 磁 旋 麦克 斯 韦 等 离 体 的 电容 率 


电子 对 电容 率 张 量 的 贡献 由 分 布 函 数 通过 公式 
5 3 
| re = 过 | wa p 
进行 计算 ,而 离子 贡献 部 分 类 似 地 以 -ze 代替 e 进行 计算 . 对 于 麦克 斯 韦 等 离 
体 ,这 个 表达 式 中 对 dp 的 积分 可 以 显示 积 出 . 
函数 8f 由 积分 (53. 12) 给 出 ,其 中 0 按 定 义 (53. 10) 为 


(54.1) 


eeEpv (54.2) 
5 wT 
通过 引进 矢量 
= (kr,2k, sin 3), E=(E,.,E,), (54.3) 


来 代替 k=(k,,k,) 和 E=(Ek,,E,), ee 
K, 是 大 ,在 垂直 于 B。 的 平面 内 转 过 角度 二 7, 而 上 ,是 E, 转 过 角度 7 的 结果 .于 
是 8f 变 成 


Ws -客人 ee{ 二 (or 9) WP) (Ew)dr, 


其 中 Ji(p) 是 麦克 斯 韦 分 布 函 数 . 
将 这 个 表达 式 代 入 (54. 1) ,并 将 积分 变量 p = my 按 
bv =u -iKT/(mows.) 
进行 变换 . 对 dv 的 积分 是 初等 运算 ,结果 求 得 
ie N. J 
ma | 
同时 根据 定义 (54.3): 
K” =12T +4k, sim 
通过 将 表达 式 (54.4) 写 成 分 量 形式 ,我 们 求 得 
张 量 es 的 分 量 ， 同时 ,坐标 轴 约 定 选 择 如 下 :z 轴 沿 


B, ,x 轴 沿 大 ,而 7y 轴 沿 B。xk, , 见 图 15. 经 过 简单 
计算 后 得 到 














10T 
] xep[ -。 了 -Er (54.4) 
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E08 — Oop = 
if2. 1 w+ 如 1 


2 2 2 2 2 .27 
= K _ exp117 有 rr T —2k rs.sin dr 
WW pe | ap | ww 2 FT Be 上 “了 Be » 


(54.5) 





其 中 


a 1 
K 二 C08T 一 (krso) sin 7T， 


Kk, =Cos T+4(k, ra.) sin 


yy fis 


KK 有 =] ( RR) 9 


(54.6) 


. 2 ， s 
Ky=—K, = -SinT+2(k, rs) sin Tsin 了 ， 
= = —kk, rrsin 
K xz 一 Kk z 1 BeTS1 7T， 


加 二 2 .2 人 
Ks = —K, = 2kk, rsc7sin 斑 


2 
(rss =vre/wae 是 电子 拉 莫 尔 半径 ). 
注意 到 等 式 


_ 下 (54.7) 
sy = ,x 9 Sn = €,: Ey 


是 明显 的 ， 的确, 对 于 固定 坐标 系 ,按照 晶 萨 格 原理 理应 是 ss (B,) = eu 
( - B,) ,而 对 于 上 述 约定 将 z 轴 和 * 轴 固定 于 B。 和 ,方向 上 的 这 种 坐标 轴 选 
择 , 当 B, > -Bp 时 y 轴 和 z 轴 反 向 . 因此 ,对 于 这 些 坐 标 轴 ， 
s,,( B,) > -Wt = 
HBs 己 丰 Se, 
£,.( B,) = &,,( -8B.,). 
另 一 方面 ,B,(z 轴 的 方向 ) 是 一 丑 矢 ;而 六 ,和 B。xk, (xz 轴 和 yy 轴 的 方向 ) 是 真 
矢 ， 因 此 ,由 于 坐标 反 演 不 变性 的 要 求 , 含 有 一 个 下 标 z 的 分 量 e.. 和 e,. 必 须 是 
B 的 奇 函数 ,而 所 有 其 它 分 量 必须 是 Bo 的 偶 函 数 ， 从 而 方程 (54. 8 ) 蕴含 
(54.7). 
我 们 注意 到 ,由 于 关系 式 (54.7) ,各 个 分 量 e。 = s'wg +is"g 的 厄 米 和 反 龙 
米 型 部 分 是 通过 它们 的 实 部 和 虚 部 个 别 地 表达 的 ， 分 成 厄 米 和 反 厄 米 型 部 分 的 


分 法 是 用 下 列 和 表达 的 ; 
E 12 EY i Tm £ XY 1 芝 玫 
| . , 54.9) 
(£08) = ie Ey ie”,, | 2 > ie y sy - ( 
和 I ss ie”,. I ie 。 


虽然 所 有 计算 都 是 对 于 电容 率 的 电子 贡献 部 分 作出 的 ,严格 类 似 的 公式 对 
于 离子 贡献 部 分 也 是 有 效 的 . 通过 令 D. ,or 一 2 ,or 以 及 ww 一 -wm* 并 网 时 将 
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(54.5) 中 积分 上 限 变 为 - % ;就 可 将 这 些 公 式 变 为 适合 于 离子 贡献 的 相应 公子 
( 见 206 页 的 脚注 ). 然后 ,用 积分 变量 的 变换 r 一 -7, 我 们 就 回 到 先前 的 表达 
式 (54.5),(54.6) ,其 中 要 用 1 ,or ,om 代替 人 2.,v7. ,ws。, 以 及 k ,和 kx ,, 的 变 号 . 
因此 ,从 对 电容 率 的 电子 贡献 转变 为 离子 贡献 的 定 则 在 于 用 离子 参量 代替 电子 
参量 ,并 同时 改变 分 量 e., 和 e,. 的 正 负 号 . 
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当 考 虑 到 等 离 体 粒子 的 热 运动 时 ,导致 张 量 ej 中 出 现 反 厄 米 型 部 分 . 在 无 
碰撞 等 离 体 中 ,因为 没有 任何 真正 能 量 耗 散 , 张 量 的 这 个 部 分 归 因 于 朗 道 阻尼 . 

我 们 在 $30 中 曾经 看 到 , 朗 道 阻 尼 的 机 理 依赖 于 电磁 场 能 量 向 与 波 同 相 和 运 
动 的 粒子 的 传递 :阻尼 涉及 速度 " 满足 w = 上 .v" 条 件 的 离子 , 即 ,速度 " 在 波 天 大 
方向 的 分 量 等 于 波 的 相 速 w/& 的 那些 粒子 . 在 磁 旋 等 离 体 中 ,这 个 条 件 有 些 改 
变 :粒子 速度 与 波 的 相 速 在 沿 恒定 磁场 B, 方 向 上 的 分 量 必须 相等 

vk = 中. 

的 确 , 由 于 粒子 横 切 Bo 的 运动 是 圆 轨 道 , 不 会 伴 有 从 场 问 粒子 的 任何 系统 性 能 
量 传递 :如果 在 圆 轨道 的 一 部 分 中 粒子 与 波 同 相 运动 并 从 波 获得 能 量 , 则 在 圆 轨 
道 的 相反 部 分 中 将 有 类 似 能 量 从 粒子 传递 给 场 . 

然而 ,在 磁 旋 等 离 体 中 ,还 有 无 碰撞 耗 散 的 另 一 种 机 理 , 归 因 于 粒子 的 拉 葛 
尔 回 旋 . 在 随 粒 子 以 速率 v. 沿 场 B, 运 动 的 坐标 系 中 ,粒子 以 频率 ws 在 圆 轨道 上 
运动 . 这 种 粒子 电动 力学 上 来 说 是 以 ws 辐射 (同步 辐射 ) 的 振子 . 相反 , 当 将 振 
子 置 于 可 变 外 场 中 时 , 它 在 这 个 频率 吸收 . 在 相对 于 等 离 体 运动 的 坐标 系 中 , 电 
磁 波 频率 受 多 普 勒 效应 修正 为 w' =w -kv,.， 因此 ,上 述 吸收 过 程 所 涉及 的 是 
满足 


人 


人 一 大 2 = 人 8 
的 那些 粒子 . 
如 果 大 ， =0, 在 横 切 B, 方 向 波 场 是 均匀 的 , 即 , 作 用 于 振子 上 的 激励 力 不 依 
赖 于 后 者 的 坐标 .在 这 些 条 件 下 ,振子 仅 在 其 频率 ws 处 吸收 . 然而 ,如 果 , 天 
0 ,激励 力 依赖 于 振子 的 坐标 .从 而 在 倍 频 处 也 有 吸收 , 即 当 
人 一 天. = mp， 
其 中 是 任何 正 或 负 整数 时 也 有 吸收 ,这 个 耗 散 机 理 称 为 朗 道 回旋 阻尼 ;回旋 
共振 是 单 共振 (n= +1) 或 复 共 振 ,取决 于 n 的 值 . 
因此 ,在 下 列 频率 范围 
[lo -nws|<|E |v,, n=0,+1,+2,.. 


可 以 发 生 相 当 大 阻尼 (而 值 n=0 相应 于 条 件 (55.1) ). 这 些 共 振 吸 收 线 存在 于 
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电子 和 离子 频率 ws 和 ws 处 . 

从 数学 观点 看 ,条 件 (55. 1) 和 (55.2) 相 应 于 极点 ,分 布 函数 的 健 里 叶 展 式 
(53. 14) 一 (53. 16) 中 各 项 在 这 些 点 具有 的 极点 . 张 量 se 的 反 厄 米 型 部 分 来 目 
按 朗 道 定 则 避 开 积分 (54. 1) 中 极点 时 的 残 数 . 过 渡 到 极限 B。 一 0 具有 数学 上 的 
独特 性 .在 磁场 中 ,( 对 给 定 k,)“ 极 点 " 值 v, 形 成 由 方程 (55. 2) 确 定 的 离散 序 
列 . 随 着 场 的 减 小 ,极点 渐渐 接近 ,而 在 极限 B。=0, 极 点 值 "已 不 依赖 于 离散 数 
n 而 按照 条 件 

=k =kv +k, ‘9, 
依赖 于 连续 参量 ，'v ，( 如 在 从 (53. 12) 变 为 (53.13) 中 所 显示 的 ). 

让 我 们 作为 例子 来 计算 简单 (n=1) 电 子 回 旋 共 振 区 域内 的 电容 率 张 量 . 我 
们 还 将 假定 


|k |w /ws <<1, kvr/wWp << 1， (55.4) 
z Te Be 1 Vre/ Whe 


于 是 对 于 分 布 函 数 可 应 用 仁 里 叶 级 数 的 总 共 只 有 一 项 ,相应 于 给 定 n 值 的 表达 
式 (53.19). 并 且 由 于 (55.4) 的 第 二 个 条 件 , 这 个 函数 可 以 展 成 k ,的 竹 . 当 n = 
1 时 ,这 种 展 式 中 只 需 取 零 级 项 , 它 与 下 列 情况 相 适 应 ,因为 频率 ws. 处 的 回旋 吸 
收 并 不 需要 外 场 在 xy 平面 为 不 均匀 场 . 

因此 ,我 们 将 分 布 函 数 写成 





_ Ws.e” (55.5) 
i 
其 中 
27 
有 efo -i 
Wa es 让 ye "dr. 
将 五 "vv 写 成 


E.:v =Ev,cosTr+kE,yv,sinTr+k,,, 
并 完成 积分 ,我 们 得 到 
各 





@ = -270h(E, -iE,). 
用 这 个 分 布 函 数 , 极 化 强度 矢量 (54.1) 只 有 x 和 y 分 量 . 对 v, dv, dy 积分 后 ,, 它 
们 是 
P.= -iPp,=(E,- Ei | 
dz 
wow)A -iOsignk, 
这 个 形式 的 积分 可 用 (31. 3) 所 定义 的 函数 来 表达 ， 最 后 我 们 得 到 电容 率 张 
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量 的 分 量 为 了 ; 





Bu 一 1] =e 一 1 =ie， 


本 {2 人 一 外 Be 

20( w — wp.) [高 be 
ce. -1=8,.=6,=0. 

这 个 张 量 的 反 厄 米 型 部 分 , 它 描述 阻尼 ,是 

RE T 0 (四 一 oae) (55.8) 

. p| | 


e 
372 2 12 
了 2 oo PP 


厄 米 型 部 分 在 w= wg. 紧邻 具有 形式 


i 


1 -1]= ft 1 = _ 1.(w -wg.) 
a 2wvr. ke 
Te “3 


|o -os |/(vr |k,|) <<1. (55.9) 


在 点 w = ws 本 身 ,这 个 部 分 通过 零 值 并 变 号 . 这 里 
我 们 看 到 ,考虑 空间 色散 怎样 使 得 冷 等 离 体 的 电容 
率 (52. 11 ) 的 极点 消除 :图 16 中 由 虚线 所 示 的 不 
连续 变化 被 连续 线 所 代替 @. 

当 极 限 | 大 | 一 0, 表 达 式 (55.8) 简 化 为 8 函数 : 
(55.10) 


YY 


(的 确 , 当 w -ws. 关 0 时 ,此 极限 下 函数 (55. 8 ) 为 
零 ,同时 在 任何 人 和 值 下 这 个 函数 对 dw 的 积分 都 等 
于 7 人 2/(2w) )， 这 个 结果 的 意义 很 清楚 :不 存在 图 16 
空间 色散 时 (有 一 0) ,吸收 线 宽度 趋 于 零 , 仅 当 o 与 om 严格 重合 时 才 出 现 阻 尼 . 
在 对 w 积分 的 表达 式 中 可 用 公式 (55. 10) 代 替 (55. 8). 

公式 (55. 10) 也 可 直接 由 冷 等 离 体 的 电容 率 的 表达 式 (52. 11) 通 过 朗 道 回 
避 定 则 而 推导 出 来 ,按照 这 个 定 则 ,极点 处 的 频率 w 要 取 为 w + i0. 因此 
(52. 11 ) 中 的 极点 因子 实际 上 要 理解 如 下 : 

l ] ] ] » 


pw 一 wp ti0 w+wgp.+id 


，_T 人 。 
6 xx 二 如 =2 oF OW -We) 








-一 一 一 一 一 一 人 
i 一 np 2o) 


而 按照 定 则 (29.8): 


QD 从 极点 v= (wwp.)/k. 的 下 面 通过 或 上 面 通过 取决 于 上 的 正人 负 号 ;这 是 下 的 自 变量 中 出 现 上 , 
的 模 的 原因 ， 

@ ”当然 ,表达 式 (55.7) 并 不 具有 (52.1) 的 性 质 . 仅 当 除 邻近 w = wse 的 吸收 线 外 还 考虑 邻近 w = 
-wp 的 吸收 线 时 , 才 会 出 现 这 种 性 质 . 
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1 1 iT 
(oo) -Botom)]. 


W ~ WO -wp 
在 (52.11) 中 作 这 种 变换 ,我们 得 到 (55. 10). 
当 上 ,=0( 即 kl B,) 时 , 磁 旋 等 离 体 中 没有 任何 朗 道 阻尼 :粒子 的 速率 在 条 
件 (55.1) 和 (55.2) 中 不 再 出 现 (除非 当 w 与 某 个 nws 严 格 重合 时 ) ,这 些 条 件 不 
能 满足 山 . 应 着 重 指出 ,这 个 性 质 归 因 于 非 相 对 论 性 近似 ;在 相对 论 性 等 离 体 
中 ,即使 当 =0 时 , 朗 道 (回旋 ) 阻 尼 仍 能 出 现 . 对 于 具有 能 量 为 s 的 相对 论 性 
带电 粒子 ,围绕 B, 方 向 回旋 的 频率 为 


2 
mc 1 [a 
Wp 二 Op a 
[2 C 


(其 中 os 定义 如 前 ). 这 个 值 要 用 来 代替 条 件 (55.2) 右 边 的 ws. 特别 是 ,对 于 
1. =0 我 们 有 
(55.12) 


w=nws | 1 一 一 ; 
要 使 这 个 条 件 得 到 满足 ,只 需 w < new，. 
相对 论 性 磁 旋 等 离 体 中 的 朗 道 阻尼 ,即使 在 极限 k 一 0 也 能 出 现 ( 与 非 相对 
论 性 磁 旋 等 离 体 的 情况 和 无 磁场 的 相对 论 性 情况 都 不 同 ). 这 是 由 于 与 均匀 可 
变 场 处 于 简单 回旋 共振 的 粒子 (条 件 (55. 12) 具 有 n=1), 因 而 在 频率 w < ws 时 
存在 (见习 题 2). 


习 题 
1. 设 满足 条 件 (55.4), 求 磁 旋 等 离 体 在 w 三 |k,|vi. 下 的 电容 率 张 量 . 


解 : 在 相对 于 小 参量 上 vi/wgp. 为 零 级 的 近似 下 ,这 个 情况 的 分 布 孙 数 ( 傅 里 
叶 级 数 (53.14). (53.15) 中 s=0 的 项 ) 是 


8/ = Qe v, es 


其 中 


efo ev.E, 
Qo = waT 2T Bo Th 


用 这 个 函数 8f, 极 化 强度 矢量 已 是 沿 z 方 向 , 张 量 es - 8 的 唯一 非 零 分 量 是 


_] -4Te- ho(p)vdp 
= oT jkv-w-id 








sj "YdTr= 一 


QD 在 极限 8 一 0 ,阻尼 当然 重新 出 现 ,因为 电子 满足 条 件 @ = 大. Vek， *V,. 
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经 过 恒 等 变 换 


] 人 
2 = 一 (。 2 — wv +—y9., 


站 k, 
第 一 项 对 dp, 的 积分 给 出 零 ,而 第 二 项 给 出 结果 为 


0 
a re a 
这 个 表达 式 的 虚 部 是 


172 2 
LA T ww e 


[a 

SE md -2 

2， 对 于 极端 相对 论 性 磁 旋 电子 等 离 体 , 试 求 在 极限 天 一 0 时 电容 率 张 量 的 
反 厄 米 型 部 分 . 

解 :在 相对 论 性 情况 , 动 理 方程 (53.5) 仍 保持 不 变 . 但 是 在 向 (53.6) 形式 
的 变换 中 ,要 用 相对 论 性 关系 式 p=ev/c (其 中 & 是 电子 能 量 ) 人 代替 p=mv, 这 
导致 用 ws.me*/e 代替 wp。; $53 中 随后 的 公式 采用 这 个 变换 后 依然 有 效 . 

当天 =0 时 ,阻尼 只 是 由 简单 回旋 共振 引起 的 . 因此 ,为 了 计算 es 的 反 厄 米 
型 部 分 ,只 需 在 (53. 14) 和 (53.15) 中 仅 考 虑 到 s=1 的 项 就 够 了 . 类 似 于 
(55.5) 和 (55.6) ,我 们 求 得 


和 Sl 
iep , c*e*f 


8f = ee E, -iEk,). 
极端 相对 论 性 (了 >> mc ) 函数 态 是 由 
Nc a 
fo = . 
极 化 强度 失 量 计算 为 


2 
P= [ead'p, 
ic ) E£ 
其 中 dp 要 表达 为 p*dpdo =psdedo/c*. 对 do 积分 ,并 用 cp=(e -mc ) ， 
给 出 
| Yme’ (7 -mm’ By 
e- -1=er-1=iey= -ar | 2 , 
. 12w 7 J €-wsme /w+i0 
如 果 极 点 8 =wsme /w 位 于 积分 范围 , 即 如 果 <ws., 积 分 具有 虚 部 . 在 这 个 情 
况 , 最 后 结果 是 


3 2 ,3/2 - 

pn Ln 1/ _ {Dwpe [1 ex PIC Wape 

和 w Pn 
ec 











@ ”在 这 个 表达 式 中 , 归 一 化 因子 以 极端 相对 论 性 准确 度 写 出 ;由 于 随后 相对 于 p 从 0 至 % 的 积分 ， 
我 们 不 能 令 = cp. 
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对 于 具有 任何 电容 率 张 量 ss(w, 大 的 介质 中 传播 的 自由 单 色 波 ,我 们 可 以 
推导 出 一 个 一 般 方程 , 它 确定 频率 对 波 矢 的 依存 关系 (所 谓 色散 关系 ). 

对 于 电磁 场 , 它 对 时 间 和 坐标 的 依存 关系 由 exp( - iwt + 读 . 7) 给 出 ,麦克 
斯 韦 方 程 组 (28. 2) 变 成 中 


[kxE] =~B, [kxB]= -全 站， (56.1) 
Cc 


k.B=0, k.D=0. (56.2) 
将 (56.1) 的 第 一 个 方程 代入 第 二 个 ,给 出 
oD= kx(kxE)=Ek-k(k. E), 
CC 
或 者 用 分 量 表 示 
Ek -有 Bo = 他 D。 = 所 esp 站 
人 
关于 这 些 线 性 齐 次 方程 组 的 相 容 性 条 件 是 下 列 行列 式 为 零 : 
kBop — kakg — “zeop =0. 
这 就 是 所 要 求 的 色散 关系 多 . 对 于 给 定 ( 实 )k, 它 确定 频率 w( 有) (一 般 是 复数 )， 
或 所 谓 介质 的 本 征 振 动 谱 . 在 存在 频率 色散 和 空间 色散 的 一 般 情况 下 ,方程 
(56.4) 定 义 函 数 w() 的 无 穷 的 分 支 集 合 . 
让 我 们 考虑 磁 旋 冷 等 离 体 中 的 电磁 波 ,介质 的 电容 率 张 量 由 公式 (52.7) 和 
(52. 11) 给 出 @@， 因为 这 个 张 量 是 厄 米 型 的 ;由 方程 (56. 4) 所 确定 的 值 二 ec /w 
显然 是 实 值 . 


由 于 不 存在 空间 色散 情况 下 ,se 仅 依赖 于 w, 因 而 色散 关系 (56.4) 对 天 是 
代数 方程 . 行列 式 的 展开 ,通过 简单 计算 给 出 外 


全 2 
(2 +B(e) C=0, (56.3) 
(2 0 


(56.4) 


其 中 


二 (56.6) 


| 7 
Teopkoks =e|sin +eycos 0=8, 





QD 不 要 把 波 的 可 变 磁 场 B 与 恒定 磁场 Bo 相 混 消 ! 

加 ”晶体 光学 中 称 为 菲 滥 耳 方程 . 

怨 ” 磁 旋 冷 等 离 体 中 的 电磁 波 是 由 阿 普 尔 申 (E. V. Appleton{ 1928) ) 和 拉 森 (H. Lassen(1927)) 首 先 
研究 的 (忽略 了 离子 所 起 的 作用 ). 

夕 ”， 当 计算 时 方 使 的 是 取 一 个 坐标 面 ,比如 说 xz 平面 ,通过 Bo 和 
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B=-e,e,(l+cos0)-(e, -8 )sin’0, (56.7) 

C=e,(e, -g ), (56.8) 
而 9 是 上 和 B, 之 间 的 夹 角 . 对 于 w 和 9 的 给 定 值 ,方程 (56.5) 给 出 所 的 两 个 
值 ,因此 在 等 离 体 中 一 般 可 以 传播 两 类 波 外 . 


让 我 们 首先 考虑 严格 沿 磁场 [9 =0) 和 严格 横 切 磁场 { 9= 了] 传播 的 波 的 


情况 . 这 些 波 具 有 一 些 特殊 性 质 . 
当 6=0, 色 散 关 系 的 根 是 
w (WWp) WW+ws;) 
由 方程 (56.3) 容 易 看 出 ,这 些 波 是 模 波 (E, =0) 和 圆 偏 振 的 (8,/E, = 二 i)， 表达 
式 (56.9) 在 w=ws 或 w=ws 变 为 无 穷 大 对 应 于 共振 :矢量 EB 旋转 的 频率 和 方 
向 与 电子 或 离子 的 拉 莫 尔 回旋 的 频率 和 方向 相 重合 . 作为 说 明 , 图 17 显示 nn = 
(ctvo) 随 w 的 近似 变化 . 当 o 一 0 时 ,nr 的 值 趋 于 极限 值 





图 17 


(忽略 wo， , 它 远 小 于 ws.;u4 是 由 下 面 的 公式 (56. 18 ) 定义 ). 当然 ,无 阻尼 波 的 
传播 仅 对 应 于 曲线 的 n >0 的 那些 部 分 (由 图 中 实 线 所 示 ). 

当 6=0 时 ,如 果 还 有 se，=0, 方 程 (56.5) 也 是 满足 的 ,这 对 应 于 寻常 纵 等 离 
体 波 ,其 频率 w=.. 不 依赖 于 大 . 


@。 所 论 及 的 波 通常 区 别 为 寻常 波 和 非常 波 . 然而 ,这 里 的 这 些 术 语 与 单 轴 晶 体 光学 中 的 并 不 相同 ; 
没有 一 个 波 的 行为 像 各 向 同性 介质 中 的 波 那样 . 
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当 9 = 二 "时 ,色散 关系 的 两 个 根 是 


第 一 个 对 应 于 具有 色散 关系 


加 ls (56.10) 


w =c hk +{ 
不 依赖 于 B, 的 波 ,这 是 横 波 (EE 1k) 并 且 是 线 偏 振 的 ,具有 EB. (56. 10) 的 
第 二 个 根 对 应 于 具有 El B。 并 且 对 上 具有 纵向 和 横向 两 分 量 的 波 . 如 果 频 率 很 
高 以 致 离子 对 eu 的 贡献 可 以 忽略 ( 即 条 件 (52. 15)w >> (wa.wa)”) ,于 是 在 这 
个 波 中 由 
(和 2) 1 (56.11) 
w oO (wo -ws 一 和) 


在 任何 角度 9( 不 是 0 或 于] 的 一 般 情况 ,我 们 首先 注意 到 对 于 每 个 角度 值 
存在 使 方程 (56. 5) 中 系数 4 变 为 零 的 频率 : 


B12 ,sin’ 0 +E, cos’0 = 
0 {7 

-cos’0 — [es 

—-wp. 一 oO 有 

如 果 由 这 个 方程 确定 的 频率 (所 谓 等 离 体 共 振 频 率 ) 偿 满足 "组 慢性 条件 w << 
kc, 则 按照 § 32 它们 对 应 于 等 离 体 的 纵向 特征 振 划 .同时 大 的 二 次 方程 (36. 5) 
中 万 前 的 系数 变 为 零 意味 着 它 的 一 个 根 变 成 无 穷 大 ; 当 4 一 0, 方 程 的 根 是 
-C/AB 和 和 --B/4. 

方程 (56. 12) 是 w 的 三 次 方程 , 它 具 有 三 个 实 根 、 应 用 QAQ2, 和 wp/ws。 很 
小 的 事实 ,这 些 根 很 容易 确定 . 通过 忽略 (56. 12 ) 中 的 离子 贡献 部 分 ,可 以 求 得 
两 个 根 为 : 


W1,2 ~ ~ + Wh ) + [人 + ) 一 4022oz cos 人 


然而 ,在 wws 的 范围 必须 考虑 到 离子 的 责 献 ,第 三 个 根 位 于 这 个 范围 ; 假 
定 02. >> wm ,我们 容易 求 得 这 个 根 为 


3 | ] -z 0) 


(560.12) 





“|= 





|sin’0 = i 


(56.13) 


(56.14) 


当 9 是 如 此 接近 本 使 得 cos 9 <<m/M 时 ,关于 w,(9) 和 ww;(0) 的 公式 (56. 13 ) 





QD 离子 在 其 中 不 起 任何 作用 的 等 离 体 振荡 一 般 称 为 高 频 振荡 ,而 离子 的 影响 在 其 中 是 重要 的 振荡 
称 为 低频 振荡 . 
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和 (56. 14) 是 不 适用 的 . 在 这 个 范围 ， 
wse( {2 + wi) 2 _ wncos 9 (56.15) 
he 
对 于 w; 或 w, ,离子 的 作用 都 是 不 能 忽略 的 . 
图 18 用 图 解 显示 频率 o, ,w,,w; 对 角 9 的 依存 关系 中. wj (9) 和 o;(96) 的 曲 
ee 它们 在 86=0 分 别 从 频率 中 .和 ws 的 较 高 者 和 较 低 者 开 


始 . 在 9= 二 mr， 它们 分 别 达 到 各 上 自 的 值 为 
max(52e, Wpe) 
min( 42e, wpe ) ss 


图 18 


二 ) (56.16) 
和 wj,， 频率 ou 和 w,, 分 别称 为 高 混杂 频率 和 低 混 杂 频 率 ， 当 (7 >> wa.( 从 而 肯 
定 地 YY >>or) 时 ,wo =(oron) 
频率 wo ,w; ,mw 的 位 置 很 大 程度 上 决定 由 色散 关系 (56. 5 ) 所 支配 的 频谱 各 
分 支 的 位 形 . 由 于 是 (ckvo) 的 二 次 式 , 对 给 定 w 和 6 它 有 两 个 根 . 如 果 我 们 注 
意 这 些 根 ( 在 给 定 62 下) 作为 w 的 函数 的 变化 和 变 为 无 穷 ,我 们 容易 得 到 图 19， 
它 图 解 式 地 显示 这 些 函 数 的 变化 . 与 横 坐 标 相 交 的 点 由 C =0 给 出 , 即 ,s，=0 
或 ae” =g. 它们 的 位 置 不 依赖 于 9, 而 其 中 对 应 于 ee， =0 的 一 个 总 是 ww= 人 2. 
对 于 磁 旋 冷 等 离 体 , 特 征 振 荡 频 谱 从 而 总 共有 五 个 分 支 . 其 中 两 分 支 (图 
19 中 的 I 和 荆 ) 达 到 低频 振荡 区 ;这 些 分 支 中 相 速 ( 当 ow 一 0 时 ) 的 极限 值 等 于 
w) _ ulcos0| ww) un (56.17) 
( 刘 ， (5) 


B) ra) (i), Cre 
其 中 


Op _ Bo (56.18) 
UU = 二 A 
{2 (4TNViM) 
QD 可 以 立即 注意 到 具有 频率 w 的 振荡 实 际 上 仅 在 角度 近 地 -" 的 狭窄 范围 内 存在 ， 在 其 它 角度 东 6 
围 ,它们 由 于 简单 离子 共振 处 的 加 能 共振 吸收 而 受到 强 阻尼 ， 
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和 
| > / | 
A If 
| A | i 
1/ i/ 
1 1 ! 
图 19 


称 为 阿尔 文 速度 表达 式 (56. 17) 很 容易 通过 应 用 极限 表达 式 
el ~1l+, el~ -i, g~0(w) 
c 人 
而 由 方程 (56. 5 ) 求 得 . 

当 wu、<<c 时 , 相 速 (56. 17) 分 别 是 ww | cos 9| 和 ww 这 些 极限 值 对 应 于 按照 
寻常 磁 流 力学 方程 ( 见 第 八 卷 ,$52) 存 在 于 冷 等 离 体 中 的 波 . 的 确 , 磁 流 力学 波 
的 频谱 有 三 个 分 支 ,所 有 三 分 支 的 w( 上 ) 都 是 线性 的 ,但 一 般 依赖 于 的 方 同 : 

(w/k), =uicos 0, 
] 


( w/E) = 了 fu +u 二 [(ue 二 2) -4u2ucos 0]'"}, (56.19) 


(w/Ek): = {ue + ux 一 [ (we +u) -4u ui cos’ 0] We 


(其 中 .是 形式 上 根据 介质 绝热 压缩 所 计算 的 声速 )， 第 一 个 分 支 称 为 阿尔 文 
波 , 它 的 相 速 与 (56. 17) 第 一 个 分 支 的 极限 值 完 全 相同 . 为 了 在 第 二 个 公式 中 趋 
向 冷 等 离 体 的 极限 ,我 们 必须 在 其 中 令 u, =0( 因 为 气体 中 ,~ (TAM)“). 因此 
(w/k),, 对 应 于 快 磁 声 波 , 等 于 ( w/k)& 的 极限 值 ， 至 于 第 三 支 ,(w/k),( 慢 磁 声 
波 ) , 当 wu. 一 0 时 相 速 趋 于 零 ,因而 在 冷 等 离 体 中 并 不 出 现 . 注意 到 冷 等 离 体 的 
假设 使 我 们 能 忽略 离子 速度 的 热 扩 展 , 并 且 即 使 没有 碰撞 情况 下 也 对 它们 及 用 
流体 力学 描述 ， 条件 wu、<<c 表明 在 磁 流 力 学 方程 中 忽略 位 移 电 流 是 正确 的 . 

对 于 高 频 的 相反 情况 ,两 个 分 支 ( 玉 和 VV ) 的 相 速 趋 于 wo 人 =ec, 对 应 于 各 辣 
同性 等 离 体 中 的 横向 高 频 波 ,这 正如 我 们 应 该 预期 的 ,因为 当 w >> wm 时 磁场 不 
起 任何 作用 . 

最 后 ,让 我 们 考虑 当 人 2. >> ww 时 能 发 生 的 波 这 种 令 人 感 兴趣 的 情况 ;因而 
共振 频率 是 w, ws.cos 9. 我 们 将 取 频 率 范围 (在 分 支 卫 上 ) 介 于 oa 和 ws 一 wa 
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之 间 ,由 不 等 式 


Wp <<wW << pc0s 0, ww << (2 /wp. (56.20) 


所 确定 . 条 件 w >> wm 使 我 们 能 忽略 离子 对 g 的 贡献 ,而 由 条 件 w << ws. 我 们 有 
人 (56.21) 


在 条 件 (56.20) 下 ,我 们 还 有 e， >>&g >>e,. 
所 寻求 的 色散 关系 的 解 可 通过 将 前 者 写成 


2 
FE: ys !' -6 =0， (56.22) 


a yy™ YB c2 


即将 (56.4) 中 张 量 se。 变换 至 其 道 [ 即 在 方程 (56.3) 中 将 E 用 DD 来 表达 |], 而 更 
直接 地 求 得 ， 逆 张 量 的 分 量 是 


一 ] 一 2 一 一 | 一 】 . 
Ex = Eyy gi -2./8 ? Es =1/e) > Ey Ex ~1/8, 


而 其 中 最 大 的 是 e,,. 忽略 其 余 分 量 (并 取 xz 平面 为 召 和 天 的 平面 ) ,我 们 得 到 
色散 关系 


| -w/c ik /gg 
-ik’/g -w/c 





因此 得 


w = | cos 0 | -er (56.23) 
这 些 称 为 螺旋 波山 ;它们 是 纯 电 子 起 源 . 

这 些 波 的 名 称 起 因 于 它们 的 偏振 的 性 质 . 用 坐标 轴 的 上 述 选择 ,由 等 式 上 ， 
D =0(56.2) 给 出 ， 


Dsin8+D.cos 0=0. (56.24) 


将 方程 (56.3) 写 成 


a YI 


2 
[k ers — kk,e, ']D, = 77D., (56.25) 


我 们 求 得 D. = -i|cos 9|D,. 在 同样 近似 下 ( 即 ,所 有 es 中 仅 保留 a,,，) , 波 的 
电场 完全 位 于 xy 平面 , 它 垂 直 于 B,:E, = ss D =0. 其 它 电 场 分 量 是 

E.=e, D,, E,=s», D.= -é,, D., 
而 根据 (56. 24) ,得 出 


E, =i|cos |E.. CR 


QD 在 地 球 物理 学 应 用 中 称 为 大 气 哨 声 . 
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因而 在 垂直 于 B。 的 平面 内 该 波 是 椭圆 偏振 的 ; 当 9 = ,偏振 变 成 线性 的 ， 在 


: 轴 平 行 于 上 的 坐标 系 yl 中 ,我们 有 


,|cos 6) 下 (56.27) 
E. = ed k,. = Ek.tan 0. 


矢量 EE 环绕 上 方向 回转 描述 一 个 圆锥 . 

我 们 注意 到 ,关于 ee, 的 表达 式 (56. 21) 具 有 简单 物理 意义 . 当 ws. >>w( 以 
及 所 意味 着 的 条 件 (52.17) 上 vi./wp。 = 上 ,rs。<<1 处 处 满足 ) 时 . 可 以 认为 电子 
(相对 于 B,) 的 横向 运动 在 恒定 均匀 电场 E 中 发 生 . 当 一 个 电荷 在 恒定 均匀 交 
叉 场 五 和 如, 中 运动 时 ,其 平均 横向 速度 (电源 移 速 度 ) 是 

5, =e[E xB.]/B: (56. 28) 

( 见 第 二 卷 ,$22). 正 是 这 个 速度 对 应 于 表达 式 (56. 21). 因而 螺旋 波 是 与 等 离 
体 中 电子 的 电 漂 移 相 联系 的 . 
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当 考 虑 到 粒子 的 热 运 动 时 ,色散 关系 一 般 变 为 超越 方程 ,并 导致 函数 
w() 的 无 穷 分 支 集 合 . 然而 ,这 些 振 葛 的 绝 大 多 数 是 强 阻 尼 的 . 仅 在 例外 情况 
下 ,阻尼 才 弱 得 使 振荡 能 作为 波 传播 . 这 些 情 况 首先 包括 上 一 节 中 所 考虑 的 波 ， 
对 这 些 波 ( 如 果 满 足 条 件 (52. 17) 和 (53.17)). 热 运动 仅 引 起 对 色散 关系 的 小 
校正 ,和 小 的 朗 道 阻尼 率 . 

然而 ,我 们 曾经 看 到 对 于 冷 等 离 体 中 的 波 , 有 这 样 的 频率 范围 ,在 此 范围 比 
值 ck/w 无 定 限 地 大 (等 离 体 共振 邻近 ). 但 是 当 有 ->%w 时 ,条 件 (52.17) 肯 定 不 
能 满足 ,因此 变 得 必须 考虑 到 热 运动 . 现在 我 们 将 证 明 , 考 虑 到 热 运 动 ,即使 作 
为 电容 率 的 小 校正 ,也 会 消除 色散 关系 的 根 的 发 散 性 ,并 导致 等 离 体 振荡 谱 的 一 
些 定性 上 新 的 性 质 (B. H. Tepmman ,1956). 而 且 ,如 我 们 将 看 到 的 , 朗 道 阻尼 为 
指数 式 小 的 条 件 仍 可 满足 ,以 致 sj 的 反 厄 米 型 部 分 仍 可 忽略 .为 明确 起 见 , 我 
们 将 取 高 频 等 离 体 共振 邻 域 的 特例 ,其 中 仅 包括 电子 的 热 运动 就 足够 了 . 

sw 中 的 校正 项 正比 于 (ior) "色散 关系 (56.5) 的 系数 4,B8,C 中 也 出 现 
类 似 校 正 ， 为 研究 正好 是 这 个 方程 的 发 散 根 , 仅 在 系数 4 中 包括 改正 项 就 足够 
了 ,没有 校正 情况 下 在 共振 点 它 变 为 零 . 

在 共振 频率 (例如 )w, 邻 近 , 我 们 把 这 个 系数 写成 
2 ， 让 


A=a(w-w,) -4 


”它们 是 这 样 推导 的 :将 (54.5) 的 被 积 表达 式 按 启 的 睹 作 展开 , 取 展 开 式 中 的 一 阶 项 . 
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第 二 项 是 归 因 于 热 运 动 的 校正 . 系数 a, 和 4, 是 在 点 w=w, 取 的 ,所 以 它们 已 不 
依赖 于 变量 w( 但 是 当然 依赖 于 大 的 方向 , 即 依赖 于 角 6). 在 系数 BB 和 C 中 也 
令 w=wi( 并 用 B, 和 C, 表 示 结 果 所 得 值 ) ,我 们 得 到 共振 频率 邻近 的 色散 关系 为 

OC 


我 们 感 兴趣 的 是 这 个 方程 的 那 种 根 , 当 vi. 一 0 时 它 变 成 


kc\” B. 
辣 ai(w 一 oO) 


Bw 和 FF 
ac rk 

因为 这 个 解 中 (kc/w,) 很 大 ,在 求解 时 就 应 该 从 (57.2) 中 省 略 掉 并 不 含 此 大 晤 
的 项 C,.， 于 是 我 们 有 下 列 色 散 关 系 


4 /Kor\ Bwy’ 7.4 
| 
这 里 要 按照 4,, 的 正 负 号 (a, 和 B, 总 是 正 的 ) 而 区 别 两 种 情况 外. 
在 图 20 中 , 实 曲 线 显示 对 4, >0 的 色散 关系 

(57.4). 曲线 与 横 坐 标 轴 相 交 于 包 
1 ol |B, (57.5) 





w= 


W—wW] 


EE 
= 


CV re A 

当 v1. 一 0 时 ,这 个 点 在 右边 移 向 无 穷 , 而 我 们 回 到 
相应 于 冷 等 离 体 色散 关系 (57.3) 的 曲线 (在 图 20 
中 用 虚线 显示 ). 

我 们 把 注意 力 转 向 考虑 到 热 运动 ,因而 引起 
振荡 谱 分 支 扩展 至 w > mw, 的 范围 .在 零 外 场 的 极 
限 , 正 是 分 支 的 这 个 部 分 相应 于 寻常 纵向 等 离 体 0 
振荡 :没有 场 的 情况 下 ,系数 B, =0, 频 率 w 与 2. 重合 ,o -人 2. 作为 的 函数 的 整 





QD 由 表达 式 (56.6) 和 (56.7) 容 易 证 实 B, 是 正 的 ;利用 条 件 4=0 消去 e1 ,我 们 求 得 B, = eltan 8 
+ gzsin2g>0， 由 对 4 的 表达 式 (56. 6) 和 对 e, 和 et 的 表达 式 (52. 11) 得 出 84/3w >0, 从 而 a, = 
( 84/78w)。 -是 正 的 . 

名 ”对 于 上 的 这 个 值 ,此 值 ow./wi 包 含 ( vr./c)'”, 因 而 很 小 ， 这 是 如 上 所 述 关于 朗 道 阻尼 为 很 小 的 
条 件 . 
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个 曲线 变 成 来 自 坐 标 原 点 的 一 条 直线 ,其 方程 与 (32.5) 相 同 岂 . 

当 忽 略 热 运动 时 ,等 离 体 共振 中 的 振荡 是 纵向 的 . 要 着 重 指出 的 是 , 当 考 虑 
到 空间 色散 时 ,这 个 性 质 确 切 地 说 并 不 出 现 : 量 
4 = eskoks/k 三 21 变 成 上 的 消 数 ,而 对 于 振荡 为 
纵向 的 条 件 ae, =0, 与 由 色散 关系 所 给 出 的 相同 
变量 w,k 和 09 之 间 的 关系 是 不 相 容 的 . 然而 ,在 
等 离 体 共振 点 本 身 (它们 不 再 有 区 别 ) ,以 及 邻近 
共振 点 , 波 都 仍然 几乎 是 纵向 的 :因为 4 很 小 而 
且 波 很 慢 (wvkc 很 小 ) ,按照 (32. 10) ,横向 分 量 
E‘? 远 小 于 EE ). 

现在 让 我 们 转 到 4,. <0 的 情况 . 图 21 显示 





在 这 个 情况 下 ,w - wo: 如 何 随 大 变化 . 曲线 并 不 进 图 21 

入 w>wl 区 域 ,而 是 在 点 
2 Oo 本 _ 2vre 1/2 (57.6) 
Se (a) a ge |41lB,) 


有 一 极 大 .， 当 vi. 一 0 时 ,这 个 点 在 右边 移 向 无 穷 , 同 时 趋向 横 坐 标 轴 , 我 们 又 回 
到 (57.3) 的 形式 . 
作为 再 一 个 例子 ,让 我 们 考虑 接近 电子 回旋 共振 沿 磁场 传播 的 横 波 ， 当 和 忽 
略 热 运动 时 ,对 于 这 些 波 的 色散 关系 由 公式 (56.9) 给 出 (用 下 面 的 正 负 号 ) ,而 
在 w=ws. 邻 近 包 
(2. Wy, 
NR (57.7) 
同时 kc >> 02. ;这 个 谱 整 个 是 在 w < ws 
为 了 在 考虑 到 电子 热 运动 情况 下 来 考察 这 些 波 ,必须 用 适用 于 回旋 共振 区 
域 的 电容 率 张 量 (55.7) 来 构造 色散 关系 多 。 展 开行 列 式 (56.4) (具有 矢量 上 大平 
行 于 z 轴 ) ,我 们 得 到 








7 Ww — Wp. (57.8) 
亿 WW — Wg.) (, ) 
在 共振 吸收 线 以 外 , 即 , 对 于 |ws. -w| >> kvj.( 但 是 当然 仍 有 | ws -四 | << ws.)， 


”为 此 ,( 磁 旋 等 离 体 中 ) 对 应 于 图 20 中 实 曲线 上 段 的 波 通常 称 为 等 离 体 波 ,和 对 应 于 曲线 下 段 的 
寻常 波 或 非常 波 大 不 相同 . 然而 ,这 个 术语 是 约定 俗 成 的 :实际 上 正好 有 一 个 振荡 分 支 , 它 与 模 坐 标 轴 的 
交点 ( w =w) 没 有 任何 有 区 别 的 特色 . 

@@， 为 更 加 明确 起 见 ,我 们 认为 ,不 仅 wp -ww << wae ,而 且 2. > wpe ,以 致 (56.9) 右 边 的 1 肯定 可 以 
忽略 . 

国 ”要 记 住 ,公式 (55.7) 也 预先 假定 满足 条 件 (55.4) :wee >> kvr.. 


224 第 五 章 ”磁场 中 的 等 离 体 
这 个 关系 变 成 


pe i (0 -wn)’ 
rd | -一 . 
Wpe Wae( Ww — Wa.e) 2 Wapekvr. Zk 


因此 我 们 再 次 有 对 于 频率 实 部 的 色散 关系 (57.7) ,和 对 于 朗 道 阻尼 率 的 表达 式 


i (57.9) 
7 人 (全 ee - 世 呈 (的 

当 ow 趋向 更 接近 w，, 在 范围 |o。-o| <<j 如 ;内 ,阻尼 率 增 加 并 且 变 成 与 频 
率 w 可 比较 :在 这 个 范围 ,已 无 法 谈论 波 的 传播 . 


85S8 磁 旋 等 离 体 流 体力 学 方程 
如 果 运 动 等 离 体 中 特征 空间 尺度 工 远 大 于 平均 自由 程 


有 
我 们 可 以 认为 ,在 等 离 体 的 任何 小 区 域内 ,由 于 碰撞 建立 起 了 具有 (对 于 电子 和 
离子 为 相同 的 ) 温 度 、 压 强 等 局 域 值 的 热力 学 平衡 ,在 这 种 情况 下 ,等 离 体 的 运 
动 可 以 用 宏观 流体 力学 方程 描述 . 
磁 流 力学 方程 已 经 在 第 八 卷 , $51 中 给 出 ,但 是 那里 曾经 假设 介质 的 动 理 
系数 ( 黏度 和 热 导 率 ) 不 依赖 于 磁场 ， 在 等 离 体 中 要 使 这 点 为 正确 ,下 列 条 件 是 
必要 的 : 








38.1) 


V; >> Wp, VV. >> wap. 
(其 中 第 二 个 可 从 第 一 个 得 出 ). 这 些 条 件 经 常 是 太 苟 刻 , 因 此 必须 推导 不 受 上 
述 限 制 的 流体 力学 方程 时. 
关于 质量 密度 p 的 连续 性 方程 ,当然 ,照常 保持 不 变 





22+V'pY=0， (58:2) 
其 中 V 是 宏观 速度 . 关于 纳 维 -斯 托 殉 斯 方程 
perv WV] tixB),= -全 (0038.3 
和 关于 能 量 守 和 恒 方程 : 
于 | (58.4) 


2 
Ss [ov(F+w) -0 V+2ExB+ql|, 


一 般 形式 也 保持 和 以 前 的 相同 ,其 中 o's 是 恭 性 应 力 张 量 ,o'* Y 表示 具有 分 量 


人 @ 而 且 , 第 八 卷 , $ 51 的 方程 中 省 略 了 代表 温差 电 效应 的 项 ， 
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为 rw "sys 的 矢量 ,4 是 能 流 密度 (包括 归 因 于 热传导 和 温差 电 效 应 的 耗 散 部 分 以 
及 通过 粒子 流 的 运 流 能 量 传递 两 部 分 ; 见 下 面 的 定义 (58. 8)), 而 U 和 斑 是 每 
单位 质量 介质 的 内 能 和 始 . 张 量 o', 和 矢量 4 必须 用 热力 学 量 和 速度 的 梯度 来 
表达 ,这 些 表 达 式 的 形式 正好 依赖 于 磁场 . 

关于 方程 (58.3) 应 该 作出 下 列 评注 . 这 个 方程 考虑 到 磁场 对 等 离 体 所 施加 
的 力 ( 左 边 最 后 一 项 ) ,但 是 没有 考虑 电场 所 施加 的 力 

e(zN, ~ N.)E. 

这 种 处 理 在 这 里 证 明 是 正确 的 ,因为 由 条 件 (58.1) 可 见 ,更 有 上 >>a, 从 而 等 离 
体 是 准 中 性 的 ,以 致 我 们 可 以 令 zN, = N.。 ,等 离 体 中 没有 任何 未 补偿 电荷 由 

方程 (58.2) 一 (58.4) 必 须 补 充 以 麦克 斯 韦 方 程 组 ,对 于 准 定 党 电磁 场 ( 因 
此 位 移 电流 可 省 略 ) 它 们 是 

VxE= -一 号 V.B=0,Yx 下 = 一 《58.>) 

应 注意 所 谓 准 定常 场 意 味 着 其 变化 频率 w << c/L. 同时 ,可 变 磁 场所 感 生 的 电 
场 是 ~wLB/c << B; 因 此 之 故 , 在 (58.4) 中 我 们 只 需 包括 磁场 能 密度 而 无 需 包 
括 电 场 的 . 而 且 ,忽略 位 移 电 流 是 与 等 离 体 的 准 中 性 假设 一 致 的 :(58.5) 的 最 后 
一 个 方程 缠 含 V .7 了 =0. 

最 后 ,需要 表达 “广义 欧姆 定律 "的 方程 : 


E+iVxB=F, (58.6) 
[tm 


其 中 五 是 电流 了 和 热力 学 量 的 梯度 的 某 种 线性 组 合 . (58.6) 左 边 E 和 B 的 组 
合 起 因 于 ( 见 第 八 卷 , $ 49 ) 当 我 们 从 介质 中 给 定 体积 元 的 静止 坐标 系 变 到 该 体 
积 元 在 其 中 以 速度 运动 的 坐标 系 时 五 的 变换 . 

在 准 中 性 等 离 体 中 ,电子 和 离子 组 分 的 相对 浓度 是 给 定常 数 (N./AN; =z). 
因此 只 有 温度 和 压强 是 独立 热力 学 变量 ;将 F 和 9g 用 这 些 变量 的 梯度 (和 电流 
7) 表达 的 问题 形式 上 与 金属 中 磁场 电流 热流 效应 多 理论 中 的 同样 问题 是 相同 的 
( 见 第 八 卷 , § 25)@. 

一 方面 , j 和 9g, 以 及 另 一 方面 , 场 和 热力 学 量 的 梯度 ,它们 之 间 的 关系 ,写成 


QD 这 个 论证 是 以 不 等 式 1>>a 为 基础 的 . 应 注意 我 们 处 处 考虑 的 是 全 电离 等 离 体 . 在 部 分 电离 等 
离 体 中 ,不 等 式 1>>a 不 必要 满足 ,因为 平均 自由 程 由 于 与 中 性 原子 的 碰撞 而 减 小 .于 是 1>> a 被 认为 是 
关于 要 使 彻 体 电 场 力 可 忽略 的 附加 必要 条 件 . 

国 ” 黄 文 为 thermogalvanomagnetic effects, 指 同时 存在 电场 和 磁场 以 及 温度 梯度 情况 下 ,电流 和 热流 
的 流动 引起 的 各 种 效应 ,通常 分 别称 为 磁场 电流 效应 ( galvanomagnetic effects) 和 磁场 热流 效应 (thermo- 
magnetic effects). 译 者 注 . 

时 ”我 们 再 次 提醒 ,讨论 涉及 的 是 全 电离 等 离 体 . 存在 儿 种 类 型 重 粒子 (各 种 离子 ,中 性 原子 ) 的 情 
况 下 ,会 使 得 必须 考虑 相应 的 扩散 过 程 . 
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(44. 12) 和 (44. 13 ) 的 推广 形式 是 : 


:1% 
” ee ex 


(58.7) 





aT 

Splp Vga’ 
1 = -和 + — «de oe 

这 里 .是 电子 化 学 势 , 张 量 o's ,aos ,Bog 依 赖 于 磁场 B 作为 参量 . (58. 8) 左 边 

没有 -gj 项 (比较 (44.13)) 归 因 于 这 样 的 事实 ,这 早已 通过 能 流 密 度 中 的 坡 印 

享 矢 量 而 包括 在 (58.4) 中 ,通过 利用 麦克 斯 韦 方程 组 (58. 5 ) 来 变换 其 散 度 就 可 

很 容易 得 到 确认 . 在 定 态 情况 (8$44) ,我 们 有 

人 Bx 有 = 了 让 B=-V: ( 97). 

因此 ,(58.8) 中 能 流 4 早已 把 通过 粒子 的 能 量 传递 -ep 排除 在 外 . 

根据 昂 萨 格 原 理 , 关 系 式 (58.7) 和 (58. 8) 中 的 系数 满足 下 列 关系 : 


goal( B) = 0 go ( -8B),， «xa(B) = Kk gal -B), (58.9) 
Bs( B) = Togs.( -B). (58. 10) 
因为 B 是 唯一 可 资 用 矢量 参量 , 张 量 对 方向 b = B/B 的 依存 关系 可 写成 一 
般 形式 


_V-: 


ee (58.11) 
(对 于 其 它 张 量 有 类 似 结果 ) ,其 中 标量 系数 a ,a ,a; 是 场 B 的 函数 ;这 样 的 依 
存 关系 满足 反 演 对 称 性 条 件 (B 是 一 个 轴 矢 量 而 其 分 量 不 受 反 演 的 影响 , 像 对 真 
张 量 a,s ,等 的 分 量 所 要 求 的 那样 )， 注 意 到 (58. 11) 形 式 的 表达 式 自 动 满足 关 
系 式 (58.9) ,而 (58. 10) 变 成 


Baa B) = Tasl B). (58. 12) 
在 磁 流 力学 中 对 表达 式 (58.7) 和 (58.8) 的 实际 应 用 ,更 方便 的 是 将 化 学 势 
的 梯度 用 压强 和 温度 梯度 表达 为 


We Tt LP,, pT 


其 中 P, =N.T=Pz/(1+z) 是 等 离 体 中 电子 的 分 压 ,而 s,. 和 ww. 是 等 离 体 的 电子 组 
分 中 每 个 粒子 的 粹 和 烩 .我 们 最 后 将 关系 式 (58. 7) 和 (58. 8) 用 矢量 形式 重 
写成 

1 


E+ivxB +—VP. = 
c eN 


ce 


= + +B(B x)) t+a,( VI), +a,(VvT), +/H(Bx VT), 
CE 1 


[5 3 
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4 + 一 ) = 
=al TD ta TD, + /AT(B Xx) -kr (VT), -kV7T) + (Bx VT7), 
(58.14) 

对 系数 (全 都 是 B 的 函数 ) 用 了 新 记号 ,而 下 标 和 上 表示 相对 于 B 为 纵向 和 横 
癌 的 矢量 分 量 . (58. 13 ) 中 系数 a 的 定义 与 (58.7) 中 的 相差 是 这 里 包括 了 
s./e. 系数 男 ,了 和 宝 分 别 描述 霍 尔 效 应 ,能 斯 特效 应 和 勒 迪 克 -里吉 效 应 . 还 
应 注意 ,(58. 13) 中 的 . 罗 ( 召 x 门 项 和 (58. 14 ) 中 的 岁 ( B x VT) 项 是 非 耗 散 动 理 
效应 ,它们 并 不 出 现在 乘积 瑟 . 了 和 94. v7 中 ,因而 并 不 引致 燃 的 增加 . 

至 于 黏 性 应 力 张 量 o',, 则 其 通过 宏观 速度 梯度 表示 的 一 般 表 达 式 早已 在 
§ 13 中 给 出 当 应 用 于 等 离 体 时 ,这 个 表达 式 由 于 两 个 第 二 黏度 系数 上 和 心 变 
为 零 而 稍微 简化 .系数 5 为 零 是 所 有 单 原子 气体 的 一 般 性 质 ,等 离 体 也 属于 这 
种 气体 . 没有 项 的 原因 将 在 下 市 中 解释 . 

为 应 用 于 等 离 体 ,(13. 18) 中 的 余 留 项 可 方便 地 重新 整理 ,考虑 到 在 等 离 体 
中 磁场 一 般 对 黏 性 有 强烈 影响 ( 而 不 像 在 中 性 气体 中 那样 只 有 弱 影 响 ); 从 而 区 
分 寻常 黏度 系数 nm 没有 任何 意义 .这 里 我 们 用 不 同 于 (13. 18 ) 的 形式 表述 rw 
仅 在 于 用 


.1 
no( 3b,bp -6%0) (b,baV,s -了 V， 4 (58.15) 


代替 带 ? 的 项 ,其 中 心 =B《LB( 代 替 瑚 ) ; 见 236 页 关于 mo 的 这 个 定义 的 适宜 性 的 
脚注 . 
如 果 取 z 轴 平 行 于 5b, 应力 张 量 分 量 是 


1 
RN + 273V,,， 
] 
C yy = -ml A -273V.,， 


3 
村 =27 n3( Vs A ? 
CT =27, 和 十 2714Y 
IT = 之 7 — 214 了. Com 16) 
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为 计算 磁 旋 等 离 体 的 动 理 系数 ,我 们 必须 照例 寻求 =fo + 8 形式 的 粒子 分 
布 函 数 ,其 中 5/ 是 对 局 域 平衡 分 布 的 小 校正 ,并 且 正 比 于 相应 热力 学 量 的 梯度 . 
将 这 个 表达 式 代 人 动 理 方程 ,例如 ,对 于 电子 


=2n,| 和 ey : v 了 
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ae ,, ee xB) = Cf), Cod 
我 们 在 左边 四 项 中 令 =fh.; 因 为 9f0./9p 平行 于 ,于 是 第 四 项 变 为 零 ,以 致 那 
里 必须 保留 .项 ,而 我 们 求 得 关于 5. 的 方程 为 9 
po. fo. Ofoe_ ee 08/。 59.2 
a 0 ap = xB) es ( ) 
其 中 了 是 线性 化 碰撞 积分 . 

让 我 们 首先 注意 到 纵向 电导 率 go 和 热 导 率 k | 一 般 不 依赖 于 B, 而 具有 如 
同 没 有 磁场 情况 下 的 相同 值 ( 即 ,它们 是 寻常 标量 o 和 k ). 的 确 , 根 据 对 称 性 考 
虑 事先 就 很 明显 , 当 矢 量 或 VT 平行 于 B 时 ,分 布 函 数 洲 不 依赖 于 垂直 于 号 
平面 内 横向 速度 w, 的 回转 角 pg. 还 有 ， 

(v xB).: 90f = 
op m 99 
因而 当 98f/99 =0 时 , 动 理 方 程 中 并 不 出 现 磁场 %. 

由 于 类 似 理 由 , 当 速 度 了 平行 于 召 ( 沿 z 轴 ) 时 ,确定 黏 性 应 力 o'% 的 黏度 
7 也 不 依赖 于 磁场 (从 而 与 寻常 黏度 ?9 相同 ); 于 是 它 仅 依赖 于 z, 在 表达 式 
(58. 16) 中 仅 保 留 含有 








， ， Ls 2 dV 
i i 
的 项 . 
最 后 ,系数 纪 总 是 必须 不 依赖 于 场 . 对 于 所 述 速度 分 布 会 对 应 力 张 量 贡献 
# / 1 / dV 
oT :0 y= HO sg 


但 是 ,因为 这 个 效应 在 没有 外 场 情况 下 一 般 是 不 存在 的 ,而 即使 当场 存在 时 也 有 
l=0@. (注意 到 这 个 理由 并 不 依赖 于 等 离 体 是 经 典 的 ;因此 ,结果 5， =0 在 相 
对 论 性 情况 也 是 有 效 的 ,而 在 相对 论 性 等 离 体 中 《天 0. ) 

在 强 磁场 极限 下 , 当 ( 对 每 类 粒子 ) 拉 莫 尔 频率 ws >>v 时 ,其 它 动 理 系数 的 


QD 注意 到 在 8$ 29 对 于 等 离 体 电容 率 的 计算 中 ,这 个 方程 中 的 磁场 项 是 省 上 略 的 ,因为 当 EE 和 8B 很 小 
时 它 是 二 阶 小 基 . 在 目前 问题 中 ,磁场 BB( 不 像 电场 E) 没 有 假定 为 很 小 . 

@ 然而 ,我 们 必须 立即 预先 说 明 ,这 些 论 据 ( 和 下 面 的 类 似 论 据 ) 假 定 粒子 散射 过 程 不 依赖 于 磁场 ， 
为 此 必须 要 磁场 满足 后 面 的 不 等 式 (59.10). 

图 ”我们 必须 再 次 强调 ,所 有 这 些 陈述 依赖 于 动 理 方程 (59.2) 中 含 召 项 的 形式 ,因此 它们 并 不 适用 
于 分 子 具 有 磁 和 矩 的 寻常 气体 . 在 那 种 情况 下 是 通过 磁 短 (而 不 是 像 等 高 体 中 那样 通过 粒子 的 电 苍 ) 而 写 
磁场 发 生 相 互 作用 的 . 
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计算 可 以 类 似 地 实现 . 在 这 些 条 件 下 ,碰撞 项 起 小 校正 的 作用 忆 . 

电导 率 

让 我 们 首先 计算 确定 等 离 体 中 电流 的 系数 . 方便 的 是 在 等 离 体 体积 元 为 静 
止 的 参考 系 中 来 完成 这 个 计算 . 忽略 ~ m/M 的 量 ,我 们 可 以 认为 这 种 参考 系 与 
离子 组 分 为 静止 的 参考 系 相 符合 ， 于 是 电流 是 纯 电 子 性 的 . 从 而 我 们 只 需要 求 
解 对 于 电子 的 动 理 方程 . 

动 理 方程 的 左边 必须 以 类 似 于 $6 中 对 寻常 气体 作 过 的 方式 借助 于 流体 力 
学 方程 进行 变换 . 在 所 选 参考 系 中 ,所 考虑 点 的 宏观 速度 (但 当然 不 是 其 导数 ) 
为 零 色 . 

然而 ,这 里 (对 于 电子 ) 不 需要 实行 全 部 计算 . 首先 注意 到 ,项 38f./3i 全 然 
可 以 省 略 . 对 时 间 的 求 导 导致 出 现 含 有 导数 97/91,3P/3t 和 9V/3i 的 项 . 当然 ,前 
两 个 可 以 用 标量 V* 来 表达 (比较 (6. 16)); 而 这 些 项 如 我 们 早已 知道 的 ,对 单 
原子 气体 (例如 等 离 体 ) 总 是 相 消 的 ， 导数 9V/3t 利用 流体 力学 方程 (58. 3 ) 来 表 
达 , 含 有 因数 1/p 或 1/M; 在 动 理 方 程 中 考虑 到 这 类 项 仅 会 给 出 ~ m/M 的 校正 ， 
它们 是 没有 任何 重要 性 的 . 其 次 ,在 (59. 2) 中 我 们 可 令 E =0, 因 为 我 们 知道 EE 
仅 能 作为 和 式 


而 出 现在 所 寻求 的 电流 了 中 .最 后 ,因为 我 们 并 未 打算 计算 “纵向 " 动 理 系数 
og ，,x， ,7 ,它们 是 不 依赖 于 磁场 的 ,对 于 等 离 体 的 所 有 热力 学 量 可 认为 仅 依赖 
于 垂直 于 B 的 平面 中 的 坐标 ， 用 Vv, 表示 在 该 平面 的 求 导 算 符 ,因此 我 们 可 以 将 
动 理 方程 写成 
(v + Vf = (9 xB) ， DE + (8). Coy 
CN lyw， 的 宕 .第 一 级 近似 (用 上 
标 (1) 表 示 ) ,完全 忽略 碰撞 积分 ,因此 方程 是 





(1) 
(9 xb) eo Vi) CR 
(其 中 b=B/B). 通过 直接 代入 容易 乔 出 方程 的 解 是 
af = -ov [bx vf]). a 


QD 关于 磁 旋 等 离 体 的 动 理 系 数 是 由 兰 芯 替 夫 (R. Landshoff(1949 ) ) , 弗 拉 德 金 ( 了 .C. 中 pamkHH 
(1951) ) , 布 拉 金 斯 基 (C. H. BparuHckuh(1952)) 计 算 的 . 下面 给 出 的 解析 方法 归功 于 塔 姆 ( H. E. Tam™ 
{ 1951 ) ). 

人 @@， 通 过 利用 矢量 am/ap 与 9 的 平行 性 ,这 个 基本 上 早已 假设 过 . 
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显然 这 个 解 仅 能 用 来 计算 非 耗 散 动 理 系 数 :不 存在 碰撞 情况 下 没有 任何 能 量 
耗 散 . 
电流 密度 由 下 列 积分 


j= -e fea.dp (59.6) 
给 出 .用 (59.5) 代 入 后 给 出 

Pa = ([bxv,] (Vv)N. =38(b x Vv) NV), 
其 中 求 平均 是 对 麦克 斯 韦 分 布 进行 的 .结果 是 


j=(bx VP.), 


V P =- -ZB x1"). (59.7) 
将 这 个 表达 式 与 (58. 13 ) 中 系数 多 的 定义 进行 比较 表明 
p= -1/(N.ec). (59. 8) 


在 高 一 级 近似 ,我 们 寻求 (59.3) 的 解 为 Sf, = MX + 3/ 人 ” ,而 获得 关于 My 
的 方程 为 : 





8 (2) 
人 Op (2 xb): 2 


= -1( 3) = [bxv]f) (59.9) 
(不 能 将 算 符 Y 取出 到 了 前 面 , 因 为 在 线性 化 碰撞 积分 中 ,被 积 表达 式 在 其 系数 
中 含有 例如 N 这 样 的 量 ,它们 依赖 于 坐标 )， 

如 早已 提 到 过 的 ,假设 磁场 够 强 使 得 ws >>v.， 然而 ,在 本 节 中 我 们 将 进 一 
步 同 时 认为 
(59.10) 


rge = Vre/ Wpe >> G。 

( 即 ,w，<< 0.) ;这 个 对 磁场 设置 了 上 限 ， 当 满足 这 个 条 件 时 磁场 在 碰撞 区 域内 
几乎 不 会 引起 电子 轨道 (更 小 程度 上 离子 轨道 ) 的 任何 弯曲 ,因而 对 碰撞 过 程 没 
有 任何 影响 ， 换 句 话说 , 算 符 了 并 不 明显 依赖 于 磁场 . 于 是 ,根据 对 称 性 考虑 , 方 
程 (59.9) 右 边 必须 具有 形式 为 (v， [5 x V,])w(v ) 的 矢量 结构 ;至 于 变量 v ， 
这 是 与 (59.4) 右 边 具有 相同 类 型 ,但 是 以 bx V, 代替 V,. 因此 ,(59.9) 的 解 是 
yf = -lv [bx[bx V1) = 


Be 


在 电流 的 计算 中 , 非 零 贡献 仅 来 自 ei 碰撞 . 的 确 , 因 为 在 所 假设 条 件 下 , 碰 
撞 是 小 效应 ,可 以 认为 ee 和 ei 碰撞 对 电导 率 的 贡献 是 独立 的 . 这 意味 着 ,例如 ， 
计算 来 自 ee 碰撞 的 贡献 时 ,是 通过 求解 仅 具有 这 个 碰撞 积分 的 动 理 方程 而 求 得 
的 分 布 函数 进行 计算 ,好 像 电 子 全 然 并 不 与 离子 碰撞 那样 .在 那 种 情况 下 ,对 于 





$59 强 磁 场 中 等 离 体 的 动 理 系数 . 231 . 


(59.11) 形 式 的 8K” ,积分 | va" dp 是 零 , 因 为 由 于 碰撞 中 动量 守恒 定律 ,对 
任何 分 布 函 数 /. 恒 定 地 给 出 
[sc..(f) dp=0 


(比较 $5). 
因此 ,在 计算 电流 时 ,(59. 11) 中 的 了 要 理解 为 电子 离子 碰撞 积分 ， 于 是 由 
Ti(v * Vifoo) = -一 pui(2)( Vi )fo., Ce 
其 中 ,按照 (44.3) ， 
4Tze NL. 
zi( V) 7 
PR 
wh 3m “wpe 
为 计算 所 寻求 的 动 理 系数 ， 我 们 必须 将 电流 ) = 广 ” + 了 代 人 方程 
(58. 13 ) : 
i P=~—+.B%B(b xj,)+a,V,T+/HB(b xV.,7), (59.14) 
它 确定 这 些 系 数 . em 0 并 集合 量 级 为 1/ws. 的 项 ,我 们 求 得 
(oY 4BBIb x =0, 
由 此 
ee Ss (59.15) 
2 my,, 
其 中 v,( 不 带 自 变量 ) 表 示 
4Tze LN. (59.16) 


Vo = Veil Vre) = A 


量 (59.15) 在 没有 磁场 情况 下 是 与 电导 率 (43.8) 相 同 量 级 ,后 者 在 这 里 等 于 


CI 1， 
类 似 地 ,在 (59. 14) 中 令 VP. =0 并 重新 集合 量 级 ~1/ws. 的 项 ,我 们 求 得 
BB(b xj ) + NB(b x VT) =0， 
由 此 
人 这- Ve Se (59.17) 
(27)' 人 mca。 20,B” 


外 ”比较 (44.1)， 如 果 是 与 可 认为 不 动 的 粒子 发 生 碰 擅 , 并 且 如 果 具有 (v4)g( 5) 形 式 , 而 和 4 
中 一 恒定 矢量 ,对 于 C( 有 ) 这 种 类 型 公式 是 有 效 的 . 在 目前 情况 下 ,A 由 矢量 算 符 V ,表示 . 
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至 于 系数 a 仅 在 相对 于 1/ws. 的 高 一 级 近似 下 才 出 现 ;( 对 于 z=1) 它 的 
值 是 


a 0 (59. 18) 


所 子 热 导 率 
等 离 体 中 的 热流 由 电子 和 离子 两 部 分 贡献 组 成 ;让 我 们 首先 考虑 前 者 . 电 
子 对 热流 的 贡献 按 下 列 积分 


= {vv .dip (59.19) 
计算 . 相对 于 1/ws 的 一 级 近似 下 ,将 (59.5) 代 入 给 出 
CD Ne hIN 
由 此 
i “，-- 沙 丰 Wo) 3cP, (59.20) 
I -Fp lx V.H, 
其 中 w. =57/2 是 每 个 电子 的 灼 . 与 (58. 14) 中 系数 岁 的 定义 比较 表明 
_ _5cN.T (59.21) 
2eB’ 


在 高 一 级 近似 ,积分 (59. 19 ) 要 用 分 布 函 数 (59. 11) 来 计算 . 然而 ,ei 和 ee 
碰撞 都 对 热流 有 贡献 . 对 于 前 者 ， ee 11) 和 (59. 12) ,得 到 





gq = 人 2 本 (vv,(v)), 
由 此 
gD 2 _4 VIn ee NL FP. (59. 22) 


3 mw + VF 
然而 ,为 了 由 此 求 得 热 导 率 x ,的 相应 部 分 ,我 们 还 必须 考虑 到 条 件 j=j" 

+j' ”=0, 因 为 按 (58. 14) ,x ,是 用 没有 电流 情况 下 的 热流 来 定义 的 . 用 (59.7) 
和 (59. 13) ,我 们 发 现 这 个 条 件 意 味 着 压强 和 温度 梯度 之 间 的 下 列 关 系 : 

eNy,, vr 
V2 ms. 
(在 计算 中 ,我们 处 处 忽略 高 于 1/ws 二 阶 的 项 ). 应 用 这 个 关系 来 计算 和 式 
gq:' ”+ 94.” ,我 们 求 得 


bv ) 一 


了 (59. 23) 
6 Vn mo 
这 个 公式 具有 简单 物理 意义 . 热 导 率 在 数量 级 上 必须 是 x ，~ C.D, ,其 中 
C, ~ NN. 是 单位 体积 电子 的 热 容 , 而 D, 是 横越 磁场 的 电子 扩散 系数 ,后 者 又 可 信 
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计 为 4(Ax) 《8t, 其 中 人 (Ax) > 是 时 间 5t 内 的 方 均 位 移 . 在 磁场 中 ,横向 位 移 仅 
归 因 于 碰撞 ,而 电子 移动 距离 ~ re 因此 万 , ~ zurse, 这 导致 (59.23 ). 
现在 让 我 们 讨论 来 自 ee 碰撞 的 贡献 . 这 里 的 计算 更 加 繁 元 费力 ,我们 将 仅 
叙述 其 概要 . 
在 方程 (59. 11) 中 ,现在 1 要 理解 为 线性 化 朗 道 碰撞 积分 : 
Ft 





其 中 
) ~ Ire’ 全 apap 
($9. 24) 
a68 df 0. 6 0e 133 ， 
i + a a ja， 
Ps 
而 w =v -v'. 用 这 个 分 布 郴 数 ， pi ee 
g' ”es +20. 8‘*)) Yd’p. (59. 25) 


这 个 公式 中 的 系数 要 写成 使 得 (59.24) 中 5f. 现 在 应 理解 为 函数 (v . V, )f.. 同 
时 求 导 Y, 只 须 应 用 于 麦克 斯 市 分 布 .的 指数 函数 中 的 温度 7: 
(v V， ffeil “ V7); 
而 来 自 对 指数 函数 前 系数 的 求 导 的 项 相 消 掉 了 @. 
经 过 简单 但 是 元 长 的 计算 后 ,将 积分 (59.25 ) 变 成 =k 和 . V,T 形 式 ,其 
中 四 





we mL.e” { WwW * Y)” / 1 
KK > 2 | {wr + + fal Pap )dipd'p 
ST Ww 


w=9 -9' ,YY=( +9')/2, 而 括号 中 的 … 代 表 含 w* VV 奇 横 的 项 ,它们 积分 后 变 
为 零 . 注意 到 





foe( Pp)fo(p')™ exp| a 四 "和 


并 完成 对 d pd P 的 积分 ,最 后 我 们 有 





K (ee) EN 2 N. Ty.. (59. 26) 
1¢8 3 /看 mp. 
其 中 
4me N。L。 (57 ) 


用 ， 实 


ee mi 人 43 


QD 根据 8$6 中 特别 提 到 的 一 般 性 质 , 这 是 显然 的 :对 形式 为 wp 的 函数 ,同类 粒子 的 碰 擅 积分 为 零 . 
@ 这 里 并 不 出 规 压强 梯度 ,因而 无 需 利 用 条 件 了 =0 来 消去 它 ， 
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因此 对 横向 热 导 率 的 电子 总 贡献 是 
_ No。 1 13， (59. 28) 
K ee 十 4 }): 


离子 热 导 率 

我 们 首先 注意 到 ,对 于 ii 碰撞 ,所 考虑 近似 的 适用 性 条 件 wm >>v; 比 对 于 电 
子 的 相应 条 件 要 强 得 多 . 因为 ~ze(mvM) 和 wm ~ wm m/M, 由 ws >>v; 可 
见 ws >>v..(MM/m)'“, 它 比 ws. >>v.. 强 得 多 ;至 于 条 件 rm >> a 肯定 满足 ,由 于 
它 比 (59. 10) 弱 得 多 . 

关于 离子 的 动 理 方程 类 似 于 方程 (59.2) ; 


ofo: 0 of. 
a ,, a x B) 。 aa 1( 8 (59.29) 
ot or op C op 


然而 ,在 其 左边 的 变换 方面 与 电子 情况 有 一 点 差别 . 用 
ee N, M VY)’ 
fo -ann -a7(* ~ ") | 


代入 ,现在 我 们 必须 求 了 对 上 的 导数 (然后 再 次 假设 这 样 选择 参考 系 使 =0)， 
在 V=0 情况 下 , 按 流体 力学 的 运动 方程 ,我 们 有 
= -VP + (ixB), 


其 中 压强 已 = P. +P,, 而 密度 p = NM. 于 是 动 理 方程 变 成 
要 和 [viP- 一 wxB)] 


Ze 08f: 
= -二 [9 xB] .3p +1(8), (59. 30) 


其 中 我 们 再 次 ( 像 (59.3) 中 那样 ) 令 E=0 并 用 Vv, 代替 VD. 
我 们 可 以 利用 对 于 1/wsi 的 逐步 近似 法 来 求解 方程 (59. 30). 在 一 级 近似 
下 ,类 似 于 (59.5) ,我 们 有 
SF -二 了 x [vf -条 P+ 这 i0x5)]} 
但 在 这 个 近似 下 ,由 (59.7) 有 V,P. =jxB/c, 由 此 


BA -二 “bx | VA -全 v， P, | } 





(59.31) 


当然 ,这 个 分 布 函 数 对 电流 不 能 给 出 任何 贡献 ，| 8"vd'p =0, 这 是 在 等 离 体 中 
离子 组 分 为 静止 的 参考 系 中 我 们 应 该 预期 的 ， 于 是 热流 为 


外 ”对 于 电子 ,左边 第 二 项 该 包含 的 不 是 M/p 而 是 m/p =m/( MN), 因 此 可 以 忽略 
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q'" = 了 vy df' dp = 





M Cy 
or, (N,v)) - 








由 此 
_5cNT _ _ (59. 32) 
2zeB” ze 
为 计算 高 一 级 近似 的 热流 ,只 有 碰 撞 是 重要 的 :ei 碰撞 作出 的 贡献 要 小 一 
个 因数 ~ (m/M)'”, 因 为 与 电子 磁 撞 时 离子 的 动量 改变 很 小 计算 完全 类 似 于 
F 面 所 给 关于 ee 碰撞 的 计算 DD. 因而 热 导 率 的 离子 贡献 部 分 是 由 (59. 26 ) 将 电 
子 量 用 相应 离子 量 代替 而 得 
_ 2N,Tyv: 
四 区 VTMa2 
4Tz e LN; (59.33) 
ME 和 
(59.33) 与 (59.23) 的 比较 表明 ( 当 z~1 时 )k ,~kx J,.(M/m)“. 因此 ,在 
磁场 如 此 强 使 得 ww >> 内 时 ,横向 热 导 率 儿 乎 完全 是 离子 的 ， 电子 热 导 率 当 ws 
x (m/M)"“*y, 时 变 成 与 之 可 比较 的 (在 作 比 较 时 要 考虑 到 这 种 场 中 磁场 对 k ;的 
影响 是 可 忽略 的 )， 在 更 弱 的 场 中 ,对 x ,的 离子 贡献 变 得 不 重要 ;在 那 种 情况 
下 ,如 果 ws >>v.., 则 xk ,由 公式 (59.28) 给 出 . 
黏度 
运动 等 离 体 的 动量 主要 集中 于 离子 ,从 而 黏度 由 离子 分 布 函 数 确定 . 同时 
因为 一 个 离子 与 电子 之 间 的 碰撞 ,离子 的 动量 并 没有 很 大 改变 ,所 以 在 动 理 方程 
中 只 需 考虑 离子 离子 碰撞 ， 
将 动 理 方程 (59. 29) 左 边 以 类 似 于 $6 和 8$8 中 的 方式 进行 变换 ,并 取 与 那 
里 相同 的 形式 名 .因而 对 于 蔡 度 问题 的 动 理 方程 是 : 


7 Vs -6gV : v)fs = 


= -2(VxB) ， eM) (59. 34) 





Zii = 


Q@D 把 (59.31) 和 (59.5) 区 别 开 来 的 带 YP; 的 项 在 这 里 是 不 重要 的 :分 布 函 数 的 这 个 部 分 “soi 具有 
碰撞 积分 为 零 ;比较 233 页 脚注 Q@. 
加 ”这 里 必须 注意 到 等 离 体 压强 已 = (Ni + N.)T=N,( 1 +z)7, 而 每 个 离子 的 热 容 是 3( 1 +:)/2. 
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对 于 这 个 方程 要 寻求 下 列 形式 的 解 : 


如 

S9. 35 

8f = VY gv Vv, Ne 
n=0 


其 中 V ”是 张 量 分 量 Yu 的 线性 组 合 ,根据 定义 (13. 18) 和 (58. 15) , 它 出 现在 关 
于 医 性 应 力 张 量 表达 式 中 


TI = 2, nn Veg” ; 
必须 回忆 起 所 有 V4” =0. 应 力 张 量 作为 积分 
-CO se = | Uswsafdp 


予以 计算 . 用 (59.35) 代 入 ,借助 于 公式 


(59.36) 


(vaVpV,Vs) = .0 + 6,0ps + 0630p,) 
对 v 的 方向 求 平均 并 与 (59. 36 ) 比较 ,我们 求 得 
2M 1 4 2、13 
n= -5 go(? )d p. 
确定 函数 g, 的 方程 ,通过 将 (59. 35 ) 代 和 人 (59. 34), 并 使 方程 两 边 相 同 张 量 
V6" 的 系数 相等 而 获得 . 我 们 将 省 略 这 些 相 当 繁 元 费力 的 计算 的 细节 而 仅 给 出 
最 后 结果 . 
不 为 零 的 黏 性 系数 加 和 ?7 ,即使 忽略 碰撞 积分 时 也 出 现 , 因 而 正比 于 


1/wa. 至 于 黏 性 系数 m9, 和 mn, 仅 在 高 一 级 近似 下 当 考 虚 到 碰撞 时 才 出 现 , 因 而 正 
比 于 1/wsD: 


39.37) 


9 2m” (ze) LN 9 NT (59.38) 
Te 5(MT)' oz 73 二 7 本 

最 后 ,可 以 注意 到 本 节 推 导出 的 关于 “横向 ” 动 理 系 数 的 所 有 表达 式 , 即 使 
在 比 一 般 公式 (58.1) 苗 刻 程度 差 些 的 条 件 下 仍然 是 有 意义 的 . 容易 确认 只 要 问 
题 的 特征 尺度 远大 于 相应 粒子 的 拉 莫 尔 半径 rs ,对 分 布 函 数 的 校正 是 很 小 的 ;这 
个 保证 了 上 述 表达 式 是 适用 的 . 对 于 流体 力学 方程 本 身 的 适用 性 ,如 果 压 强 和 

温度 梯度 是 横 切 磁场 的 ,该 条 件 也 是 充分 的 . 
在 这 个 讨论 中 ,我 们 到 处 考虑 的 是 这 样 的 等 离 体 ,其 中 电子 和 离子 温度 是 相 
等 的 . 然而 ,因为 电子 和 离子 之 间 很 大 的 质量 差异 ,时 常会 出 现 “ 双 温 ” 条 件 . 在 





QD 对 于 磁 旋 等 离 体 , 按 (58.15) 中 那样 定义 慕 度 m6 的 适宜 性 , 归 因 于 所 有 其 它 系数 当 B 一 wm 时 于 
是 趋 于 零 这 样 的 事实 ， 
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这 种 情况 ,我 们 也 能 表述 流体 力学 类 型 的 方程 组 ,并 计算 在 其 中 出 现 的 动 理 
系数 四 


习 题 


1. 对 处 于 均匀 (上 =0) 可 变 电 场 中 的 磁 旋 电子 等 离 体 、 在 考虑 到 电子 离子 
碰撞 的 情况 下 {( 洛 伦 兹 情况 ; 见 8$44) ,确定 其 电容 率 张 量 . 

解 : 如 在 本 节 开 头 注 意 到 的 ,如 果 均 匀 电 场 百 平行 于 磁场 吾 ( 沿 z 轴 ), 则 后 
者 一 般 不 出 现在 动 理 方 程 中 . 因此 分 量 e,,,5,,,5s 不 依赖 于 B[ 同时 e。 =er = 
0. 而 e. 由 公式 (44.7) 给 出 j. 为 了 求 出 其 它 分 量 可 以 认为 ElB. 

我 们 寻求 电子 分 布 函 数 的 下 列 形式 的 校正 : 

3f.=(v Eg(v) +(v * [Exb])g,(). (1) 
对 于 这 种 类 型 函数 (比较 231 页 的 脚注 ) 的 碰撞 积分 
C.() = -v(t) 8., 


因此 动 理 方 程 是 
djo。 
(zi(2) -io)8S/ -一 人 xB): eB 2 
= i * Ef.. (2) 


它 与 无 碰撞 方程 的 差别 仅 在 于 用 四 +i;(9) 代 替 w. 将 (1) 代 入 (2) 导 致 对 于 8， 
和 gg, 的 两 个 代数 方程 ,求解 此 方程 得 到 
-ie( w + iv.(v) )fo. iws.[b xv] (3) 
= -一 ”一 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 一 | .EFE=o:E 
| eC 
电容 率 张 量 是 
E08 = Dog + | v god p. 


让 我 们 写 出 当 碰 接 可 以 认为 是 小 微 扰 时 , 即 对 于 频率 
|w + wp | >> pu 


情况 下 的 最 后 结果 . 在 这 种 情况 下 可 以 令 
; 98。 
Bg=Bo + iya( 9) 
其 中 go 是 Zi vw) =0 时 的 函数 g. 于 是 


DD 布 拉 金 斯 基 (C. H. BparnHcknh) 研究 这 个 问题 的 论文 :gameHa nepenoca B rnasme( 等 离 体 中 的 
答 运 现象 ) ,B c6opHke 《Bonpocpr Teopr rrasMHEI》，BHITYCK 1, AromnanaTr, 1963. 英 译 本 :5S. I. Bragin- 
skii, Transport processes in a plasma, Reviews of Plasma Physics, 1{1965), 205, Consultants Bureau, New 
York. 
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二 so) 4 v 2Tze LN. (4) 


d 
ened ti i (eS 80)o 


其 中 esa 是 不 考虑 碰撞 时 的 电容 率 张 量 . 这 个 公式 [根据 对 (44.9) 的 同样 理由 ] 
不 仅 在 洛 伦 交 等 离 体 情况 下 有 效 , 而 且 对 具有 任何 z 的 等 离 体 也 是 有 效 的 . 

2. 设 有 一 个 在 x 轴 方向 不 均匀 而 在 z 轴 方向 受 磁 场 约束 的 等 离 体 ， 在 条 件 
wh >>z 下 ,确定 等 离 体 中 的 密度 和 磁场 分 布 ,假设 给 定 温 度 分 布 ( 开 . E. TaMM， 
195S1 ) . 

解 : 按 条 件 ,温度 了 和 压强 已 的 梯度 沿 x 轴 方 向 因而 电场 E( 定 态 情 况 下 
的 有 势 场 ) 也 沿 x 轴 方 向 , 它 是 由 等 离 体 的 不 均匀 性 引起 的 . 约束 意味 着 在 x 轴 
方向 没有 等 离 体 的 运动 和 电流 :V, =0,], =0. 

应 用 这 些 结 果 和 豆 克 斯 韦 方程 VxB =4m/c, 通 过 取 方 程 (58.13) 的 7 分 
量 . 我 们 得 到 

dB_ 一 了 A 
a dx 
对 于 .了 6 ,的 表达 式 用 (59.17) 代 入 这 个 公式 ,我 们 有 
i (1) 
dx8T 2 :dx 
磁场 从 等 离 体 的 较 热 部 分 "被 排出 ”. 

通过 取 方 程 (58.3) 的 x 分 量 并 忽略 黏 性 项 ( 它 作 出 1/B 的 高 阶 小 量 页 献 )， 

我 们 得 到 第 二 个 方程 . 


d Ds 
5 + 了) = 一 力 8， 
利用 同样 的 麦克 斯 韦 方程 可 以 把 它 变 撞 ( 当 z=1 时 ) 成 


2 
oR (2) 
8T™ 


利用 方程 (2) 消 去 方程 (1) 中 的 磁场 ,可 使 它 变 成 更 方便 的 形式 . 积分 后 ,我 
们 有 
W3 ) 


N .7 = const. 


公式 (2) 和 (3 ) 给 出 问题 的 解 . 温度 分 布 由 热传导 方程 确定 . 
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上 一 节 在 考察 强 磁场 中 等 离 体 的 动 理 系 数 时 ,我 们 应 用 朗 道 碰撞 积分 , 它 假 
设 不 等 式 rw >> a(59. 10) 有 效 . 现在 我 们 将 表明 如 何 去 除 这 个 限制 , 即 ,怎样 能 


够 获得 这 样 的 公式 , 它 即 使 对 于 如 此 强 的 磁场 使 得 对 电子 有 相反 的 不 等 式 成 立 
( 认 W ls 


rp. <<a 


$60 漂移 近似 239 ， 


的 情况 也 是 适当 的 . 

这 时 方便 的 是 利用 一 种 特殊 近似 ,所 谓 漂移 近似 ,不 仅 在 求解 方程 时 而 且 在 
动 理 方程 本 身 中 都 作 此 近似 . 漂移 近似 的 适用 条 件 是 磁场 和 电场 随时 空 的 变化 
充分 缓慢 :这 指 的 是 场 频率 w 和 有 效 磁 撞 频 率 > 必须 远 小 于 拉 莫 尔 频 率 , 而 场 
发 生变 化 的 特征 距离 1/k 必须 远大 于 拉 葛 尔 半径 . 这 些 条 件 必须 对 要 应 用 漂移 
近似 的 每 类 粒子 都 是 满足 的 . 在 本 节 中 ,我 们 (为 明确 起 见 ) 将 就 电子 的 特殊 情 
况 写 出 所 有 公式 (关于 离子 的 相应 公式 照例 通过 作 变 换 一 -ze,wp 一 一 Opi， 
m-*M 而 获得 ). 因此 我 们 将 假设 满足 条 件 : 


yo i A 
所 讨论 的 方法 是 以 近似 求解 给 定 场 E(1,r) 和 B(i,r) 中 带电 粒子 的 运动 方 
程 为 基础 的 ,这 种 给 定 场 考虑 到 这 些 场 随 t+ 和 7 变化 的 缓慢 性 .这 类 场 中 粒子 的 
运动 是 两 种 运动 的 组 合 :( 以 频率 ww ) 在 “ 拉 莫 尔 圆 " 轨 道上 的 快 变 回 旋 与 导向 
中 心 (简称 导 心 , 即 这 些 轨 道 的 中 心 ) 的 慢 变 移动 的 组 合 . 求解 方法 是 将 运动 的 
快 变 回旋 部 分 分 出 来 并 对 它 求 平均 . 
电子 的 位 和 撩 和 速度 可 以 写成 
r=R(t) +0(t), vv =V+t, V=R, 
其 中 R 是 导 心 位 矢 而 Y 是 电子 相对 于 导 心 的 回旋 位 和 撩 D， 在 零 级 近似 下 , 场 的 
时 空 变化 以 及 碰撞 都 完全 被 忽略 ,我 们 有 在 交叉 的 均匀 恒定 场 E 和 B 中 运动 的 
简单 问题 . 我们 知道 ( 见 第 二 卷 , $ 22) ,这 个 情况 下 矢量 上 严格 位 于 垂直 于 妇 的 
平面 内 ,并 在 该 平面 内 以 恒定 角速度 ww = eB/(mc) 回 旋 , 数 值 上 保持 不 变 . 
的 半径 |z| 与 恒定 速率 |2|=v 由 | 上 | =v, /ws. 相 联系 ;f 和 Z 之 间 的 矢量 关系 是 


(60.2) 


(60.3) 


5= -2(b xd), We 
其 中 5=B/B. 轨道 中 心 以 速度 

R=V,=vb+wo 
运动 ,其 中 wo 是 沿 磁 场 的 匀 加 速 运动 的 速率 . 它 满足 方程 

my = -eb:E, os、 
而 

w，= 玉 ， = (Exb) 《60.6) 
是 垂直 于 如 平面 中 的 电 漂移 速度 四 . 


外 ”本 节 中 的 量 不 要 与 $59 中 用 表示 的 宏观 速度 相 混 消 ! 
@ 当然 ,这 里 我 们 假设 B/B <<1, 因 此 ,w << ce, 从 而 相对 论 性 效应 可 以 忽略 . 
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从 现在 起 ,我 们 将 应 用 这 个 近似 ,忽略 由 场 E 和 B 的 非 恒 定性 引起 的 项 ， 
即 ,实际 上 将 认为 这 些 场 是 恒定 的 . 因此 ,将 从 所 有 量 中 省 略 掉 下 标 0. 
漂移 近似 的 实质 是 要 将 动 理 方程 变换 到 慢 变 量 尺 ,v， ,p，= ||. 这 些 量 共 
同 构成 分 布 函 数 中 的 五 个 独立 变量 ， 
新 变量 下 的 相 空间 体积 元 是 
dxdp=dR.2mndoi oodn =2Tm dRdoidJ， L007) 
其 中 引进 量 
ee (60.8) 
在 以 后 将 是 方便 的 (至 于 关系 式 (60.7) 的 检验 ,必须 记 住 在 所 应 用 的 近似 下 ,可 
以 认为 场 是 恒定 的 ). 
电子 流 密度 可 以 通过 新 变量 来 表达 . 对 于 一 个 电子 , 流 密度 是 -ev6{r 一 r); 
其 中 r 表示 空间 中 的 变动 坐标 , 而 r. 表 示 电 子 的 位 矢 . 令 w = +: 和 
= 及 +z ,我们 写 出 
-ey8(r-r.)~ -e(V+l)[d(r-R)-t: V(r-R)]. 
我 们 将 这 个 表达 式 对 回旋 角 求 平均 . ee 


woe (tl, (也 xi) sy》 一 于 太 ta 于 7 58。 ， 
其 中 和 是 (垂直 于 磁场 平面 内 的 ) 二 维 矢量 下 标 ,结果 得 到 
-eV8(r—-R) + (bx V,)8(r -R). 
将 上 式 乘 以 电子 分 布 函数 人 并 对 dp =2mm dv dJ 积分 ,我 们 求 得 R 空间 中 电 
流 密 度 为 由 
= -ed | (ed (60.9) 
这 个 表达 式 中 第 一 项 对 应 于 随 运 动 拉 莫 尔 轨道 的 电荷 传递 ;而 第 二 项 考虑 
到 粒子 在 这 些 轨道 上 的 回旋 名 ,这 个 第 二 项 具有 简单 物理 意义 :如 果 将 它 写 成 
c VxM 的 形式 , 则 矢量 
__mb 3 (60. 10) 
M= -$$ |fJdp 
将 是 由 于 电荷 回旋 引起 的 等 离 体 的 磁化 强度 . 磁 甜 (60. 10) 不 依赖 于 电荷 的 正 
负 号 ,并 且 是 沿 着 与 磁场 相反 的 方向 , 即 ,对 应 于 抗 磁 性 . 


@ 在 第 二 项 中 应 用 分 部 积分 法 , 它 将 算 符 V, 转 换 为 By 
加 ”注意 到 电荷 密度 -e8( 7 -7,) 的 类 似 求 平均 导致 通常 表达 式 -。 | 天 .dp; 归 因 于 粒子 回旋 的 校正 
项 仅 当 考虑 到 二 阶 小 量 ( 相 对 于 坐标 的 二 阶 导数 ) 时 这 里 才 会 出 现 . 
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现在 让 我 们 将 动 理 方程 变换 到 新 变量 .因为 分 布 函 数 f. 与 如 前 所 述 同样 的 
相 空 间 体积 元 有 关 ( 只 不 过 表 成 不 同形 式 (60. 7)), 动 理 方程 仍然 具有 形式 
df./dt = C(f.) ,或 者 将 左边 利用 新 变量 进行 展开 ， 
dj 。 dj。 ce dj 。 
to + (xb) ,BR CU Te 
其 中 我 们 曾 引 用 关于 矢量 分 量 的 一 个 明显 记号 ,并 利用 了 等 式 (60.5) 和 


(60.6). 在 这 个 近似 下 ,没有 含 v ,的 项 ,因为 在 漂移 期 间 vw, 并 不 变化 . 

其 次 ,让 我 们 将 碰撞 积分 用 漂移 变量 来 表达 @. 首先 注意 到 用 这 些 变量 表示 的 
碰撞 事件 是 速度 v, 和 vw 以 及 导 心 位 矢 垂直 于 磁场 的 分 量 R, 的 “瞬时 "变化 . (至 于 
平行 于 磁场 的 分 量 R, 则 几乎 等 于 粒子 本 身 的 相应 坐标 而 在 碰撞 中 不 改变 ). 

碰撞 仅 发 生 在 这 样 的 粒子 之 间 , 它 们 在 碰撞 参量 p 不 超过 屏蔽 半径 
a(p 万 a) 的 情况 下 通过 如果 p 远 小 于 碰撞 粒子 的 拉 莫 尔 半径 , 则 磁场 对 散射 过 
程 没有 任何 影响 ,因为 在 这 样 的 距离 , 场 不 会 对 粒子 轨道 引起 任何 可 观 的 曲率 . 
对 于 这 样 一 些 碰 撞 采 用 漂移 变量 的 术语 进行 描述 一 般 不 是 出 于 自然 的 . 应 用 以 
这 些 变量 所 表达 的 磁 撞 积分 因而 仅 当 至 少 一 个 碰撞 粒子 的 re <<a 时 才 是 适 
当 的 . 

在 粒子 的 库仑 相互 作用 下 ,不管 有 或 没有 磁场 存在 , 远 距 碰撞 ,因而 所 有 变 
量 的 微小 变化 ,是 重要 的 . 所 以 $41 中 所 给 出 的 p 空间 中 碰撞 积分 的 推导 ,因而 
在 变量 RR，= (X,Y) ,v， ,J( 具 有 z 轴 沿 磁场 ) 空 间 中 仍然 有 效 ,如 果 现 在 我 们 将 
动量 的 分 量 用 四 个 变量 g, {X,Y,v， ,J} 来 代替 ,并 将 Ag, , Ag,,… 了 解 为 这 些 变 
量 在 碰撞 中 的 变化 . 





于 是 仍然 可 使 碰撞 积分 成 为 下 列 形式 
03 05 (60. 12) 
0 f=1 dg aR, 93v), 9J 


(根据 定义 , 流 s, 仅 在 垂直 于 B 的 平面 内 才 有 分 量 )、 这 里 重要 的 是 ,变量 g, 空 
间 中 的 体积 元 简单 地 归结 为 它们 的 微分 的 乘积 ;因而 碰撞 积分 具有 寻常 散 度 的 
形式 ，$ 41 中 所 给 出 的 推导 过 程 仅 需 略 微 改 变 ， 首先 , 写 下 (41. 2) 时 我 们 曾 根 
据 动量 守恒 ,应 用 了 Ap=4 = - Ap' 的 事实 . 对 于 这 里 所 考虑 的 漂移 变量 ,当然 
没有 任何 这 种 关系 .重复 没有 这 个 假设 下 的 推导 ,我 们 求 得 (例如 ,对 于 电子 离 
子 碰撞 ) 

= 5 {Agade /i + (Agshg ya]ap, ‘oS) 


t=| el 


中 ”用 漂移 变量 来 表达 磁 撞 积分 是 由 标 弗 席 兹 (E. M. JInhmmua(1937) ) 对 电子 气体 完成 的 ,而 由 别 里 亚 耶 
夫 (C.T. Benses(1955)) 将 结果 推广 到 等 离 体 . 
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其 中 d pi =2wM dJ.dv;| ,Ag; 是 碰撞 中 量 g, 的 变化 ,而 角 括号 ( 表示 对 碰撞 求 
平均 . 

(60. 13) 的 推导 中 一 个 重要 之 点 是 同时 利用 了 在 碰撞 积分 中 对 换 初 态 和 末 
态 的 可 能 性 ,对 换 后 Ag, 的 线性 项 显然 相 消 ;此 外 ,这 也 人 允许 积分 要 对 整个 g 空 
间 进 行 . 在 $41 中 这 个 变换 是 依靠 时 间 反 演 对 称 性 实现 的 ,后 者 将 元 碰撞 与 元 
逆 碰 撞 的 概率 联系 起 来 . 有 磁场 时 ,这样 的 对 称 性 仅 当 场 召 的 方向 反 转 时 才 存 
在 ,因而 是 将 基本 上 不 同 的 场 中 的 碰撞 概率 联系 起 来 . 然而 ,我 们 在 下 文 将 看 到 
在 这 个 情况 下 通过 对 碰撞 参量 积分 可 使 时 间 反 演 对 称 性 恢复 . 

最 后 ,在 (60. 13 ) 中 我 们 曾 应 用 下 列 事实 : 仅 当 拉 葛 尔 " 圆 "彼此 间 以 不 超过 
屏蔽 半径 a 的 距离 通过 时 才 发 生 互 散射 . 假设 分 布 函 数 在 这 种 距离 上 仅 有 稍微 
变化 ,我 们 近似 令 (Ri,vi1 ,Ji) 二 fi(R。,viy 7 并 对 d R. 积 分. 结果 在 (60. 13) 
中 仅 剩 下 对 dp; 的 积分 ;而 对 碰撞 的 求 平 均 包 括 对 位 置 R, 的 积分 ,在 下 面 的 实 
例 中 ,这 个 求 平均 将 通过 适当 的 散射 截面 来 表达 . 目前 我 们 将 仅仅 指出 ,平均 值 
《AR ,AJ) 《AR Av| ) 为 零 . 正如 由 下 面 事实 所 看 到 的 :乘积 AXAJ,AYAJ( 以 
及 同样 以 Av, 代替 AJ) 在 xy 平面 形成 一 个 矢量 . 因为 拉 莫 尔 圆 在 该 平面 没有 任 
何 从 尤 方向 ,对 这 个 矢量 求 平均 时 结果 必然 为 零 . 

以 漂移 变量 表示 的 碰撞 积分 , 它 的 一 个 重要 性 质 是 , 当 将 它 包括 在 动 理 方程 
中 时 ,对 于 用 分 布 函 数 表示 的 (寻常 空间 中 ) 粒子 流 的 表达 式 发 生 改 变 . 为 了 看 
出 这 个 ,我 们 将 动 理 方程 写 为 





af. ,9 VW.) 0 _ OS! Os Os (60.14) 
a aR, ‘mh CA) aR, 9, 9 
(因为 假设 召 和 五 恒定 ,可 将 这 个 方程 对 dp 的 积分 得 到 


vy: {Vrs ) dp=0, N= [rap (60. 15) 


ae e;NV. 是 拉 莫 尔 圆 的 空间 数 密度 ,因而 
由 (Vs) 所 作用 的 表达 式 是 这 些小 圆 的 流 密度 . 我 们 看 到 ,寻常 表达 式 | 和 dp 


上 还 增加 了 碰撞 项 | *., d*p。 这 项 基本 上 是 横 截 磁场 的 扩散 流 ， 在 这 个 描述 下 


(与 扩散 的 寻常 描述 大 不 相同 ) , 它 直 接 出 现在 动 理 方程 中 . 
当 应 用 这 些 表达 式 时 ,当然 ,我 们 必须 考虑 到 电流 密度 是 与 实际 粒子 流 有 
关 , 而 不 是 与 小 圆 流 有 关 这 个 事实 . 按照 (60.9) ,粒子 流 与 小 圆 流 相差 一 个 描述 
磁化 的 旋 度 项 . PO 
j. =- | 中 dp- vx( (5 人 大 ydp) ed (60.16 ) 


表达 式 (60. 13 ) 的 意义 的 平均 值 后 才能 正确 评价 . 我 们 将 指 
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出 ,对 于 电子 离子 碰撞 中 电子 积分 的 例子 ,这 是 如 何 完成 的 . 
在 碰撞 参量 o 的 值 由 下 列 不 等 式 


TI ) p<<rs., H) rs. <<p<<a (60.17) 
所 规定 的 两 个 不 同 范围 ,计算 是 以 不 同方 式 完成 的 . 注意 到 对 参量 p 的 积分 将 
具有 对 数 性 质 ,如 通常 对 库仑 散射 那样 .以 对 数 准确 度 , 没 有 必要 区 别 强 
( >> ) 和 弱 ( > ) 不 等 式 . 因而 范围 (60. 17) 基 本 包括 碰撞 参量 的 整个 变化 (根据 
(60. 1 ) ,当然 假设 res <<a). 对 于 范围 工 的 存在 ,还 必须 
Tge >> Duin =ze /( mvr.) ， 
其 中 pi, 是 散射 角 变 成 ~1 的 碰撞 参量 (这 里 我 们 仅 考 虑 准 经 典 情况 e /wi >>1). 
同时 还 将 认为 ry; 二 a. 于 是 ,对 于 所 有 碰撞 参量 p<c,( 碰 撞 过 程 中 ) 磁场 对 
离子 运动 的 影响 是 不 重要 的 :离子 路 径 仅 在 距离 ~p 受到 场 的 影响 而 略微 弯曲 . 
同时 (在 极限 mV/M 一 0) 可 忽略 离子 反 冲 , 即 , 对 所 有 离子 特征 变量 尺 , ,v， ,J 的 
变化 取 为 零 帆 于 是 (60. 13 ) 中 大 括号 内 的 第 二 项 变 为 零 , 所 以 电子 流 的 电子 离 
子 碰撞 部 分 变 成 


(60.18) 


en ， 交 os) gj/。 (60. 19) 
-F(AX.AX,) 这 
量 (AX。AXs) 形 成 模 截 场 方向 的 空间 张 量 ,我 们 写成 明显 横向 形式 
(AX,AXs) =7((AR,)’) (8 -655)1 i 
于 是 电子 流 (60.19) 变 成 
ai) = -了 (AR， )*) ‘Pv f, (60.21) 
其 中 V， = Va -b(b， Var) 是 横 截 5 方 向 的 微分 算 符 . 
对 于 “速度 流 ” 的 表达 式 类 比 于 (60. 19) 是 
| N. 
sy = > 0 和 人 Ww. + (Av1 A "| .22 ) 
N. 
(ei) Rd | A AJ cn Of AJ 2 (ei) Se \ 
= 了) 区 -+ AD | 
在 平衡 时 , 即 ,对 于 麦克 斯 韦 分 布 
f. = const， emp 人 + 中 (60.23 ) 


碰撞 积分 必须 为 零 . 将 (60.23) 代 入 (60.22) 并 令 流 等 于 零 ,我 们 求 得 


@D 如 采 有 碰撞 参量 使 得 c >>p >> ra, 就 不 能 这 样 做 ， 在 这 种 碰撞 中 ,离子 在 电子 的 场 中 漂移 ,而 其 
大 质量 显 不 出 来 . 
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(Av, AJ)'® c= 一 2 ((An 下 -一 (AND)™, (60.24) 
上 
让 我 们 首先 计算 来 自 范围 1 的 贡献 .在 这 个 范围 可 以 认为 磁场 一 般 不 影响 
散射 过 程 , 因 为 在 这 种 距离 无 论 对 离子 或 电子 的 路 径 都 没有 可 观 曲 率 .， 于 是 描 
述 碰撞 的 自然 变量 是 电子 的 寻常 动量 p ,而 漂移 变量 也 必须 用 这 个 来 表达 . 根据 
(60.3),(60.4) 和 (60.8) 有 


2 
pi 


2m” 


因为 粒子 的 坐标 r( 不 像 轨道 中 心 的 坐标 R1!) ,不 受 碰撞 的 影响 ,因此 我 们 求 得 


一 





1 
=R-———(b : 二 
r a xp,) ?21 


AR ， O° xq,), Av, = a .9 ， (60.25) 
MO Be m m 
其 中 4 是 动量 p 的 小 变化 . 
用 下 标 工 表示 来 自 这 类 碰撞 的 贡献 ,现在 我 们 写 出 
((AR , )2 6) = | CAR,)’vdo = 一 二 | 全 rdc， (60.26) 
Mm Wae 


其 中 do 是 对 于 一 个 电子 被 一 个 静止 离子 散射 的 截面 . 用 (41.6) 给 出 的 do 并 
完成 积分 得 到 








((AR )2 7》 Ce ER 1 +cos’0 (60.27) 
1 9 
Mm Wped 2 
其 中 9 是 r 和 4 之 间 的 夹 角 ,而 
-| ae 1 mr (60. 28) 
, ze” Ze” wp. 


是 在 最 大 碰撞 参量 p ~ rs.( 范 围 1 的 上 限 ) 处 “截断 "的 库仑 对 数 . 最 后 ,用 漂移 
变量 来 表达 这 个 结果 ,我 们 有 





8mze’cL w+J (60. 29) 
2\ (ei) _ I | * 
((AR,) 3 和 Bp* (2 十 2 站 全 
类 似 计 算 给 出 
87ze'L Jv 
(oi) _ 1 J (60.30) 
(Av | AJ) E m? ( 人 二 2 


而 其 余 两 个 量 由 (60.24) 予 以 确定 . 

现在 让 我 们 转向 范围 .这 里 漂移 变量 恰好 是 自然 变量 ,而 碰撞 被 描述 为 
离子 为 静止 的 库仑 场 中 , 沿 5 方向 (z 轴 方 向 ) 运 动 的 一 个 小 圆 的 漂移 偏差 . 速 
率 v, 因而 /不 会 由 于 漂移 而 引起 改变 ;这 又 意味 着 v 的 守恒 ,因为 受 重 离子 散 
射 中 能 量 守恒 . 因此 范围 对 量 (60. 24) 没 有 任何 贡献 . 

对 ((AR,) ) 的 贡献 可 计算 为 
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4 Ye [ar, ls, ldc = [caR ,lo, 1dap， (60.31) 


其 中 p 是 碰撞 前 小 圆 中 心 的 位 矢 RR, 的 值 。 当 小 圆 在 恒定 均匀 磁场 B 和 恒定 电 
场 E=ezR/R (离子 的 场 ) 中 移动 时 ,R, 的 变化 由 漂移 方程 
dR， < _zec bxR, (60. 32) 
dt = (bxE) 和 B (RR? + R’ 2 
确定 ( 见 (60.6)). 在 一 级 近似 下 ,我 们 可 在 这 个 方程 的 右边 令 R, =P ,Ri = 
vt 一 次 碰撞 中 R, 的 总 变化 通过 相对 于 t+ 从 - % 至 % 积 分 而 求 得 ,结果 是 








2 bx 
AR, =—2* bxp. (60. 33) 
Blv, | P 


将 这 个 表达 式 代 入 (60.31) 并 完成 积分 (以 对 数 准确 度 ,相应 于 范围 工 的 极限 ) ， 
我 们 求 得 
(AR 2 tm = c 和 A (60.34) 
21 7 8e 
贡献 (60.29) 和 (60.34) 一 般 是 相同 数量 级 : 
Ni((AR，) 》~ zuirae， 

其 中 v 是 平均 电子 离子 碰撞 频率 ， 然而 ,贡献 (60. 34) 的 特点 是 当 w 一 0 时 它 
变 成 无 穷 ,而 无 论 什 么 w 的 值 . 这 个 发 散 性 的 物理 意义 是 : 当 速 率 v| 小 时 ,小 加 
在 离子 场 中 花费 的 时 间 较 长 ,在 此 期 间 漂 移 把 它 带 到 较 大 距离 处 . 

当然 ,实际 上 当 v 小 时 公式 (60. 34) 变 成 不 适用 ,因为 下 列 种 种 理由 : 
(1) 如 果 r >> a, 则 对 |v, | <<wn, 离 子 在 碰撞 期 间 能 离开 电子 ,这 个 机 理 在 
15 | ~ or 处 “截断 "发 散 性 ;(2) 在 推导 该 公式 时 ,总 是 假设 |AR, | <<p;(3) 由 
于 在 其 它 粒 子 (三 体 碰撞 ) 的 场 中 漂移 ,小 圆 能 离开 给 定 离子 . 

上 述 公 式 解决 了 在 漂移 近似 下 构造 动 理 方程 的 问题 . 特别 是 , 它 使 我 们 能 
在 对 1/B 开始 不 为 零 的 近似 下 求 得 等 离 体 的 动 理 系数 ( 见 题 1). 

最 后 ,还 有 必须 解释 对 dp 的 积分 如 何在 形式 上 恢复 时 间 反 演 下 的 对 称 性 ， 
如 在 写 出 (60. 13) 时 早已 应 用 过 的 . 这 个 对 称 性 的 丧失 由 (60.33) 中 当 吕 的 方 
向 反 转 时 偏差 AR , 变 号 所 显示 . 然而 ,通过 积分 变量 的 变 号 p 一 -p, 可 以 恢复 
原先 的 正 负 号 ,以 致 8 的 变 号 在 这 个 近似 下 不 能 有 任何 影响 (在 范围 工 ,磁场 决 
不 会 影响 散射 过 程 ). 


习 题 


1]. 在 漂移 近似 下 ,确定 等 离 体 的 霍 尔 系数 . 嘻 和 横向 电导 举 oo,(C.T. 
Benses ,1955 ) . 
解 : 者 虑 具有 电子 密度 梯度 (但 没有 任何 电场 或 温度 梯度 ) 的 等 离 体 ,我 们 
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假设 (60.16) 和 (60.21) 中 的 分 布 函 数 太 是 麦克 斯 书 分 布 ,得 到 
j=$(b x VN.) to VN., 
横向 扩散 系数 为 
ER 
D, = 元 ((AR，) )， 


其 中 物理 量 上 横 线 表示 对 电子 的 麦克 斯 书 分 布 求 平均 与 一 般 表达 式 (58.13) 进 行 
比较 ,我 们 求 得 以 前 在 1/B 的 一 级 近似 下 对 . 咯 的 表达 式 (59.8). 在 高 一 级 近似 下 . 





og, =T/(eN.%BB’D, ). (1) 
在 范围 开 ( 见 (60. a 在 对 数 准 确 度 下 有 
EL er | ep| -5 后 ) 训 ~ 2 (2 ~ 
其 中 中 由 本 节 末 尾 所 述 机 理 之 一 确定 . 例如 , 令 v,,,~vri, 我 们 求 得 
Di - (2mm) zecNi M], a (2) 
Te i 


类 似 地 . 采用 (60.27) 的 ((AR ) 我 们 求 得 范围 工 对 扩散 系数 的 贡献 : 
4(2Tm) zecN, 0Te (3) 

3 ze pe 

如 果 假设 与 (60.1) 相 反 的 不 等 式 (59.10) 满 足 , 则 范围 卫 并 不 存在 ,而 (3) 
中 的 对 数 由 其 寻常 库仑 值 (41. 10 ) 所 代替 ， 于 是 将 (3) 代 入 (1) 给 出 对 于 ou 的 
公式 (59. 15 ). 

2. 确定 对 电子 和 中 性 原子 之 间 碰 撞 的 横向 扩散 系数 D. 

解 :由 于 电子 原子 碰撞 是 短程 的 . 这 里 仅 有 范围 1 ,其 中 a 要 理解 为 原子 的 
大 小 @， 公 式 (60.26) 仍 保持 有 效 , 但 是 我 们 现在 必须 在 其 中 用 电子 受 中 性 原子 
人 


Dp, = 


i N, 0 
-全 (AR > CI,， 
2 wp 


其 中 是 原子 的 数 密度 ， 对 输 运 截面 ,不 依赖 于 电子 速率 的 情况 ,在 对 麦克 斯 
圳 分 布 求 平均 后 我 们 有 
a NN. Na, 


DD” 关于 碰撞 积分 (60.12) 的 适用 性 也 许 有 些 疑问 ,因为 对 于 短程 势 的 散射 ,当然 , 它 的 发 生 有 具有 家 
射 币 为 ! 的 量 级 . 然而 ,容易 看 出 ,在 这 个 问题 中 , 仅 需 轨道 中 心 位 置 的 改变 AR，~ rg. 远 小 于 电子 密度 变 
化 的 特征 距离 ;这 相应 于 横向 扩散 方程 适用 性 的 条 件 (比较 §59 末尾 )， 
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不 稳定 性 理论 


$61 束 不 稳定 性 


根据 $34 的 结果 ,在 均匀 无 界 介质 中 , 波 矢 为 大 的 微 扰 的 振幅 ( 当 i 一 % 时 ) 
具有 渐 近 形式 

et (61. 1) 

其 中 w(k) 是 波 在 介质 中 传播 的 频率 ， 特别 是 ,对 于 等 离 体 中 的 纵波 ,频率 
w(K) 是 方程 几 


Py Pr (61.2) 


的 根 . 

频率 w(K) 一般 是 复数 . 如 果 虚 部 In w= -y <0, 微 扰 最 后 被 阻尼 . 然而 ， 
如 果 在 的 某 个 范围 y<0, 这 种 微 扰 增 长 ;介质 对 该 波长 范围 的 振荡 是 不 稳定 
的 ,于 是 |y| 称 为 不 稳定 性 增长 率 我 们 应 该 立即 强调 , 提 到 微 扰 ( 按 
exp( |y1i) ) 的“ 无限" 增长 时 ,这 里 和 随后 我 们 总 是 仅 考 虑 线性 近似 下 的 行为 . 
当然 ,实际 上 ,增长 受到 非 线 性 效应 的 限制 . 

在 无 碰撞 等 离 体 中 ,频率 的 虚 部 归 因 于 朗 道 阻尼 ,等 离 体 的 热力 学 平衡 态 ， 
相应 于 简 的 绝对 最 大 值 , 对 于 任何 微 扰 都 是 稳定 的 . 然而 ,在 $30 早已 注意 到 ， 
对 于 等 离 体 的 非 平衡 分 布 ,振荡 能 量 的 吸收 可 由 放大 所 代替 . 这 由 下 列 情 况 所 
表明 ;出 现 独 立 变量 上 和 ow(w >0) 的 值 的 范围 ,在 此 范围 电容 率 的 虚 部 是 负 的 ， 
s”"(w,k) <0.、 然而 ,必须 强调 ,这 种 范围 的 存在 本 身 并 不 一 定 意味 着 等 离 体 是 
不 稳定 的 (无 论 如 何在 线性 近似 下 ) ;等 离 体 振荡 谱 的 任何 一 个 分 支 实际 上 也 必 
须 落 在 这 个 范围 . 


DD 注意 到 对 于 各 向 异性 等 离 体 , 这 个 色散 关系 指 的 是 准 纵向 “ 慢 波 ( 见 $32) 
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通过 静止 等 离 体 的 定向 电子 束 , 提 供 了 不 稳定 性 的 一 个 特例 (A.H. 
AxHe3ep , 有. B. DaitH6epr ,1949;D. Bohm,E. P. Gross,1949). 假设 电子 束 为 电 补 
偿 的 :等 离 体 与 电子 束 中 电子 电荷 密度 之 和 等 于 等 离 体 中 离子 电荷 密度 . 系统 
是 均匀 的 和 无 界 的 , 即 ,电子 束 和 等 离 体 扩展 至 整个 空间 ,而 电子 束 的 定向 速度 
V 到 处 相同 . 我 们 将 认为 速度 V 是 非 相 对 论 性 的 . 

让 我 们 首先 假定 电子 束 和 等 离 体 都 是 冷 的 , 即 其 粒子 的 热 运 动 可 以 忽略 . 
关于 这 点 的 必要 条 件 将 在 以 后 子 以 阐明 . 

在 电子 振荡 频率 范围 ,等 离 体 - 电子 束 系 统 的 纵 回 电容 率 具 有 形式 

{7 012" 61.3 
es ( ) 
右边 第 一 项 相应 于 静止 等 离 体 ;2. = (4me N./m)“ 是 相应 电子 等 离 体 频 率 ， 第 
二 项 归 因 于 束 电 子 . 在 随 束 运 动 的 参考 系 ' 中 , 束 电 子 对 el -1 的 贡献 是 
- (02'./w')" ,其 中 w' 是 在 该 参考 系 中 的 振荡 频率 ,而 2'. = (4meN’/m)“(N. 
为 束 中 电子 密度 ). 在 回 到 原 参 考 系 K 后 ,频率 w' 要 由 





wW =w_w—-k.V (61.4) 
代替 ,而 我 们 得 到 表达 式 (61.3) 中 . 
我 们 将 认为 束 密 度 , 在 下 列 意义 上 
(61.5) 


N <<N 
为 很 小 ,因而 2'. << [2.. 因此 , 束 的 存在 仅 略 微 改 变 等 离 体 纵向 振荡 谱 的 主要 分 
支 , 即 , 色 散 关 系 el =0 的 根 ,对 此 w 二 22.. 然而 ,由 于 束 的 存在 , 除 这 个 分 支 之 
外 ,还 出 现 新 的 分 支 , 现 在 我 们 必须 考虑 . 
为 了 使 具有 分 子 2 .小 的 项 不 会 从 色散 关系 
1. 人。 8 
(61.6) 
中 消失 ,这 个 小 的 程度 必须 由 分 母 很 小 予以 补偿 . 因此 我 们 寻求 w = 大 .了 +6 
形式 的 解 ,其 中 5 很 小 . 于 是 方程 变 为 
1. 本 (61.7) 
(Kk. V) 56 
由 此 


{2 (61.8) 


DD 关于 频率 的 变换 律 容 易 通 过 变换 波 的 相 因 子 而 求 得 ,参考 系 开 "中 一 点 的 位 矢 是 六 =r- Ve 因此 


kr:rr-wot=k*r -wk Vt=k:r -wt. 
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条 件 6 << 大 .要求 ,kV 不 能 太 接 近 02.. 冷 等 离 体 的 假设 要 求 遵 守 条 件 
kz <<, 因 此 在 目前 情况 下 意味 着 想必 ur <<Y: 东 的 速率 远大 于 等 离 体 电子 
的 热 速 率 . 
如 果 (k- V) ”> 好 , 则 两 个 根 (61.8) 都 是 实 根 ,而 振荡 并 不 增长 然而, 如果 
(Kk: V)’ < (61.9) 
6 的 两 个 值 是 虚 量 ,而 其 中 之 一 Im w =Im 6 >0 相应 于 增长 振荡 . 因而 系统 相对 
于 具有 充分 小 kV 值 的 振荡 是 不 稳定 的 . 
当 考 虑 到 等 离 体 中 电子 的 热 运 动 时 ,出 现 不 同情 况 . 在 一 般 情 况 下 ,代替 
(61.3) 我 们 将 有 
(pl) 1 61.10 
ei(w,k)=e (ok) Ry ( ) 
其 中 et 属于 在 没有 电子 束 的 情况 下 的 等 离 体 .利用 同样 方法 求解 方程 a, =0， 
现在 我 们 求 得 
人 2 61. 11 
[el Rk. VR | 
由 于 朗 道 阻 尼 ,( 对 任何 大 ) ei” 总 具有 虚 部 . 因而 6 总 是 复 量 ,而 根据 
(61.11) 中 的 双重 正 负 号 ,对 于 振荡 的 一 个 分 支 Im 8 >0, 即 ,这 些 振荡 是 不 稳定 
的 . 转向 很 大 的 V, 对 应 于 前 面 所 讨论 的 冷 等 离 体 情 况 , 归 因 于 朗 道 阻尼 的 Im e， 
部 分 变 成 指数 型 小 ,而 我 们 回 到 (61. 8). 
在 上 述 分 析 中 ,忽略 了 呆 中 电子 速率 的 热 扩 展 、 如 果 热 速率 的 量 


vr. << 161/k, 








(61.12) 
这 种 忽略 可 证 明 为 正当 的 . 
习 题 


1. 对 .VV 接近 于 02. 的 值 ,确定 冷 等 离 体 中 束 不 稳定 性 区 域 的 界限 . 
解 :对 于 (k.*V) 2 - 弓 的 很 小 值 , 方 程 (61.7) 的 准确 度 不 够 . 在 方程 Bl =0 
(用 (61.3) 的 eli) 中 保留 6 的 高 一 阶 项 ,我 们 得 到 
2 和 ， 20.5 _2(k.V-0.) 25 
8 (天 V) (Kk. V) 12. i 


引用 下 面 所 定义 的 新 变量 志和 7 
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7 p 
5= 人 (了 0.03] sr (B05) ev-0) 
我 们 将 上 面 的 方程 化 为 
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(为 明确 起 见 认为 天， 外接 近 于 + 人 .而 不 是 - 0.)， 如果 > 5 方程 (1) 的 所 


有 三 个 根 都 是 实 根 ,这 确定 不 稳定 性 区 域 . 其 中 两 个 相应 于 (61.6) 的 两 个 根 ,而 
( 当 02,~k .VV 时 ) 接 近 于 它们 的 另 一 个 相应 于 静止 等 离 体 的 振荡 频率 . 

2. 在 与 (61. 12) 相 反 的 条 件 下 ,研究 速度 具有 热 扩 展 时 束 的 稳定 性 . 

解 :在 所 规定 条 件 下 ,振荡 谱 中 束 分 支 不 让 在 ,至 于 等 离 体 振荡 的 主要 分 
支 , 则 小 密度 束 的 存在 对 其 频率 的 实 部 影响 很 小 ,后 者 (在 kv;. << 2. 时) 仍然 由 
公式 (32.5) 给 出 ， 





0 =0.|1 | oo] | 


而 阻尼 率 y 由 等 离休 本 身 的 阻尼 率 和 由 束 的 阻尼 率 之 和 给 出 . 根据 (31.7) 我 们 有 


T wf OU 
r= -| | - 
人 (w-k.V) (= 
i (- : i )] 0 
不 稳定 性 区 域 由 条 件 yY( 上 ) >0 确定 . 为 此 在 所 有 情况 下 必须 有 天 ， >w， 最 大 
增长 率 将 是 在 6 三 kV-w 三 kvi.， 在 这 个 范围 ,(2) 中 第 一 项 是 指数 式 小 (由 于 
PP. >> kv; ) 因 而 可 以 忽略 ( 仅 当 N'. 不 太 小 时 ). 于 是 阻尼 率 y 将 仅 由 第 二 项 给 
出 :我 们 注意 到 , 它 正比 于 束 密 度 N' 
3， 双 温 等 离 体 (了 >> 了 7 ) 中 ,电子 组 分 以 宏观 速度 了 相对 于 离子 运动 ,而 且 
Y<<tur ,研究 其 中 离子 声波 的 稳定 性 , 
解 :在 条 件 了 <<v 下 ,电子 的 定向 运动 对 离子 声波 的 色散 关系 只 有 一 点 儿 
影响 . 这 个 色散 关系 还 是 由 (33.4) 给 出 : 
w {2xT 1 
| (LE 
阻尼 率 的 电子 部 分 通过 变换 (61.4) 由 (33.6) 求 得 为 : 
y= (ke Vo) (Be) (4 
不 稳定 性 条 件 是 天 .>w; 为 此 我 们 必须 总 有 了 > wow/ 在 不 稳定 性 极限 附近 ， 
(4) 中 因子 大 .只 -ww 很 小 ,于 是 可 能 必须 考虑 到 y 中 阻尼 的 离子 部 分 , 它 在 寻常 
条 件 下 很 小 . 
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如 果 色 散 关系 具有 w 上 半 平 面 的 根 ,意味 着 平面 波形 式 的 一 个 很 小 初始 微 
扰 将 增长 , 即 相 对 于 这 种 微 扰 系统 是 不 稳定 的 . 然而 实际 上 ,任何 初始 微 扰 都 是 
在 空间 具有 有 限 广 延 的 “ 波 包 ” ,而 平面 波 仅 是 其 个 别 侍 里 叶 分 量 . 随 着 时 间 的 
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推移 ,最 后 波 包 “扩展 开 ” ,而 (在 不 稳定 系统 中 ) 其 振幅 增 大 . 同时 它 像 任何 波 
包 那 样 在 空间 移动 . 这 里 有 两 种 可 能 性 . 

一 种 情况 下 ,不 管 波 包 的 运动 , 微 扰 在 空间 任 一 点 都 无 限制 增 大 . 这 称 为 绝 
对 不 稳定 性 . 男 一 种 情况 下 , 波 包 运 动 如 此 迅速 ,使 得 当 i 一 % 时 在 空间 任何 固 
定点 微 扰 都 趋 于 零 , 这 称 为 对 流 不 稳定 性 . : 

我 们 必须 立即 强调 ,这 个 差异 是 相对 的 ;因为 不 稳定 性 的 性 质 总 是 相对 于 某 
一 个 特殊 参考 系 予 以 定义 ,而 在 不 同 参考 系 中 这 个 性 质 可 能 会 改变 :一 个 不 稳定 
性 ,在 某 个 参考 系 中 是 对 流 性 的 ,在 “ 随 波 包 一 起 "运动 的 参考 系 中 变 成 绝对 的 ， 
而 一 个 绝对 不 稳定 性 在 人 充分 快 地 “离开 ” 波 包 的 参考 系 中 会 变 成 对 流 不 稳定 性 . 

然而 ,这 种 状况 并 不 意味 着 两 种 类 型 不 稳定 性 之 间 的 差异 没有 任何 物理 意 
义 . 在 实际 问题 中 ,总 有 一 个 实验 上 从 尤 参考 系 ,不 稳定 性 是 相对 于 该 参考 系 予 
以 讨论 的 . 容许 认为 一 个 物理 系统 为 无 限 广 延 的 ,并 不 排除 它 实际 上 具有 (例如 
器 壁 这 样 的) 边界 的 事实 ,这 种 边界 构成 “实验 室 参考 系 ”. 而 且 ,系统 的 实际 有 
界 性 可 能 导致 这 样 的 结果 ,在 对 流 不 稳定 性 中 微 扰 在 波 包 被 (例如 管 中 液 体 流 
动 )“ 带 出 ”系统 边界 之 外 前 一 般 可 能 来 不 及 发 展 . 

下 面 所 阐述 的 理论 , 它 导致 建立 区 别 两 种 类 型 不 稳定 性 的 判 据 , 是 很 一 般 的 
理论 中. 问题 可 以 是 关于 任何 均匀 和 (哪怕 在 一 个 方向 (x 轴 方 向 )) 无 限 的 系 
统 ， 因 此 这 里 我 们 将 不 具体 规定 介质 和 其 中 微 扰 的 性 质 , 将 后 者 用 某 个 (i,r) 
表示 . 并 且 仅 考虑 一 维 波 包 的 情况 . 如果 问题 是 关于 三 维系 统 ,这 意味 着 所 考 
虚 的 微 扰 具 有 形式 为 , 

ptr) = t,x) ee ee) ， 
其 中 和 .是 给 定 的 . 

让 我 们 将 {1,x) 表达 成 相对 于 时 间 从 :=0( 微 扰 出 现 的 瞬间 ) 至 := % 的 单 

侧 健 里 叶 展 开 . 这 种 展开 的 健 里 叶 分 量 将 用 g(w,x) 表示: 


p(ow,xz) = [wir) ed (62.1) 


0 


我 们 以 后 必须 考虑 当 i 一 w 时 增长 的 微 扰 . 我 们 将 假设 (例如 事实 上 发 生 的 ) 这 
个 增长 不 比 按 某 种 指数 增长 exp( oot) 进行 得 更 快 . 于 是 积分 (62. 1) 可 以 通过 
认为 w 是 具有 Im w =o >e 的 复 量 而 使 之 收敛 . 在 这 个 区 域 ,p(w,x) 作 为 复 变 
量 w 的 消 数 没有 任何 奇 点 ， 然而 ,在 Im w < oo 的 区 域 ,p(w,x) 要 当 作 解析 延 拓 
来 处 理 ,当然 , 它 在 这 个 区 域 有 奇 点 . 

对 于 函数 水 (t;,x) ,通过 其 傅 里 叶 换 式 的 反 演 表达 式 是 


QD 这 种 判 据 是 由 斯 图 罗 克 (P. A. Sturrock(1958)) 建 立 的 . 下 面 给 出 的 表述 应 归于 布 里 格 斯 (R. 
Briggs( 1964) ) ,我 们 在 §$ 62 一 $64 中 主要 将 仿效 他 的 分 析 . 
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mm Fi 


p(t,x) = | op(w,s)e, (62.2) 


-+Ig 


其 中 o>o6, 因 此 (62.2) 中 的 积分 围 道 (我 们 将 称 之 为 w 围 道 ) 从 w 上 半 平 面 中 
了 哺 数 g(w,x) 的 所 有 奇 点 上 面 通过 . 
函数 p(w,x) 同 样 也 能 相对 于 坐标 x 展 成 健 里 叶 积 分 


p(w, x) = [ee “和 (62.3) 


(为 简洁 起 见 , 省 略 上 .中 的 下 标 ). 

函数 yi 在 每 个 特定 情况 下 是 通过 求解 所 涉及 系统 的 线性 化 “运动 方程 
而 获得 并 具有 形式 : 

yo) _ Bo (62.4) 
ACw,k)' 

其 中 g,, 由 初始 微 扰 确 定 , 而 函数 A(w,k) 是 等 离 体 本 身 的 特征 (例如 ,对 于 等 离 
体 来 说 , 动 理 方 程 起 “运动 方程 ”的 角色 ,A(w,k) 结果 证 明 是 等 离 体 的 纵 回 电容 
率 , 而 gw 则 通过 公式 (34. 12) 借 助 于 初始 微 扰 的 健 里 叶 分 量 予 以 表达 ). 

我 们 将 认为 g, 为 复 变 量 w 和 % 的 函数 ,对 于 这 些 变量 的 有 限 值 没 有 任何 奇 点 ， 
即 ,g, 是 它们 的 整 函 数 D， 因 此 ,yi 的 所 有 奇 点 都 是 因子 1/A(w,k) 的 奇 点 . 方程 
【二 夺 ) 





A(w,k) =0 
是 系统 的 色散 关系 . 它 的 根 。( 上 ) 确 定 具 有 波 数 的 给 定 ( 实 ) 值 的 振荡 频率 . 
如 我 们 在 §34 中 曾经 看 到 的 , 正 是 这 些 频率 确定 具有 给 定 直 值 的 微 扰 的 傅 里 叶 
分 量 随时 间 变 化 ( 当 二 "时 ) 的 渐 近 形式 : 
ed dd 
若 由 此 出 发 , 则 寻求 空间 给 定点 微 扰 变化 的 渐 近 形式 会 要 求 研 究 积分 
y(t,x) = fe we ewdk. (62.6) 


存在 不 稳定 性 情况 下 , 当 大 值 的 某 个 范围 有 w"(k) >0 时 ,被 积 表达 式 中 的 一 
因子 当 一 o 时 无 限制 地 增 大 ,而 另外 一 个 则 浙 渐 变 成 迅速 振荡 的 函数 . 这 些 相 
反 趋 势 使 得 难以 估计 这 个 积分 ， 

作为 替代 ,在 实现 对 w 的 积分 之 前 ,让 我 们 回 到 关于 表达 式 (1,x) 的 形式 
(62.2). 我 们 将 w 围 道 向 下 移动 直至 它 “ 挂 附 于 "ywy(w,*) 的 第 一 个 (最 高 的 , 即 
具有 最 大 w "的 ) 奇 点 ; 令 这 个 点 在 w =w.( 将 变 得 很 清楚 的 是 ww. 不 依赖 于 x*). 显 
然 ,积分 的 渐 近 值 由 该 点 邻 域 确定 ,因此 


QD ”为 此 ,在 任何 情况 下 必须 使 初始 波 包 在 空间 充分 快 地 ( 比 exp( -a | x |) 快 地 ) 减 小 . 
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(t,x) ece =exp( -iw't +w"t). (62.7) 
如 果 w" >0, 微 扰 在 任何 固定 点 x 都 增 大 , 即 不 稳定 性 是 绝对 的 ,但 如 果 w” <0, 微 扰 
在 一 个 固定 点 趋 于 零 , 即 不 稳定 性 是 对 流 性 的 . 因此 所 寻求 的 判 据 归结 为 w. 的 确定 . 

函数 pg(w,x) 由 积分 (62.3) 给 出 ,其 中 用 (62.4) 的 i: 


wk ikx dE 62.8 
p(wW,X) = } Rs 3 Ee 
因 假 设 gw 为 大 的 整 函 数 , 则 被 积 表达 式 ( 作 为 复 变 量 天 的 图 数 ) 的 育 异 性 位 于 
1/4(w,k) 的 奇 点 处 ;这 些 通常 是 极点 , 即 方程 (62.5 ) 的 根 &(w). 
设 对 w 的 某 个 值 (w 围 道上 的 一 点 ) ,具有 充分 大 的 正 虚 部 w” = o , 令 奇 点 位 于 
22 所 未 的 上 平面 内 :一 些 在 上 半 平 面 而 另 一 些 在 下 半 平 面 , 设 (62.8) 中 相对 于 上 
的 积分 围 道 (我 们 称 之 为 围 道 ) 沿 实 轴 通 过 . 我 们 现在 逐渐 减 小 w' 来 修正 w. 奇 点 
(在 平面 ) 移 动 而 对 某 些 w 值 可 能 达到 实 轴 D 这 些 w 值 还 不 是 郴 数 p(w,k) 的 奇 
点 :通过 下 列 方式 来 移动 围 道 以 便 从 已 经 越过 实 轴 的 奇 点 邻 域 去 除 它 是 没有 任何 
妨碍 的 ,如 图 22b 中 所 示 . 然而 ,如 果 两 个 移动 奇 点 接近 到 一 起 并 将 积分 围 道 被 紧 夹 
于 两 者 之 间 ,从 而 消除 了 将 这 个 围 道 从 其 邻 域 去 除 的 可 能 性 (图 22c). 








(a) 
图 22 
因此 确定 不 稳定 性 性 质 的 w 的 值 ,是 从 那些 值 中 这 样 选取 的 ,使 得 色散 关系 的 
两 个 根 io ) 碰 到 一 起 ， 同 时 唯一 要 考虑 的 是 使 得 两 个 根 从 大 围 道 的 相反 的 两 边 通 
近 这 样 的 情况 ; 换 句 话说 , 当 w" 一 0 时 这 些 根 必须 位 于 实 轴 两 对 边 . 顺便 提 一 句 , 注 
意 到 w. 的 值 必须 不 依赖 于 * ,因为 它们 是 由 函数 1/4(o 居 ) 的 性 质 唯一 确定 的 . 
当 方 程 的 两 个 单 根 重合 时 ,形成 一 个 二 重 根 ,在 其 附近 色散 关系 是 





(oh) (wo-w.)[ 弘 ) + 于 -人 8 =0， (62.9) 





个 ”对 于 不 稳定 介质 的 情况 , 奇 点 必须 达到 大 的 实 轴 而 wo">0, 至 少 对 w' 值 的 某 个 范围 ， 因 为 肯定 有 At w， 
) =0 的 根 对 实 上 使 得 wo" >0. 
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因此 -kx + 上 (wo ~-w.) “中. 注意 到 在 点 w =w. ,函数 w(k) 满 足 条 件 


dw _0 (62. 10) 
dk 7 


即 ,w. 是 解析 哨 数 w(k) 的 鞍点 . 
在 感 上 = 上 .的 邻 域 取 的 积分 (62. 8) ,准确 到 相差 一 个 恒定 因子 ,具有 形式 为 


0 (62.11) 
p(w,x) i 
因此 好 数 g(w,x) 在 w=w. 具 有 平方 根 极点 .积分 (62.2) ,现在 在 点 w =w. 邻 域 
求 积 ,作为 :和 x 的 函数 具有 下 列 形式 : 


NE (62. 12) 
(t,x) cc 一 e f c . 
/i 





(因为 这 个 渐 近 表达 式 是 对 :一 % 和 对 固定 x 推导 出 来 的 , 它 仅 当 |k.x| << 
|w,t| 时 才 有 效 ). 

虽然 色散 关系 的 根 的 重 共 是 函数 p(w,x) 的 奇 点 的 主要 来 源 (并 且 正 是 它 
通常 确定 不 稳定 性 的 性 质 ) ,还 可 提 及 男 一 类 型 奇 点 , 它 出 现在 这 样 一 个 频率 ， 
对 此 频率 色散 关系 的 根 | 大 | 一 om@. 然而 ,这 样 的 频率 w. 的 虚 部 实际 上 总 是 负 
的 ,因而 显然 不 能 导致 绝对 不 稳定 性 (如 果 w* 为 正 , 所 考虑 系统 相对 于 无 限 小 波 
长 的 振荡 会 是 不 稳定 的 ). 后 面 我 们 将 碰 到 这 种 情况 ( 见 (63. 10)). 

如 早已 强调 过 的 ,在 一 个 参考 系 (实验 室 参考 系 ) 是 对 流 不 稳定 性 ,在 男 一 
参考 系 中 可 能 是 绝对 不 稳定 性 ， 让 我 们 寻求 参考 系 的 速率 V, 在 此 参考 系 中 不 
稳定 性 是 绝对 的 并 且 具 有 最 大 增长 率 . 

从 实验 室 参 考 系 变换 到 以 速率 了 运动 的 参考 系 可 通过 在 所 有 公式 中 作 变 
换 wo 一 w -kV 而 实现 . 如 我 们 上 面 看 到 的 , 值 w. 对 应 于 当 在 w 围 道上 w" 减 小 
时 ,平面 中 函数 1/A(w,k) 的 两 个 极点 重合 的 瞬间 ,而 这 些 极点 必须 从 实 轴 的 
相反 两 侧 允 近 ,以 致 其 中 一 个 必须 首先 穿 过 该 轴 . 令 w" .表示 对 于 实时 w" 的 
最 大 值 (不 依赖 于 V1). 因为 wo".(k,V) 显 然 小 于 极点 穿 过 实 轴 时 w" 的 值 ,对 于 
所 有 我 们 就 有 ww”.(k,V) 三 wo" 这 意味 着 如 果 极 点 在 实 轴 上 w”(%) 的 最 大 处 
重合 ,就 达到 w", 的 最 高 值 . 在 (62. 10) 中 用 w(k) -ky 代 兰 w(k) ,并 分 离 方程 
的 实 部 和 虚 部 (对 实 有 ) ,我 们 求 得 两 个 方程 


QD 在 某 些 情况 下 可 能 有 更 大 数目 的 根 重合 ,形成 高 阶 多 重 根 . 然而 ,这 类 情况 一 般 仅 对 系统 参量 的 特殊 值 
才 出 现 ,因为 它们 对 点 we 强加 附加 限制 :在 A(w,k) 的 展开 中 , 除 (34/ 38)。 之 外 的 某 些 其 它 系数 必 须 为 零 


加 ”这 种 根 导致 函数 p(w,x) 的 本 性 奇 点 . 例如 ,者 Ik 一 %w , 按 上 kk"=C(w -w.), 奇 点 邻 域 对 积分 
(62. 8) 的 贡献 是 


vos) worp{ Tarn ry 
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do” (62. 13) 
y-do - (62.14) 


因此 不 稳定 性 的 最 大 增长 率 由 作为 实 上 的 函数 的 w"(F) 的 最 大 值 给 出 ， 参 
考 系 的 速率 ,在 此 参考 系 中 这 种 不 稳定 性 出 现 , 由 导数 dw'/dk 的 相应 值 确定 . V 
的 这 个 值 自然 地 可 采用 来 定义 对 流 不 稳定 性 介质 中 波 包 的 群 速 . 


$63 放大 性 与 不 透明 性 


迄今 为 止 ,我们 分 析 了 关于 某 个 初始 有 瞬间 具有 规定 空间 变化 的 微 扰 , 随 时 间 
发 展 的 不 稳定 性 问题 . 这 种 微 扰 的 傅 里 叶 展 式 包 括 具 有 波 矢 大 为 实 值 的 分 量 ， 
它们 与 时 间 的 依存 关系 由 频率 w(k) 予 以 确定 ,这 里 w( 大 ) 是 色散 关系 的 复 根 . 

然而 ,关于 不 稳定 性 问题 还 有 另 一 种 可 能 的 提 法 ,其 中 我 们 考虑 在 某 个 空间 
区 域 建立 起 具有 规定 时 间 变 化 的 一 个 微 扰 .这 种 微 扰 的 傅 里 叶 展 式 包含 具 有 实 
频率 w 的 分 量 ,它们 在 空间 的 传播 由 波 数 帮 wo) 了 予以 确定 ,这 里 用 wo) 由 求解 色 
散 关 系 ( 这 次 是 给 定 w 求 ) 而 得 出 ;相应 地 , 波 数 (而 非 频 率 ) 是 复数 (如 在 上 市 
中 那样 ,我 们 考虑 一 维 问 题 ,因而 写 丰 = 大 来 代替 波 撩 天 ) 

波 数 是 复数 的 事实 可 有 各 种 含义 有些 情况 下 它 可 能 只 不 过 意味 着 有 关 波 
不 能 在 介质 中 传播 (不 透明 性 ) ;另外 一 些 情况 下 它 可 能 意味 着 当 波 从 波源 传播 
出 时 被 介质 所 放大 (放大 性 ). 我 们 必须 立刻 强调 Im 上 的 正 负 号 显然 不 能 成 为 
区 别 这 两 种 可 能 性 的 判 据 : 波 可 以 在 正 的 和 人 负 的 x 方向 传播 ,而 传播 方向 的 改变 
等 价 于 此 的 正 负 号 的 改变 . 

物理 上 很 明显 的 是 ,只 有 不 稳定 介质 才能 够 具有 放大 性 质 . 因此 ,例如 , 预 
先 很 清楚 的 是 ,对 于 等 离 体 中 具有 色散 关系 w” =. + c 大 的 横 电 磁 波 ( 见 $32， 
题 1) ,在 频率 w < 时 有 不 透明 性 ,因为 这 时 k(w) 是 虚数 ;实际 上 ,这 个 方程 所 
给 出 的 函数 w(k) 对 所 有 实 上 都 是 实数 ,所 以 系统 显然 是 稳定 的 . 

为 了 问题 的 严格 表述 ,让 我 们 考虑 关于 坐标 * 的 一 个 点 源 ( 或 所 谓 信 号 ). 
它 在 上 :=0 开 始 , 从 而 产生 一 个 单 色 (具有 某 个 频率 w, 的 ) 微 扰 (系统 对 信号 的 
响应 )， 于 是 点 源 强度 是 

&(t,x) =0， 当 上 <0， (63.1) 
g(t,x) =const* 6(x)e “", 当 1>0. 
对 于 微 扰 的 物理 本 质 以 及 同样 这 与 源 强度 g 的 物理 本 质 之 间 的 关系 ,我 们 将 
不 作 具 体 说 明 . 唯一 要 点 是 微 扰 的 wk 分量 通过 其 源 由 下 列 形式 的 表达 式 


人 入 下 四 
Wo =gu/A(w,k) 
予以 确定 . 这 种 表达 式 是 由 系统 的 非 齐 次 线性 化 “运动 方程 "推导 得 出 的 ,在 其 
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齐 次 方程 的 解 )， 对 于 源 (63.1) 有 中 





_ consi (63.3) 
gw SR he 
i(w — wo 
于 是 函数 (t,x) 由 反 演 公式 求 出 为 


y(t,x) = const | DP(w,x) 2 dw (63.4) 


i(@w -wo) 2 万 





fe (63.5) 
DP(w,x) = 由 TO 此 


这 个 表达 式 必 须 满 足 方 程 炎 (t,x) =0( 对 上 <0) ,与 问题 的 条 件 一 致 : 仅 在 上 =0 
源 启 动 后 微 扰 才 出 现 . 

现在 的 问题 是 寻求 定 态 条 件 下 [ 即 在 微 扰 源 开 始 起 作用 很 长 时 间 后 (i 一 
o ) ] 远 离 源 处 (1x1->% )yw(t,x) 的 渐 近 表达 式 ， 于 是 ,如 果 当 x 一 土 w 时, 微 扰 
趋 于 零 , 则 我 们 有 不 透明 性 . 如 果 微 扰 在 离 源 的 一 个 方向 或 男 一 方向 增加 , 则 有 
放大 性 . 两 种 情况 我 们 都 可 显然 说 只 有 对 流 不 稳定 (或 稳定 ) 系统 . 对 于 绝对 不 
稳定 性 ,在 空间 每 一 点 微 扰 都 随时 间 无 限 增加 ,因此 不 可 能 达到 稳定 条 件 . 

转向 寻求 所 需要 的 渐 近 形式 ,我 们 首先 注意 到 :一 o 的 渐 近 极限 必须 在 1x1 一 % 
之 前 采取 :因为 在 有 限时 间 内 微 扰 不 能 传播 至 无 穷 ,对 有 限 上 当 lxl 一 o 时 V 一 0. 

如 同 在 $ 62 中 那样 ,我 们 将 (63.4) 中 对 o 的 积分 围 道 向 下 移动 ,以 便 得 到 
:一 oo 时 的 渐 近 表达 式 . 函数 @(w,x*) 的 解析 性 质 与 8$62 中 函数 p(w,*) 的 类 
似 ， 因 为 假设 系统 仅 是 对 流 不 稳定 的 , 则 B(w,x) 在 w 的 上 半 平 面 没有 任何 奇 
点 ,而 (63.4) 中 被 积 表 达 式 的 最 高 奇 点 是 实 轴 上 的 极点 w = wo 因此 , 当 i 一 % 
时 的 渐 近 形式 是 

Ytsx) eB (wo ,x). (63.6) 

为 寻求 当 Ix1 一 %w 时 函数 四 (ww ,x) 的 渐 近 形式 ,现在 我 们 必须 (对 x>0 时 ) 
向 上 移动 或 (对 x<0 时 ) 向 下 移动 对 的 积分 路 径 , 直 至 它 贴 附 于 (63.5) 中 被 
积 表 达 式 的 极点 上 ( 即 ,方程 4A(wo,) =0 的 根 上 ). 

邻 上 上,(w) 和 上 (wm) 分 别 表示 当 Im w 一 om 时 位 于 天 的 上 半 平 面 和 下 半 平 面 
的 极点 ， 当 Im om 减 小 时 ,极点 移动 ,而 对 于 实 w = ou ,它们 或 者 仍 留 在 原先 半 平 
面 ,或 者 进入 另外 的 半 平 面 . 在 第 一 种 情况 ,@(owo,x) 中 的 积分 围 道 仍 留 在 实 轴 
上 (如 图 22a 所 示 ) ;而 在 第 二 种 情况 , 围 道 变形 如 图 22b 所 示 绕 过 “ 跑 进 另 一 
半 平 面 的 极点 上 (wo,) 和 大 (wu)( 点 A 和 C). 当 积 分 围 道 移 向 上 或 移 癌 下 ,两 


QD 在 计算 gw 时 ,必须 记 住 反 演 变换 公式 中 的 积分 是 沿 Im w >0 的 围 道 取 的 :因此 当 二 一 时 e” 一 0 
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种 情况 下 它 都 分 别 贴 附 于 极点 大, 和 有 . 当 x 一 +m 时 ,函数 (bx) 的 渐 近 形式 
由 来 自 最 低 极点 上 , (wo) 的 页 献 决定 ;而 当 x 一 -wm 时 , 则 由 最 高 极点 k_(w) 决 
定 . 换 句 话说 ,这 个 极点 是 最 接近 实 轴 的 (如 果 给 定 一 类 的 所 有 极点 仍 处 于 其 原 
先 半 平面 ) ,或 者 是 最 远离 实 轴 的 (如 果 那 些 极点 已 移动 进入 另 一 半 平 面 ). 用 
这 些 上 ,和 上 _ 值 ,我 们 有 
(t,x) cc exp{ik, (wo)x -iwt}, 当 x >0, (63.7) 
w(t,x) rexp{fik_ (wv)x-ivt}, Gx <0. | 

对 于 稳定 系统 , 当 w=wo 时 ,所 有 极点 仍 处 于 其 原先 半 平 面 ,的 确 , 因 为 不 存 
在 Imw(k) >0( 对 实力 的 振荡 分 支 意味 着 仅 对 Imw <0 的 极点 才能 穿 过 实 轴 . 
因此 ,在 (63.7) 中 

Imk,(w) >0, Imk_(w,) <0， 
所 以 发 自 源 的 波 在 两 个 方向 都 是 阻尼 的 . 

在 对 流 不 稳定 性 的 情况 ,k(w) 到达 实 轴 具有 Imw >0. 因此 ,显然 有 极点 上 ,或 
上 _ 已 进入 对 w = wo 的 另 一 半 平 面 , 即 它们 具有 Imk, (wo) <0 或 Imk.(w)>0. 这 
种 极点 下 , (oo ) 或 大 (os ) 的 存在 分 别 使 波 向 源 的 右边 或 源 的 左边 得 到 放大 . 

总 结 上 述 论据 ,在 对 流 不 稳定 的 系统 中 ,对 于 上 自 源 发 出 的 频率 为 wo 的 波 ,我 
们 得 出 区 分 不 透明 性 和 放大 性 的 下 列 判 据 : 具 有 复 上 ou) 和 实 wo 的 波 , 对 给 定 
Rew =wo; 当 Imw 从 +%w 变 至 0 时 ,如 果 Imk(w) 变 号 , 则 波 被 放大 ;如 果 Imk(w) 
并 不 变 号 , 则 有 不 透明 性 . 

我 们 注意 到 ,这 个 判 据 起 源 于 因果 性 的 必要 条 件 ， 当 源 瞬 时 开始 起 作用 时 , 当 
x 一 土 w 时 , 微 扰 必需 总 是 减 小 的 ,这 简单 地 因为 在 有 限时 间 内 它 不 能 传播 至 无 穷 . 
另 一 方面 , 源 的 这 种 “无 限 快速 地 "突现 能 如 e “那样 发 生 , 带 有 Imw 一 % . 因此 很 
明显 ,( 对 实 o) 在 离 源 的 任 一 方向 被 放大 的 波 , 当 Imw 一 % 时 ,在 该 方向 必然 被 阻 
尼 ,这 导致 上 面 所 表述 的 判 据 . 

所 得 到 的 结果 还 有 另 一 方面 , 它 使 我 们 能 决定 具有 了 吸收 或 放大 的 介质 中 波 
传播 的 方向 . 在 不 透明 介质 中 ( 即 , 当 w 和 大 为 实 量 ) ,传播 的 物理 方向 是 群 速度 
矢量 的 方向 . 特别 是 在 一 维 情况 ,具有 正 或 负 导 数 dw/dk 的 波 分 别 在 正 或 负 x 
方向 运动 . 然而 ,在 具有 吸收 或 放大 的 介质 中 ,我们 可 以 说 大, 群 和 大 - 群 的 波 分 
别 沿 正 向 和 负 向 传播 . 对 于 实 w 和 上 这 个 一 般 表 述 与 前 面 的 表述 相同 :w 和 


的 小 变化 由 关系 式 
So) 


相 联系 . 由 此 可 见 , 如 果 w 有 虚 部 Imw >0,k 按 dw/dk >0 或 <0 而 移入 上 半 或 
下 半 和 平面 . 
作为 $62 和 $63 中 推导 的 判 据 的 应 用 的 简单 例子 ,让 我 们 考虑 $ 61 中 讨 
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论 过 的 冷 等 离 体 中 冷 电 子 束 的 不 稳定 性 . 对 于 这 个 系统 的 色散 关系 是 
人 人: 
i (63.8) 
( 见 (61.6); 对 于 在 束 的 方向 传播 的 波 ,k. V=kV). 这 个 方程 的 根 有 (w) , 当 
lw1 一 % 时 ,具有 形式 由 
k=(w+02"'.)/V. Vee) 
当 Imw 一 % 时 ,两 个 根 是 在 相同 (上 ) 半 平面 , 即 ,两 者 是 在 k, (wm) 类 . 因此 ,在 
它们 的 运动 中 , 当 Imo 减 小 时 ,它们 不 能 短 住 上 围 道 ,所 以 不 稳定 性 是 对 流 性 
的 ， 初始 瞬间 所 产生 的 微 扰 的 渐 近 行为 由 频率 w = 2. 予以 确定 ,邻近 该 频率 方 
程 (63. 8 ) 的 根 按 
;0.0 (63. 10) 
2 大 (w -0.) 
趋 于 无 穷 . 因而 , 当 i 一 % 时 , 微 扰 中 仅 留 有 未 阻尼 等 离 体 波 . 
对 实 值 w <02. ,方程 (63.8) 具 有 两 个 复 共 斩 根 用 w)， 其 中 Imk(w) <0 的 
一 个 已 从 上 半 平 面 移 至 下 半 平 面 . 因而 , 当 波 由 源 以 频率 w。< 人 2. 传播 时 ,它们 
在 x>0 的 方向 即 “ 顺 束 流 " 方 向 是 被 放大 的 . 


$64 振荡 谱 两 分 支 弱 耦合 情况 下 的 不 稳定 性 


让 我 们 应 用 8$62 和 8$63 中 所 发 展 的 一 般 方法 来 研究 下 列 这 样 情况 下 的 不 
稳定 性 :具有 w 和 上 的 相 邻 近 值 并 属于 非 耗 散 系 统 振 荡 谱 两 个 不 同 分 支 的 振荡 
之 间 的 “相互 作用 ”结果 产生 的 不 稳定 性 ， 这 里 所 谓 非 耗 散 系 统 ,意思 是 表示 其 
中 既 没 有 真 耗 散 , 也 没有 朗 道 阻尼 的 系统 . 

如 果 两 分 支 w=w,(k) 和 w=w,(k) 完 全 独立 , 则 色散 关系 会 分 成 两 个 因子 


[wo-w(k)][w-w,(k)]=0. (64.1) 
邻近 这 类 分 支 的 交点 ,函数 w,(k) 和 w,(%) 会 具有 下 列 一 般 形式 : 
wk) =w, tv (k-k,), 


wi (Ek) =wo +v,(k—k,), (64.2) 


其 中 wv 和 vw 是 菜 些 常量 ,而 wo 和 是 交点 处 w 和 上 的 ( 实 !) 值 . 
然而 ,这 种 情况 一 般 是 不 现实 的 . 两 分 支 间 的 耦合 对 于 系统 参量 的 (至 多 ) 
某 些 特 定 值 可 能 完全 不 存在 ,而 当 这 些 参量 值 略微 变化 时 就 会 出 现 @. 因此 ,为 


@ 我 们 注意 到 (63.9) 与 没有 静止 等 离 体 情况 下 束 本 身 的 色散 关系 相同 ， 

@@ ”例外 情况 是 由 于 对 称 性 规则 而 不 存在 相互 作用 ,例如 ,如 果 各 向 同性 介质 中 一 个 分 支 与 纵波 有 关 
而 另 一 个 分 支 与 机 波 有 关 的 情况 . 因为 在 这 种 介质 中 纵向 流 不 能 导致 横向 场 , 反 过 来 也 一 样 , 这 类 波 并 不 相 
下 作用 . 这 里 的 情况 类 似 于 量子 力学 中 所 发 现 的 具有 不 同 对 称 性 的 交叉 项 的 情况 ( 见 第 三 着, 8 79)， 
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了 描绘 真实 情况 ,必须 考虑 到 分 支 间 存在 弦 耦 合 ， 其 效果 是 在 方程 (64. 1 ) 右边 
的 零 要 用 小 量 e 来 代替 .于 是 邻近 交点 处 的 色散 关系 变 成 


[wo 一 oo -vk-k)l[o-w -vk-k)]=e. (64.3) 


对 w 的 解 是 
1 


人 (天 ) -wo “Ln +v) (kk)+i[(k-k) (wv -vrv,) +4c]'}, 


(64.4) 
而 对 大 的 解 是 


k(w) -ko = {0 t+) (ww -wo0) + (wo -00) (v -ov,) +4eviv]}. 


(64.5) 
分 支 间 存在 相互 作用 使 其 交点 位 移 进 入 复数 区 域 . 函数 w( 上 ) 对 实 w 入 
的 关系 曲线 ,根据 常量 e 的 正 负 号 以 及 和 常量 vv 和 vv, 的 相对 正 负 号 的 不 同情 况 而 
具有 不 同性 质 ， 对 于 下 列 四 种 情况 
(a) >0, vv, >0， 
(b) >0, vwv,<0, (64.6) 
(c) 2<0,vv,>0, 
(d) a<0, vv, <0, 
这 些 函 数 示 于 图 23 ,我 们 将 依次 分 析 这 些 情况 . 


ww -Wo 






图 23 
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(a) 这 里 对 所 有 ( 实 ) 函数 w(#) 是 实 值 , 因 此 系统 是 稳定 的 . 对 所 有 w, 孙 
数 k(w) 也 是 实 的 ,所 以 对 所 有 w 波 的 传播 没有 放大 . 

(b) 对 所 有 上 ,函数 w(k) 是 实 值 ,因此 系统 是 稳定 的 ,函数 k(w) 在 频率 
范围 





Me l (64.7) 
(2 一 2 ) 
是 复 值 . 因为 系统 是 稳定 的 ,在 这 个 范围 有 不 透明 性 . 
(ec) 当 
(天 一 天) J (64.8) 
(2 —v,) 


时 ,函数 w(k) 是 复 值 ,并 且 其 中 一 个 有 Imw(k) >0, 即 ,有 不 稳定 性 . 这 是 对 流 
不 稳定 性 ,的确 , 当 |w| 一 时 ,k(w) 的 根基 


k= w/v ， kW/Y,, (64.9) 


而 当 Imw 一 %w 时 ,它们 位 于 天 的 相同 半 平 面 . 令 wv ,v, >0; 于 是 ,这 是 上 半 平 面 ， 
根 属 于 大, (w) 类 .对 于 在 (64.7) 范 围 的 实 w, 根 丰 (o) 形 成 复 共 斩 对 ， 其 中 
Imk(w) <0 的 一 个 已 从 上 半 和 平面 移 到 下 半 平 面 . 因此 ,在 频带 (64.7) ,在 正 x 轴 
方向 传播 的 波 有 放大 . 
还 容易 求 得 这 个 情况 下 ,由 (62. 14) 所 定义 的 波 的 “ 群 速 ”, 即 这 样 的 参考 系 
的 速率 ,在 其 中 发 生 有 最 大 增长 率 的 绝对 不 稳定 性 ,将 方程 (64.3 ) 对 下 求 导 并 
按 (62. 13) 利 (62. 14) 代 和 人 dw/dk = 了 ,我 们 得 到 
Vv wo-w -rv (kk) (64.10) 
V -ov, Ww-wo -tk—k) 
因为 这 个 等 式 左 边 是 实 值 ,右边 也 必须 为 实 值 (即使 w 是 复 量 ) ,这 个 条 件 表明 
k=k,; 于 是 由 (64.10) 有 
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V = (64.11) 
而 由 (64.3) ,相应 最 大 增长 率 是 
(Imw)。.=|e| 
(d) 函数 帮 o) 对 于 所 有 ( 实 )o 为 实 值 , 但 函数 wo( 丰 在 (64.8) 范 围 是 复 
值 , 因 此 ,系统 是 不 稳定 的 . 为 前 明 这 个 不 稳定 性 的 性 质 , 我 们 注意 到 由 (64. 9 ) 
(o 利多 的 正 负 号 相反 时 ) , 当 Imw->w 时 ,k(w) 的 两 个 根 处 在 不 同 的 半 平 面 . 在 
w 的 上 半 平 面 中 ,由 


(64. 12 ) 


/vvs (64.13) 
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所 给 出 的 一 点 处 这 两 个 根 重 倒 这 意味 着 绝对 不 稳定 性 ,增长 率 为 Imo.。 对 于 
v= -v ,相应 于 以 速率 (64. 11) 运 动 的 参考 系 中 的 微 扰 图 像 ,增长 率 达 到 其 最 
大 值 (64. 12 ). 


习 题 


冷 磁 旋 等 离 体 中 沿 恒定 磁场 方向 传播 的 低频 (wo ~ om) 慢 速 "”(w/k <<c) 横 
电磁 波 , 有 一 低 密 度 冷 电 子 束 在 相同 方向 运动 通过 等 离 体 , 试 阐明 不 稳定 性 的 
性 质 . 

解 :为 确立 色散 关系 ,我 们 首先 对 仅 有 电子 束 的 情况 ,在 束 为 静止 的 参考 系 

中 来 写 出 它 . 按照 (56.9), 在 这 个 参考 系 中 ,我 们 有 
Po 
WwW 土 Wp. 
其 中 (2'. 是 相应 于 束 密 度 的 等 离 体 频 率 ， 在 回 到 实验 室 参 考 系 时 ,这 时 束 以 速度 允 
(我 们 取 为 浇 x 轴 ) 运 动 ,我 们 必须 在 等 式 右 边 用 ww -kV 来 代替 w; 差 值 ?2 _-w 相 
对 于 参考 系 的 变换 是 不 变 式 . 现在 ,在 实验 室 参 考 系 中 ,将 归 因 于 等 离 体 电子 和 离 
子 的 项 相 加 ,我 们 得 到 





2 2 2 
kc -ww = 一 





-kViws, 四 十 Op WFOwp 
根据 题 设 条 件 ,与 ck 和 ws 比较 起 来 这 里 忽略 中, 并且 还 注意 到 [wps = 个 [wam， 
我 们 将 色散 关系 变 成 下 列 形式 

[ee - ;| (okV +60) = -0 (why). (1) 


pi (pi 于 外 





图 24 
左边 第 一 个 因子 对 应 于 振荡 谱 的 “ 主 " 支 ,而 第 二 个 因子 对 应 于 振荡 谱 的 束 分 
支 ;右边 描述 这 些 分 支 的 相互 作用 . 
对 于 (1) 中 上 面 的 正 负 号 ,两 个 独立 分 支 的 色散 关系 由 图 24 中 连续 曲线 所 
显示 ( 仅 考 虑 w >0 的 分 支 照 常 总 是 充分 的 ). 邻近 wo ,ho 点 (在 该 点 它们 相交 )， 
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方程 (1 ) 的 展开 式 具 有 形式 


Ww — wo 





2koe’[k -ik - |[o@ -os -Vk-h)] = 0 0., 


P， 


图 25 
具有 正 系 数 册 (如 由 图 24 中 曲线 的 斜率 可 清楚 看 出 的 ). 与 (64.3) 的 比较 表 
明 ,我 们 有 5C 的 情况 ,对 流 不 稳定 性 (图 24 中 的 虚线 显示 者 虑 到 它们 的 相互 作 
用 后 谱 分 支 的 形式 ). 
对 于 (1) 中 取 下 面 正 负 号 的 类 似 图 形 显示 于 图 25 中 . 邻近 交点 色散 关系 具 
有 形式 


WwWo 


21oc | < 本 





|[o-w -VCk-k)]= — (wp., 


9) 
其 中 又 有 z >0. 现在 我 们 有 DD 的 情况 ,绝对 不 稳定 性 ( 由 图 可 以 看 出 ,这 个 情况 
下 的 第 二 个 交点 出 现在 三 wp. , 它 与 题 中 条 件 相 矛盾). 


$65 有 限 系 统 中 的 不 稳定 性 


$61 一 $63 中 所 阅 述 的 整个 理论 是 与 至 少 一 个 方向 (x 轴 方 向 ) 为 无 限 的 
均匀 介质 相 联系 的 .应 用 到 现实 有 界 系统 ,这 意味 着 忽略 波 从 边界 反射 的 效应 ; 
换 句 话说 ,这 种 理论 限定 时 间 为 微 扰 沿 系统 长 度 传播 所 需 时 间 量 级 . 

现在 让 我 们 考虑 相反 情况 下 的 稳定 性 问题 ,这 时 系统 的 有 限 性 是 重要 的 ,而 
其 本 征 振荡 谱 由 终端 处 的 边界 条 件 陡 以 确定 (同时 ,我 们 将 仍然 仅 限 于 人 研究 一 
维 情况 ,系统 在 x 方向 的 长 度 将 用 L 表示). 有 限 系 统 的 频谱 是 离散 的 ,如 果 哪 
怕 其 中 一 个 本 征 频 率 具 有 正 虚 部 ,系统 是 不 稳定 的 . 绝对 不 稳定 性 与 对 流 不 稳 
定性 之 间 的 区 别 ,在 这 个 情况 下 没有 任何 意义 . 

因此 ,关于 闸 明 有 限 系统 的 稳定 性 或 不 稳定 性 的 问题 ,与 寻求 其 ( 复 ) 本 征 
频谱 的 问题 是 等 效 的 ， 对 于 具有 虽然 有 限 但 充分 大 尺度 上 的 系统 ,使 得 |Imk|… 
L >> 1 ,确定 这 些 频 率 的 色散 关系 ,可 以 一 般 形式 建立 起 来 (A.T. KynukoBckn 六 ， 
1966 ) . 

令 (ww) 为 对 无 限 介 质 色 散 关 系 的 解 .我 们 再 次 将 这 个 多 值 函数 的 分 支 如 
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$ 63 中 所 定义 的 那样 分 成 商 类 ,类 (wo) 和 下 (w).， 可 以 认为 有 限 系统 的 本 征 振 
荡 是 由 两 边界 所 反射 的 行 波 全 加 的 结果 (在 无 吸收 和 放大 的 介质 中 ,它们 会 是 
寻常 驻 波 ). 反射 一 般 伴 随 着 属于 频谱 不 同 分 支 的 波 的 互相 转变 . 因此 ,给 定 频 
率 的 行 波 是 所 有 分 支 的 合 加 .然而 ,远离 边界 处 ,每 个 波 的 主要 贡献 仅 来 自 全 加 
中 的 一 项 . 例如 ,在 从 左边 界 * =0 沿 正 x 方向 传播 的 波 中 (图 26) ,远离 该 边界 
的 渐 近 表达 式 是 





x=0 x=L 


ya exp{i[k, (w)x -wt]}, V9aL, 


而 且 作 为 k,(w) 必须 取 为 这 类 中 Imk ,(w)( 对 给 定 实 w) 具 有 其 代数 最 小 值 的 
分 支 册 . 

从 右边 界 (x =Z) 反 射 后 , 波 向 左 传播 ,在 离 该 边界 充分 大 距离 处 具有 渐 近 
形式 

w=Raexp{ik, (w)Lyexp{i[k_(w)(x-L) -wt]}, (65.2) 

其 中 _(w) 是 这 类 中 Imk_(w) 具 有 其 代数 最 大 值 的 分 支 ， 系数 R, 依 赖 于 在 特 
定 边界 处 的 波 转变 律 . 

最 后 ,第 二 次 反射 后 ,这 时 在 左边 界 ,我 们 又 有 向 右 传播 的 波 : 


yh Ra t-te [全 
因为 y(it,x) 是 单 值 的 ,(65.3) 必 须 与 (65. 1 ) 重 合 ,因此 
RR,exp{i[k,(w) -k_(w)]L}=1. (65.4) 
这 个 确定 有 限 系统 的 频谱 w, 即 是 其 色散 关系 . 
对 这 个 方程 的 两 边 取 模 ,我 们 有 
(65.5) 


|RR, |exp{ ~- Im(k, -kk_)L}=1. 


中 ”这 就 是 ,如 果 所 有 Imk ,(w) >0 则 为 最 小 正 值 ,市 如 果 有 Imk , (w) <0 的 分 支 , 则 为 (绝对 值 ) 最 
大 负 值 . 在 第 一 种 情况 ,(65.1) 是 ( 随 * 增 加 ) 最 不 快 阻尼 波 ;在 第 二 种 情况 , 它 是 最 快 放大 波 . 
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当 L 一 %w 时 ,指数 因子 趋 于 零 或 无 穷 ( 视 Im(k，- 上 _ ) 的 正 负 号 而 定 )， 因 此 ,对 
充分 长 的 系统 , 仅 当 
Te (65.6) 

时 ,方程 (65.5) 才 有 可 能 成 立 . 因此 ,在 这 个 情况 ,色散 关系 归结 为 仅 依赖 于 介 
质 本 身 的 性 质 而 不 依赖 于 其 边界 条 件 的 具体 特点 的 一 种 形式 . 方程 (65.6) 定 义 
w 平面 中 的 某 一 条 曲线 ,离散 本 征 频 率 (对 大 工 ) 相互 很 密切 地 位 于 其 上 ， 如 果 
曲线 甚至 部 分 地 位 于 上 半 平 面 , 系 统 是 不 稳定 的 . 因为 这 个 不 稳定 性 是 由 系统 
整体 性 质 所 决定 , 它 被 称 为 整体 不 稳定 性 . 

关于 有 限 系 统 的 整体 不 稳定 性 与 无 限 介 质 的 不 稳定 性 之 间 的 关系 还 可 作出 
一 些 评注 .首先 ,容易 看 出 存在 整体 不 稳定 性 情况 下 ,无 限 系统 肯定 是 不 稳定 
的 ,因为 存在 使 Imw(k) >0 的 实 值 此 的确, 根据 函数 类, (wo) 和 大 (wow) 的 定义 ， 
imo 一 o 时 它们 的 值 位 于 天 的 不 同 半 平面 .条件 (65.6) 意 味 着 , 随 着 Imw 的 减 
小 ,点 有,(w) 和 上 _(w) 可 能 进入 相同 半 平 面 ,而 且 ( 在 整体 不 稳定 性 的 情况 下 ) 
还 是 当 Imw >0 时 这 样 发 生 的 . 因此 ,这 些 点 中 至 少 有 一 个 甚至 更 早 地 ( 即 , 显 
然 当 Imw >0 时 ) 穿 过 实 轴 ;这 就 是 所 需要 的 . 

然而 ,相反 的 论证 仅 对 无 限 介质 的 绝对 ( 非 对 流 性 ) 不 稳定 性 才 正 确 : 绝 对 
不 稳定 性 的 存在 足以 引起 有 限 系 统 中 的 整体 不 稳定 性 . 的 确 , 绝 对 不 稳定 性 的 
条 件 是 当 Imw >0 时 函数 上 (wow) 存 在 分 支点 ,并 且 重 奉 分 支 属 于 人 , 和 大 类. 在 
这 种 点 ,条件 (65.6 ) 显然 也 是 满足 的 . 

一 个 对 流 不 稳定 介质 , 当 存 在 边界 时 可 以 或 者 是 稳定 的 ,或 者 是 不 稳定 的 . 


一 -一 -一 
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气体 中 动 理 现象 (例如 热传导 和 电导 ) 的 物理 本 质 在 于 气体 粒子 热 运动 的 传 
递 过 程 ;固体 中 的 动 理 现象 ,粒子 的 角色 由 准 粒子 代替 . 着 手 研究 这 些 现 象 时 ,我 
们 将 从 非 磁 性 介 电 体 中 的 热传导 开始 . 与 其 他 类 型 男 体 中 的 动 理 过 程 比 较 起 来 ， 
这 个 现象 的 物理 图 像 相 对 来 说 简单 得 多 ,因为 这 里 只 有 一 类 准 粒 子 , 即 声 子 . 

注意 到 自由 声 子 的 概念 是 谐振 近似 下 , 即 ,哈密 顿 函 数 中 仅 包 括 ( 原 子 位移 
的 ) 二 次 项 的 近似 下 ,品格 中 原子 振动 量子 化 的 结果 ( 见 第 五 卷 , $ 72). 当 考 虑 
到 高 阶 小 量 的 项 时 , 即 考虑 到 位 移 的 三 阶 或 更 高 阶 的 非 谐 项 时 ,结果 产生 各 种 声 
子 相 互 作 用 过 程 由 . 

经 典 唱 格 能 中 的 第 一 个 非 谐 (三 次 ) 项 具有 形式 


H' = 元 hoa(m nn na) Um) Un)U,,(n). (66.1) 
(#5) 


这 里 U,(n) 是 唱 格 中 的 原子 位 移 矢 量 ;a,B,y 是 取 值 x,y,z 的 矢量 下 标 ;s, ,s, ,ss 
是 元 胞 中 原子 编号 ;n, ,ma ,n; 是 整数 “矢量 ” ,它们 给 出 唱 格 中 元 胞 的 位 置 ; 求 和 
号 下 的 (n,s) 表 示 对 所 有 n 和 s 求 和 ， 因为 晶体 是 均匀 的 , 孙 数 A 仅 依 赖 于 元 胞 
在 晶 格 中 的 相对 位 置 n, -nn;,n, -ma ,而 不 依赖 于 它们 的 绝对 位 置 . 

二 次 量子 化 哈密 顿 量 是 这 样 求 得 的 :将 (66. 1) 中 的 位 移 矢 量 用 算 符 U,(n) 来 
代替 ,后 者 是 用 具有 准 动量 大 的 类 型 g 声 子 ( 即 , 声 子 谱 分 支 g) 的 产生 和 漂 灭 算 符 
ia 和 av 来 表达 : 

U,(n) = > [2M/AG (Kk)] {ee (Je +é0." "(ke 2 


个 ”研究 晶体 中 的 热传导 时 必须 考虑 原子 振动 的 非 谐 性 . 这 是 德 拜 (P. Debye{ 1914)) 和 玻 恩 (MM. 
Born( 1914) ) 首先 注意 到 的 . 
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其 中 .和 子 是 晶 格 中 元 胞 数 ,M 是 元 胞 中 原子 的 总 质量 ,e,” (K) 是 声 子 偏振 矢量 ， 
而 w,(K) 是 类 型 g 声 子 的 能 量 中 这样 代 替 的 结果 产生 含 算 符 & 和 6- 三 个 一 组 
的 项 . 这 些 项 代表 涉及 三 个 声 子 的 过 程 : 形 式 为 ee67e 的 乘积 代表 一 个 声 子 误 
变 成 两 个 声 子 ,而 ie“te 代表 两 个 互 碰 声 子 聚 合成 一 个 声 子 (项 ste 和 ee 6 会 
对 应 于 能 量 守 恒定 律 所 禁 戒 的 过 程 ). 
例如 ,让 我 们 写 下 对 应 于 一 个 声 子 (k,,g, ) 误 变 成 两 个 声 子 (大 ,8 ) 和 (大 ， 

gi; ) 的 项 . 在 (66. 1) 中 将 对 n,n,,n; 的 求 和 变换 为 对 py ,=n -ma , 玉 ; = 于 一 123， 
n; 的 求 和 ,我 们 可 以 将 这 些 项 写成 下 列 形式 : 


; 6 6 66.3 
ae rr >, exp{i(k, —k, —k,) .rr,,}, ( ) 
1 他 n3 


其 中 
= (2M) 严 A (wp ,V2 ) elaE2pe3， X 
X exp{i(K, «rr, -Kr,)} (66.4) 
6 bs, = wx (Kk, ) 和 =e, (k,) Sn 
(66.3) 中 已 将 这 样 的 指数 因子 分 出 来 , 它 依赖 于 晶 格 中 元 胞 的 绝对 位 置 
13， 这 个 因子 对 所 有 nn, 的 求 和 给 出 .j 如 果 大 -~k, 等 于 任何 倒 易 唱 格 周期 
b ;否则 , 它 是 零 ， 因此， 
(3) C6, 63 66.5 
Hs.. Sn ( ) 
面 声 子 准 动量 满足 守恒 律 
天 | =k, +k, +b. (66.6) 
该 认为 条 件 (66.6) 比 如 是 由 准 动 量 k, 和 上 ,的 给 定 值 确定 准 动量 的 值 的 一 
个 方程 . 同时 ,和 ,必须 在 倒 易 晶 格 的 某 个 选 定 元 胞 内 取 值 (包括 准 动量 的 所 
有 物理 上 不 同 的 值 ) ,而 我 们 必须 证 实 k, 也 在 该 元 胞 内 最 后 的 这 个 条 件 确定 
(66.6) 中 4 的 必要 值 ,并 且 单 值 地 确定 . 的确, 如 果 对 给 定 上 ,和 五 ,天 量 后 在 
选 定 元 胞 内 , 则 五 的 任何 改变 ,显然 将 使 刀 带 出 该 元 胞 , 使 准 动量 守恒 律 含有 非 
零 拓 量 5 的 过 程 (在 这 个 情况 , 声 子 衰 变 ) , 称 为 U 过 程 (又 称 倒 逆 过 程 ) 思 , 它 不 
同 于 N 过 程 (又 称 正常 过 程 ) ,对 此 有 b=0. 应 该 说 这 两 类 过 程 之 间 的 差异 在 一 
定 意 义 上 是 约定 的 :每 个 具体 过 程 可 以 是 N 过 程 或 U 过 程 ,依赖 于 基 胞 的 选择 . 
然而 ,重要 的 是 没有 任何 一 种 选择 能 同时 对 所 有 可 能 过 程 使 b 为 零 . 方便 的 是 
这 样 选择 倒 易 唱 格 的 基 胞 ,使 得 k=0 的 点 (无 限 波长 ) 处 于 其 中 心 ;今后 将 这 样 


Q@ ”本 章 内 我 们 采用 育 =1 的 单位 ,因此 ,动量 和 波 矢 的 量 网 是 相同 的 ,而 能 量 和 频率 的 量 纲 是 相同 的 . 
人 22) 按 德 文 术 语 Umklapp， 
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假设 . 对 这 种 选择 ,所 有 低频 声 子 对 应 于 低 准 动量 值 (上 <<1/d, 其 中 d 是 唱 格 常 
量 ) ,而 仅 涉及 低频 声 子 的 所 有 过 程 是 正常 过 程 D， 大 准 动 量 值 (有 ~1/d) 对 应 于 
具有 高 能 的 短波 声 子 ( 量 级 为 德 拜 温度 @)， 

让 我 们 回 到 声 子 训 变 过 程 . 按照 量子 力学 一 般 原 理 ( 见 第 三 卷 , (43. 1))， 
两 个 新 形成 声 子 之 一 的 准 动量 位 于 dk, 范 围 内 的 衰变 概率 ,由 微 扰 算 符 (66. 5) 
的 相应 矩阵 元 的 平方 给 出 : 

dW =2T|(N -1,N +1,N, +1IEG |N,,N,,N,) | x 
gd hk, 
(2m)’ 
其 中 N = N,N; ,NN 是 晶体 初始 态 中 声 子 占有 数 . 声 子 产 生 和 漂 灭 算 符 的 算 
阵 元 给 出 为 


xS(ow —w,—w;) (66.7) 





(N-1|elN) =(N|e’ |N-1) =VN. (66.8) 
因此 ,我 们 获得 衰变 概率 形式 为 : 
0 DE COO ， (66.9) 
(27) 
其 中 
w=w( gks ,gk sgik) = 一 人 | 全， (66. 10) 
WI WW 


而 v= 92N 是 唱 格 元 胞 的 体积 .因此 ,过 程 的 概率 正比 于 晶体 初 态 中 初始 声 子 的 
数目 N, ,还 正比 于 晶体 末 态 中 最 终 声 子 的 数目 N, +1 和 NN; +1. 后 一 性 质 与 声 
子 所 遵循 的 玻 色 统计 法 有 关 , 对 涉及 玻 色 子 的 所 有 过 程 是 正确 的 包 . 
衰变 的 道 过 程 是 两 个 声 子 k, 和 k,“ 融合 ”形成 一 个 声 子 k,. 我 们 可 以 很 容 
易 地 证 明 ,哈密 顿 算 符 中 对 此 过 程 负责 的 项 与 (66.5) 的 差别 在 于 分 子 中 的 e 算 
符 要 代 以 6 66,, 而 介 代 以 2". 这 个 过 程 的 概率 因此 由 下 列 公式 : 
it a Be Ee 
(27) 
给 出 , 它 与 (66.9) 的 差别 仅 在 于 w 因子 方面 . (66. 11) 和 (66.9) 中 的 w 是 相同 
的 ,与 玻 恩 近似 ( 微 扰 论 的 第 一 级 近似 ) 中正 、 道 两 个 散射 事件 的 概率 相等 这 个 
一 般 定 则 相 一 致 ( 见 第 三 卷 , § 126 ). 
声 子 频 谱 分 支 总 是 包括 三 个 声 频 支 , 当 一 0 时 ,它们 的 能 量 趋 于 零 ; 对 长 波 


中 另 一 方面 ,如 果 选 择 基 上 胞 使 得 k=0 的 点 ,例如 ,在 其 顶点 之 一 ,低频 也 将 对 应 于 其 它 项 点 的 邻 
域 ,邻近 这 些 顶点 大 不 是 很 小 . 

久 ” 声 子 分 布 函 数 Ni 或 N(k) 将 定义 为 具有 不 同 准 动量 值 k 的 量子 态 占有 数 ， 属 于 大 空间 中 体积 元 
di 的 量子 态 数 是 dk/(2w)? ,因此 ,相对 于 dk 的 分 布 是 Ni/(2m) 
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(小 大) 声 频 声 子 , 郴 数 w(k) 是 线性 的 ， 对 这 类 声 子 ,函数 w(66. 10) 的 行为 以 后 
将 是 重要 的 . 

注意 到 哈密 顿 量 (66. 1) 中 系数 4 的 性 质 , 它 表达 这 样 的 事实 :晶体 整体 的 
简单 位 移 使 其 能 量 不 变 ,不 管 晶 体 是 否 变形 ;由 此 可 以 确定 函数 w 的 行为 . 这 意 


味 着 ,如果 五 ?中 任何 因子 U,(n) 由 U, +a 所 代替 ,其 中 欠 量 ae 不 依 顿 于 于 和 sy， 
而 能 量 有 必须 不 受 影响 ， 为 此 我 们 必须 有 


>a A (n,n,,ns) =0, 


| 


其 中 至 少 对 一 对 变量 n, ,s, 求 和 . 

过 程 中 所 涉及 的 三 个 声 子 ,其 中 或 者 一 个 或 者 全 部 三 个 可 能 是 长 波 声 频 声 
子 ( 如 果 是 有 两 个 这 种 声 子 和 一 个 短波 声 子 ,动量 和 能 量 守 恒定 律 就 不 能 满 
足 ). 对 于 一 个 声 频 声 子 ,在 极限 kk 一 0 时 ,偏振 矢量 e,(k) 趋 于 不 依赖 于 s 的 党 
量 ,因为 元 胞 中 所 有 原子 同步 振动 ,因子 exp( 这 . mm) 趋 于 1. 由 于 (66. 12) 的 性 
质 ,因此 , 量 2(66.4) 趋 于 零 ,而 对 小 天, 它 正 比 于 上 大 或 (对 声 频 声 子 是 同一 回 事 ) 
正比 于 w. 如 果 有 一 个 长 波 声 子 ,结果 是 


(66. 12 ) 


(66. 13 ) 
或 者 ,如 果 有 三 个 长 波 声 子 , 则 结果 是 
w oc k kk,. (G0 14) 


我 们 注意 到 长 波 声 频 声 子 对 应 于 宏观 声波 ,它们 可 用 宏观 弹性 理论 进行 处 
理 ; 因 此 ,还 可 由 更 明显 方式 达到 这 些 结果 (66. 13) 和 (66.14). 弹性 理论 中 形 
变 晶 体 的 能 量 可 利用 应 变 张 量 








1 /9U, 96U 66. 15 

=| | 
来 表达 ,其 中 U(r) 是 弹性 介质 中 r 点 的 宏观 位 移 矢 量 . 正 是 这 个 张 量 的 分 量 是 弹性 
能 展开 式 中 所 用 的 小 量 . 二 次 量子 化 中 ,矢量 U 要 用 类 似 于 (66. 2) 的 算 符 右 代替 . 
己 对 坐标 的 求 导 以 获得 算 符 忆 。 给 出 附加 因子 丰 , 它 导致 结果 (66. 13) 和 (66. 14). 
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在 固态 晶体 中 , 声 子 形 成 稀薄 气体 ,它们 的 动 理 方程 可 以 类 似 于 对 寻常 气体 
的 方式 获得 . 

令 N=N,(t,r,k) 为 类 型 g 声 子 的 分 布 函数 ，( 对 每 类 声 子 的 ) 动 理 方程 可 
写 出 为 : 
CE 
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其 中 u = 9w/69k 是 声 子 速度 . 

然而 ,与 寻常 气体 情况 的 一 个 重要 差别 是 :在 声 子 气体 的 碰撞 中 , 声 子 数 和 
(由 于 存在 倒 逆 过 程 ) 其 总 准 动量 一 般 都 不 是 守恒 的 ,唯一 余 留 的 守恒 律 是 能 量 
守恒 定律 , 它 由 





dk _ (67.2) 
> | oc (Ws -0 
表达 . 用 w 乘 (67.1) ,对 d 上 积分 ,并 对 g 求 和 ,我 们 得 到 能 量 守 恒定 律 的 下 列 
形式 : 
aE 4y. a (67.3) 
其 中 晶体 的 热能 密度 E 和 裔 沂 守 太 4 由 下 列 明显 表达 式 
攻 dk (67.4) 
5 [on Hs EA > | oun oy 
给 出 . 


(67.1) 中 的 碰撞 积分 原则 上 必须 考虑 到 ,由 于 g 类 型 声 子 与 所 有 其 它 声 子 
的 相互 作用 而 可 能 发 生 的 一 切 过 程 . 然而 ,实际 上 主要 贡献 来 自 上 一 节 中 讨论 
过 的 三 声 子 过 程 . 涉及 更 多 声 子 的 过 程 起 因 于 哈密 顿 函数 中 以 原子 位 移 作 响 展 
开 的 随后 各 项 :这 些 项 随 知 次 增 大 而 迅速 减 小 . 减 小 的 原因 是 振动 振幅 对唱 
格 常量 4 的 比值 很 小 ;固态 晶体 中 直至 熔点 的 所 有 温度 下 , 它 仍然 很 小 Db， 为 了 
粗略 估计 ,我 们 可 以 从 经 典 关 系 式 Mw?& ~ 了 开始 ;估计 本 征 频率 为 w ~ w[dS 
我 们 求 得 


(é/d)* ~ T/Mu’ <<1. (67.5) 


碰撞 积分 总 是 (每 单位 时 间 ) 产 生 处 于 给 定 态 (gk) 的 声 子 的 过 程 和 引 走 处 
于 该 态 的 声 子 的 过 程 , 这 两 类 过 程 数 之 间 的 差 值 仅 考虑 到 三 声 子 过 程 ,我 们 有 


CW= {3 5 oh) -0 -wa) x 


Bl1'&2 


x[(N+l)NN -NON+1)(N +1)]+ 
十 w(Kk,k ;kw -ww—-w) x 


x[(N+1)(N, +1)N, -NN,(N, 人 
(27) 
(67.6) 


其 中 N=N,(k) ,ol =w (上),…， 大 括号 中 的 第 一 项 对 应 于 正和 逆 过 程 : 


中 “量子 晶体 ”, 固 态 氨 中 的 情况 除外 . 
国 在 估计 值 中 ,我 们 将 认为 二 是 声速 ,虽然 这 当然 字义 上 仅 对 长 波 声 频 声 子 才 是 正确 的 , 
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(g ,kgik) + (gk),, 大 = 天 一 天 一 十 (67.7) 
这 项 中 的 因数 六 考虑 到 下 列 事实 :由 于 声 子 的 同一 性 ,我 们 必须 仅 对 末 态 的 一 半 
求 和 . 大 括号 中 的 第 二 项 对 应 于 下 列 过 程 : 

(gask, (gk) +(EI 天 ) ， 大 = 天 十 大 +h; (67.8 ) 


这 项 中 不 需要 因数 地 ,因为 衰变 所 形成 的 两 个 声 子 中 有 一 个 已 经 规定 .在 


(67.6) 的 被 积 表 达 式 中 ,必须 注意 到 ,三重 乘 积 NN,N, 和 NN,N; 的 项 相 消 . 
对 于 平衡 声 子 分 布 , 普 朗 克 分 布 


i 

碰撞 积分 恒 等 于 零 . 对 (67.6) 的 积分 通过 直接 计算 很 容易 证 明 这 一 点 :因数 的 
乘法 运算 给 出 

人 2 一 忆 (67. 10 ) 


w+ 
No(No +1)(No +1) =(No+l)NoNoexp 一 一 7 —, 


而 根据 能 量 守恒 定律 ,右边 的 指数 因子 等 于 1. 

如 果 没 有 倒 逆 过 程 , 不 仅 声 子 的 总 能 量 该 为 零 ,而 且 声 子 的 总 准 动量 也 该 为 
零 . 于 是 ,不 仅 分 布 函数 (67.9) ,而 且 对 应 于 声 子 气体 整体 相对 于 晶 格 以 任何 速 
度 双 作 平 动 (漂移 ) 的 函数 

N= [op ee] ， (67.11) 

也 该 是 平衡 函数 . 这 个 结果 与 统计 物理 的 一 般 原理 是 一 致 的 . 还 可 直接 证 明 : 用 
函数 (67. 11) 的 N, ,等 式 (67. 10) 右 边 会 出 现 附加 因数 exp[V (下 -及 一 k,)/T]， 
对 于 无 倒 逆 的 过 程 (其 中 =k, + 大 ) 等 于 1. 

当然 ,分 布 (67. 11) 导 致 非 零 能 流 gq， 因此 ,没有 倒 逆 过 程 时 ,尽管 整个 物体 
的 温度 为 恒定 ,晶体 中 也 会 存在 热流 ; 换 句 话说 ,晶体 会 具有 无 穷 大 的 热 导 率 . 
只 是 由 于 存在 倒 逆 过 程 才 呈 现 有 限 热 导 率 2. 

为 计算 热 导 率 ,我 们 必须 写 出 对 晶体 的 动 理 方程 ,其 中 温度 在 体积 中 缓慢 变 
化 . 照例 ,我 们 寻求 下 列 形 式 的 声 子 分 布 函数 : 


(67.9) 








N(r,k) =No(K) +SN(r,k), (67.12) 

其 中 SN 是 对 平衡 函数 的 小 校正 ， 于 是 动 理 方程 是 
aNo _ (67.13) 

(u * V7) 37 =1(8N), 


ae 一 一 一 一 


中 建立 在 声 子 的 动 理 方 程 基 础 上 的 介 电 体 中 热传导 的 量子 理论 应 归于 派 尔 斯 (R.E. Peierls 
(1929) ) ,他 还 首先 提出 对 固体 动 理 过 程 中 倒 逆 过 程 所 起 作用 的 注意 . 
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其 中 1( 68N) 是 线性 化 碰撞 积分 . 
污 数 8N 还 必须 满足 补充 条 件 : 


3 | osw is 0， (67.14) 


它 表示 受 扰 分 布 函 数 像 平衡 函数 那样 给 出 唱 格 能 密度 的 相同 值 . 正如 在 $6 中 
早已 注意 到 的 ,这 个 条 件 实质 上 规定 了 非 平衡 物体 中 温度 的 定义 . 至 于 $6 中 
强加 于 SN 的 另 一 个 条 件 , 并 不 适用 于 声 子 气体 的 情况 , 它 与 寻常 气体 大 不 相 
同 ， 声 子 气体 中 的 粒子 数 一 般 不 是 给 定量 ,而 是 由 温度 确定 的 . 蝎 体 中 声 子 的 
实际 总 动量 (不 是 准 动量 !) 自动 为 零 ,因为 否则 的 话 , 会 意味 着 有 固体 的 流动 ， 
而 这 对 于 理想 (无 缺陷 ) 唱 格 显 然 是 不 可 能 的 . 晶 格 中 每 个 原子 仅 完 成 有 限 运 
动 , 邻 近 格 座 的 振动 ;这 种 运动 的 平均 动量 恒 为 零 . 因此 固态 晶体 中 (与 能 流 相 
联系 ) 的 声 子 流 并 不 伴随 质量 传递 0. 

让 我 们 显示 写 下 线性 化 碰撞 积分 (67. 6). 这 里 方便 的 是 应 用 新 未 知 函 数 x 
来 代替 SV X 由 下 式 定 义 : 


aN。 No(CNo +1) (67.15) 
Sn = 一 T X- 
如 果 注 意 到 
a_~V_- Ne x (67.16) 
I+N 1+N, T" 


线性 化 的 实施 得 以 简化 . (例如 ,(67.6) 第 一 个 积分 中 ) 方 括号 内 的 表达 式 可 以 
写成 : 


(N+1)(N,+1)(N, + [庆生 +1 WN, 1- oil 


取 至 方 括 号 外 的 因数 中 ,我 们 可 以 立即 令 NN = No. 括号 中 的 差 值 给 出 : 
ys 
人 N, re +xX» -Xt)， 
其 中 我 们 应 用 了 等 式 
No AN No 
N+t+lNs+l 1+N 
于 是 碰撞 积分 变 成 下 列 形式 : 











@ 液体 有 所 不 同 ,其 中 声 子 动量 是 实际 动量 ,而 声 子 流 的 确 涉及 质量 传递 .在 液体 中 ,原子 完成 无 
限 运 动 :在 充分 长 时 间 内 ,任何 原子 可 达到 体积 中 任何 点 . 
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C(N) ~1(x) = 位 > wk,ksk) No( No +1) ， 


2 p182 


x CN +1)8{w, + 0w, —@) (x 十 2 -xX ) 下 > w(k,Kk, ;k,) x 


有 1E83 


(2T)” 
[1 了 


我 们 注意 到 被 积 表 达 式 中 出 现 的 x(k) , 像 对 气体 的 经 典 碰撞 积分 (6.4) ,(6.5) 
中 那样 ,是 作为 各 个 天 下 它 的 值 的 简单 和 

对 (67. 13 ) 的 一 个 解 ,我 们 总 可 以 增加 齐 次 方程 的 明显 解 : 

X= const* w, 

由 于 碰撞 中 能 量 守 便 ,(67. 18) 的 解 使 积分 (67. 17 ) 恒 为 零 . 如 在 $6 中 早已 盖 
明 过 的 ,这 个 “寄生 " 解 只 不 过 对 应 于 温度 中 的 恒定 小 变化 ,为 附加 条 件 (67. 14 ) 
所 排除 . 

第 二 个 “寄生 " 解 ， 


dk 
x No No ( No +1)8(6w + — wW3 ) (x -Xi -xX) a 


(67.18) 


we (67. 19) 


(其 中 5V 是 一 常量 ) ,对 应 于 声 子 气体 作为 整体 的 运动 速度 中 的 小 变化 (比较 
(6.6) ) ,由 于 倒 逆 过 程 的 仓 在 而 被 排除 ; 倒 逆 过 程 的 效应 是 使 总 的 声 子 准 动量 
不 守恒 . 
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方程 (67. 13 ) 使 我 们 能 立即 确定 ,对 于 在 温度 了 远大 于 德 拜 温度 @ ~u/d 

(或 寻常 单位 中 为 jiuxd) 的 高 温 下 , 介 电 体 热 导 率 的 温度 依存 关系 . 
所 有 频谱 文中 声 子 能 量 最 大 值 是 @ 的 量 级 . 因此 , 当 了 >>@@ 时 ,一 般 所 有 
声 子 的 能 量 w << 了 ,而 且 对 于 大 多 数 声 子 w ~ @. 于 是 平衡 分 布 昂 数 (67.9) 变 成 
N = TVo >>1. Ne 
在 碰撞 积分 (67.17 ) 中 ,温度 分 离 为 因数 三 ;函数 z 对 频率 w ~ @ 并 不 影响 积分 


的 温度 依存 关系 . 方程 (67.13) 左 边 ,导数 No/sT= 上 1《o 并 不 含有 温度 . 由 此 得 
出 结论 
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因而 热流 
vT 
4= 5 J ondN ss a 
这 样 一 来 , 热 导 率 反 比 于 温度 : 


xl/T, T>>0 
(在 经 典 理 论 中 ,这 个 结果 是 德 拜 得 到 的 ). 在 各 向 异性 晶体 中 ,gqg 和 v7 的 方向 一 
般 不 相同 ,因此 , 热 导 率 不 是 标量 而 是 二 阶 张 量 ; 当 考 虚 它 的 温度 依存 性 时 ,我 们 
将 不 计 及 这 点 . 

让 我 们 在 所 论 及 温度 范围 来 估计 声 子平 均 自 由 程 . 根据 气体 动 理学 理论 的 
初等 公式 (7. 10) ,k ~ Ci, 其 中 C 是 (每 单位 体积 的 ) 热 容量 ,v 是 能 量 载体 的 平 
均 速 率 , 而 1 是 其 平均 自由 程 .晶体 热 容 量 在 高 温 下 是 常量 , 声 子 的 速率 也 是 如 
此 , 它 可 估计 为 声速 uw. 于 是 我 们 看 到 平均 自由 程 1~1/T. 在 如 此 高 的 温度 使 得 
原子 振动 的 振幅 是 晶 格 常量 4 的 量 级 时 ,这 个 平均 自由 程 必须 也 变 成 4 的 量 级 . 
根据 (67. 5) 的 估计 值 , 这 种 温度 是 ~ Mu ,而 对 平均 自由 程 和 有 效 碰 撞 频 率 
v ~ wu/l, 我 们 有 下 列 估 计 值 

1~ Mu’d/T, v~T/(Mud). 
由 此 可 见 ,在 低 于 熔点 的 几乎 一 切 温度 下 实际 上 我 们 有 >> d. 

在 这 个 分 析 中 ,基本 上 假设 晶 格 中 热 阻 的 三 声 子 机 理 对 所 有 声 子 都 是 有 效 
的 ， 各 群 声 子 所 携带 的 能 流 是 相 加 性 的 ,因此 它们 对 热 导 率 的 贡献 也 是 相 加 性 
的 . 如果 该 机 理 即 使 对 任何 一 群 声 子 是 不 充分 的 , 它 对 提供 有 限 热 导 率 也 就 会 
是 不 充分 的 . 在 这 方面 长 波 声 频 声 子 需 要 特殊 分 析 . 

让 我 们 首先 考虑 仅 涉 及 长 波 声 频 声 子 的 过 程 ,这 些 声 子 具 有 相当 数值 的 小 
准 动量 (将 以 带 适 当下 标的 f 表 示 ). 对 于 这 些 过 程 ,我 们 将 在 其 对 /的 依存 性 方 
面 来 估计 碰撞 积分 (67. 17). 根据 (66. 14) ,在 这 个 情况 函数 wxff; ~f . 因数 
No。 ~ T/wx1/f. 上 空间 中 的 积分 是 对 体积 ~f 积 ,而 5 函数 在 体积 中 分 出 一 曲面 
具有 面积 ~ 广 . 因此 我 们 求 得 碰撞 积分 为 

I(x) cr xf 8N 
(其 中 最 后 表达 式 考 虑 到 了 按 (67.15) 的 定义 SN xx/f ) ,这 个 结果 也 可 用 术语 
有 效 碰 撞 截 面 于 以 表述 


(68.2) 


(68.3) 


Be jt (68.4) 


QD 平衡 时 g 明显 变 为 零 形 式 上 是 根据 对 4 站 的 积分 变 为 零 得 出 的 ,因为 被 积 表达 式 是 上 的 奇 函 数 : 
频率 w(K) ,因而 Ni(w) 是 天 的 偶 函 数 . 而 速度 w= 3dw/ak 是 奇 函数 ， 函 数 wl 上) 是 偶 函 数 ,是 由 于 时 间 肥 
演 下 的 对 称 性 而 不 管 品格 的 对 称 性 如 何 ( 见 第 五 卷 , $69). 
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在 动 理 方程 (67. 13 ) 左边 , ( 对 声 频 声 子 ) 因数 u 不 依赖 于 f, 而 swsyaT7e 1A 
因此 
] 





SN cc 一 - 
fr 
长 波 声 子 对 能 流 4 的 贡献 由 积分 (67.4) 对 体积 ~f 取 值 给 出 ,然而 ,这 个 积分 
df rdf (68.5) 
| wudN 7 ps 


对 小 如 1/f 那 样 发 散 . 因此 , 仅 长 波 声 频 声 子 间 的 三 声 子 过 程 会 导致 无 穷 大 热 
导 率 ;为 了 达到 有 限 热 导 率 ,这 些 声 子 与 短波 声 子 之 间 的 碰撞 是 必要 的 (HH. 1. 
IIomepaHyyrk ,1941 ) . 

令 具 有 准 动 量 的 一 个 短波 声 子 衰变 成 一 个 长 波 声 频 声 子 f 和 与 声 子 
属于 同一 频谱 支 (上) 的 一 个 短波 声 子 kk-f-b( 在 下 面 的 分 析 中 ,绝对 值 
没有 >>f 的 事实 重要 ). 因为 函数 w(k) 在 倒 易 晶 格 中 是 周期 性 的 ,我 们 有 
w(k-f-b) =w( 天 -P ,而 能 量 守 恒定 律 给 出 : 


wR) =o(k-f) +u(n)f 0 
右边 第 二 项 , 声 频 声 子 频率 ,是 /的 线性 函数 (u(n) =w(f)/f 是 声波 的 相 速 , 它 
依赖 于 方向 n=f/1). 将 w(k- 了 有 ) 用 小 矢量 f 的 短 作 展开 ,我 们 可 将 这 个 方程 变 
成 下 列 形式 


f+ 90 =fu(n). We 


仅 当 短波 声 子 的 速率 超过 声速 
8 


ok 
时 ,(68.7) 才 能 满足 . 在 这 个 意义 上 ,最 “危险 "的 是 具有 最 高 声速 的 声 频 文 , 当 
提 到 声 频 声 子 时 ,我们 指 的 是 这 个 声 频 支 . 

三 声 子 过 程 的 其 它 可 能 性 ,发 生 在 当空 间 中 有 简 并 性 点 时 ,在 这 些 点 声 子 
频谱 的 两 个 或 更 多 分 支 的 能 量 相 重合 (C. Herring,1954) ;这 类 点 (或 者 孤立 的 ， 
或 者 形成 一 条 线 或 一 个 面 ) 的 存在 ,许多 情况 下 是 晶 格 对 称 性 的 必然 结论 . 结果 
形成 的 可 能 性 ,可 用 作 图 法 予以 阐明 ,我 们 将 首先 给 出 早已 讨论 过 的 ` 超声 短 
波 声 子 的 发 射 这 种 情况 . 

对 了 的 给 定 方向 ,我们 取 作 * 轴 ; 在 图 27a, 连 续 曲线 描绘 短波 声 子 的 冰 数 
w( 上 ,) (给 定 上 ,入 ,)， 将 条 件 (68.7) 写 成 下 列 形式 : 


Cn 


>u(n) (68.8) 








QD 在 各 向 同性 固体 中 , 声 频 谱 的 一 支 对 应 于 纵 振 动 , 而 另 两 支 对 应 于 横 振 动 ; 纵 声 波 速 率 超过 横 声 
波 速率 ,在 各 向 异性 晶体 中 ,纵波 和 横 波 的 划分 一 般 没 有 什么 意义 .然而 ,在 文献 中 常 将 具有 最 高 声速 的 
那 一 支 约 定 称 为 纵波 ， 
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Ow 
v= =u(n,), 
和 


ok 

我 们 看 到 ,如 果 曲 线 在 某 点 的 斜率 等 于 声速 时 , 声 
频 声 子 的 发 射 是 可 能 的 .于 是 ,邻近 这 点 短波 声 
子 的 频率 w(k) 和 w(k -由 曲线 与 虚线 的 交点 
给 出 ,该 虚线 的 斜率 是 u(n,) ;这 两 点 纵 坐标 的 差 
值 给 出 频率 中 

然而 , 如 果 两 支 w( 太 ) 的 曲线 在 某 一 点 
k, =k 相交 ,邻近 该 点 三 声 子 过 程 总 是 可 能 的 ,无 
论 曲 线 的 斜率 如 何 , 以 及 是否 是 简单 交点 (图 
27b) 或 者 是 一 个 切 点 (图 27c). 并 且 两 个 短波 声 
子 属于 不 同 频谱 支 . 

现在 让 我 们 来 估计 , 当 有 简 并 点 时 ,长 波 声 频 
声 子 的 有 效 碰撞 数 ， 这 时 应 说 起 这 个 声 子 的 吸收 
和 发 射 过 程 - 过 程 (67. 8) ( 当 这 样 的 声 子 衰变 
时 一 一 过 程 (67.7) 一 一 所 产生 的 两 个 声 子 也 将 是 
长 波 声 子 , 即 , 回 到 早已 讨论 过 的 情况 )、 因 此 ,我 
们 应 该 在 假设 

Wi ,wa >> wf—0 

下 来 估计 (67.17) 中 的 第 二 项 .同时 我 们 考虑 到 ， 
w cf,N, x 1/f, 以 及 被 积 表达 式 中 余 留 的 因数 可 (© 
用 不 依赖 于 了 的 平均 值 代 震 , 因 为 积分 仅 在 简 并 
点 近邻 取 值 ， 再 次 引进 8N x/ ,我 们 得 到 碰撞 ! 
积分 对 f 的 依存 性 的 下 列 形式 的 估计 1(x) xv(/) 8N, 其 中 


vy(f) «f° {S[k _f) +u(n)f-w,(k)] dk. 
利用 公式 外 





(68.9) 


| 8(F) k= | SET (68. 10) 
积分 在 曲面 Ff(k) =0 上 取 . 于 是 ,可 将 (68.9) 的 积分 变换 成 k 空间 中 的 面积 
分 ,其 中 曲面 由 


QD 注意 到 
dk=dSdi=dSdF/| ViF|, 
扣 立 即 推导 出 这 个 公式 ,其 中 ! 是 沿 曲面 法 线 的 距离 . 
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wi(k-f) +u(n)f-w(k)=0 (68.11) 
定义 . 于 是 我 们 有 
wo:(K) dw(k-f)| (68. 12 ) 
(7 as | 2 人 aD | 


其 中 AS(/) 是 曲面 (68. 11) 的 面积 ,而 角 括 号 表示 对 曲面 求 平均 . 

让 我 们 考虑 一 个 典型 情况 ,其 中 简 并 点 在 大 空间 形成 一 条 曲线 . 因此, 当 
f=0 时 ,曲面 (68.10) 收 缩 至 简 并 点 位 于 其 上 的 一 条 曲线 ,而 对 于 小 f 则 曲面 变 
成 环绕 这 条 线 的 细 管 ;因此 ,面积 AS 对 了 的 依存 关系 与 管 直 径 与 的 依存 关系 
相同 . 

如 果 等 能 面 w(K) 在 简 并 曲线 上 相交 但 并 不 相 切 ( 见 图 27b) ,点 天 离 简 并 点 
的 距离 随 f 线 性 变化 ,而 ASxf 也 是 如 此 . 因为 在 这 个 情况 导数 的 差 在 交点 为 有 
限 ,我 们 有 

本 (68. 13 ) 
积分 (68.5) 现 在 仅 是 对 数 发 散 ,这 个 发 散 性 要 像 当 没有 任何 简 并 情况 ( 见 下 面 ) 
那样 去 除 . 由 于 发 散 是 弱 的 ,通常 在 定律 (68.2) 中 并 不 引起 任何 显著 变化 . 

现在 让 等 能 面 w(K) 在 简 并 点 为 二 次 相 切 .于 是 ,如 我 们 由 图 27c 所 看 到 
的 ,f 正 比 于 离 相 切 点 距离 的 平方 面积 正比 于 这 距离 本 身 , 因此 ASxf/“. 在 
所 论述 情况 下 ,对 于 (68. 12) 中 导数 的 差 值 出 现 对 了 的 同样 依存 关系 ,因为 导数 
曲线 相交 而 不 相 切 ， 因 此 ,在 这 个 情况 ， 

wf cxf’, {68.14) 
在 热 导 率 中 没有 任何 发 散 性 . 

其 它 类 型 简 并 情况 可 以 类 似 地 进行 研究 2. 

如 果 声 子 谱 中 没有 任何 简 并 性 点 , 则 (至 少 一 个 频谱 支 a() 中 ) 对 所 有 方 
向 n 都 必须 满足 条 件 (68.6) ,以 便 保证 三 声 子 过 程 的 有 限 热 导 率 . 否则 的 话 , 有 
限 热 导 率 仅 由 于 高 阶 (四 声 子 ) 过 程 的 结果 而 出 现 ,定律 (68. 2 ) 并 不 成 立 . 注意 
到 在 低温 ,平均 自由 程 增加 并 可 能 变 成 与 物体 尺寸 工 可 比较 ;积分 (68. 5 ) 的 发 
散 性 于 是 可 在 f~1/L 予 以 截止 ,这 会 使 热 导 率 依赖 于 工 . 
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在 低温 (7 << @) , 介 电 体 中 热 传 递 的 性 质变 得 相当 不 同 . 问题 是 在 这 些 条 
件 下 , 倒 逆 过 程 的 数目 必得 指数 式 小 ,这 由 下 列 论据 可 清楚 看 出 ， 
具有 倒 逆 的 三 声 子 过 程 中 , 准 动量 守恒 由 等 式 k =k, +K +b 所 表达 ,要 求 


人 ”关于 它们 的 讨论 ,在 赫 林 (C. Herring) 的 原文 献 :Phys Rev. , 95(1954) ,954 中 可 以 找到 . 
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三 个 准 动量 中 至 少 一 个 应 很 大 ,让 这 一 个 为 后 ~& 于 是 能 量 w, ~ 昌 , 而 因此 能 
量 守 恒 (w = w, + w: ) 要 求 能 量 w ~ 日 也 应 很 大 . 然而 , 当 T 了 <<@ 时, 绝 大 多 数 声 
子 具 有 能 量 ~ 了 ,具有 能 量 ~ @ 的 声 子 数 为 指数 式 小 量 . 因此 ,无论 对 于 声 子 衰 
变 过 程 ,还 是 对 于 二 声 子 育 合 的 道 过程 ,初始 声 子 数 都 是 指数 式 小 ,因而 发 生 这 
类 过 程 的 数目 也 都 是 指数 式 小 . 容易 看 出 这 样 的 事实 ,在 这 些 论证 中 是 否 三 声 
子 过 程 并 不 重要 ,这 种 论证 对 涉及 更 多 数目 声 子 的 过 程 是 同等 适用 的 . 
在 这 个 情况 , 热 传 递 的 物理 图 像 如 下 : 声 子 的 许多 正常 碰撞 ,其 中 总 准 动 量 
是 守恒 的 , 仅 导 致 在 声 子 气体 中 建立 “内 部 "平衡, 声 子 气体 仍 可 以 任何 速度 V 
相对 于 品格 运动 ,少数 具有 倒 逆 的 磁 撞 仪 使 分 布 函 数 略 微 改 变 , 但 建立 起 (正比 
于 温度 梯度 的 ) 确 定 速度 Y; 这 个 本 身 也 决定 热流 . 现在 我 们 将 说 明 在 问题 的 数 
学 解 中 如 何 描述 这 个 图 像 攻 . 
动 理 方程 可 写 为 
aN, 
T° vT=I1 (x) +1,(x), 
其 中 碰撞 积分 被 分 成 与 正常 碰撞 (下 标 N) 和 倒 逆 碰 撞 ( 下 标 U) 相 联系 的 两 部 
分 ,对 应 于 气体 整体 以 速度 V 运 动 的 平衡 分 布 阴 数 ,通过 将 No(w) 中 的 目 变 量 
由 用 ww- 大 .YY 代替 而 获得 ; 当 允 很 小 时 ,我 们 有 
oN (69.2) 


Ni (wo -下 ,.VY)=N(o) -大 ， 
按照 上 述 图 像 ,我 们 寻求 方程 (69.1) 的 下 列 形式 的 解 : 
(69.3) 
X =Xw +Xu, Xn =Kk* VV, 


Xu 是 分 布 函数 中 归 因 于 倒 递 过 程 的 变化 部 分 , 它 远 小 于 Xnw， 如 果 vy 和 v ,分别 表 
示 有 和 无 倒 逆 过 程 时 的 有 效 碰撞 频率 的 数量 级 (zu << 办) ,于 是 


Xu/XN ~ Vu/VN: 


(69.1) 


(69.4) 
代入 (69.1) 导 致 下 列 方程 


No 

oT 

其 中 作用 于 函数 x 的 线性 算 符 由 (67. 17) 定 义 . 在 表达 式 (69.5) 中 我 们 曾 考虑 

到 I(xn) =0 的 事实 ,并 将 1 (xu ) 项 作为 小 量 而 忽略 掉 ;在 关系 式 (69.4) 的 条 
件 下 ,右边 余 留 的 两 项 是 相同 数量 级 . 

首先 ,必须 强调 , 当 忽 略 倒 逆 过 程 并 且 温 度 梯度 不 为 零 时 , 动 理 方程 一 般 无 

解 ， 确 实 ,让 我 们 用 大 乘 方程 (69.5) ,对 dk/(2r) 积分 ,并 对 所 有 声 子 频谱 支 


(69.5 ) 





u* VT=1 (xy) +1,(xn), 


QD 必须 注意 到 不 含糊 地 将 倒 逆 过 程 作为 小 效应 予以 分 出 ,正好 是 通过 §66 中 所 描述 的 对 倒 易 品格 
中 元 胞 的 选取 而 达到 的 ;其 结果 是 ,只 有 低能 长 波 声 子 间 的 一 切 碰撞 才 是 正常 碰撞 . 
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求 和 . 因为 对 正常 碰撞 ,总 准 动量 是 守恒 的 ,项 以 (xo) 结 果 变 为 零 ,以 至 剩 下 
aNo dk | 
2 | ka oT (2T) > [rr Ge) Hs ) Cn 
当 忽略 倒 递 过 程 时 ,这 个 方程 右边 为 零 ,然而 左边 肯定 不 为 零 (显然 被 积 函数 为 
k 的 偶 函 数 , 因 为 w(k) 是 偶 函 数 而 wu = 3w/9k 是 奇 函 数 ). 这 个 矛盾 情况 意味 着 
动 理 方程 无 解 ， 
然而 ,考虑 到 倒 逆 过 程 后 ,方程 (69.6) 确 定 解 (69.3) 中 的 未 知 量 V. 为 简化 
公式 的 记号 ,我 们 将 假定 晶体 具有 立方 对 称 性 . 于 是 晶体 的 各 向 异性 在 (69. 6) 
的 积分 中 并 不 出 现 了 ,因此 ,代入 (69.3) 的 xw 后 ,这 个 方程 变 为 








AVIT= -vB YY ， (69.7) 
这 里 引用 的 记号 是 
B, = Sn : uN TEs, 
Bp, = | 和 er (69. 8) 
Typ, = -地 人， 1 (kK) Ts 


(将 因数 B6, 分 开 是 为 了 简化 以 后 的 公式 ). 
方程 (69.7) 确 定 Y, 于 是 能 流 用 积分 (67.4) 来 计算 ,其 中 N 要 代 之 以 函数 
人 
dw w oT 


于 是 4 = TB,Y; 它 与 (69.7) 一 起 给 出 94= -xk VvT, 其 中 热 导 率 是 


k=B'/(vuB,). 
值得 注意 的 是 在 这 个 情况 « 的 计算 并 不 需要 求解 出 动 理 方程 (69. 5 ) ,只 要 计算 
出 积分 (69. 8). 
积分 B, 和 B, 由 频率 范围 a。~7 巴 以 确定 ,此 范围 包含 绝 大 多 数 声 子 . 这 些 
积分 仅 以 朝 律 依赖 于 T 因为 只 有 声 频 声 子 能 具有 低能 ,B, 和 B, 实 际 上 只 需 对 
三 个 声 频 支 求 和 ， 容易 看 出 ,我 们 于 是 有 
B， ,B， cc 2. (69. 10 ) 
积分 mw 中 包含 指数 依赖 关系 . 它 的 具体 表达 式 可 以 通过 (67. 17) 获得 .对 
于 倒 逆 过 程 我 们 有 





(69.9) 


QD 对 立方 对 称 性 ,任何 二 阶 张 量 归结 为 一 个 标量 :0op = a88,0 = oo 


$69 介 电 体 中 的 热传导 ”低温 * 279: 


Xn, +XN, —XN = V. (Kk +k,—-k)=V.b. 
对 绝 大 多 数 声 子 有 w ~ 7, 而 分 布 函 数 Ne ~ 1, 然 而 ,对 w >> 7T 的 声 子 ,函数 
Ne <<1. 因此 ,在 估计 积分 时 无 需 考 虑 因数 N,+1 ~1. 函数 
N,=e-”(N, +1) 
包含 因数 e““, 它 也 许 是 指数 式 小 ,而 它 在 对 积分 的 估计 中 有 决定 性 影响 . 
因此 ,如 果 我 们 仅 考虑 vu 对 温度 的 指数 孔 数 依存 关系 ,我们 有 


vy 2 [eS(o-o, ~ w,)d kd k,, Sd 
(gb) 
其 中 求 和 是 对 所 有 频谱 支 g,g,,g; 以 及 对 倒 逆 过 程 中 出 现 的 所 有 非 零 5b 取 值 的 . 
方程 
wk) = ws (Kk) +w, (k—k,) i, 
定义 六 维 丰 ,大 空间 中 的 五 维 曲面 . 令 A(g,g,8;) 为 这 个 超 曲 面 上 we(K) 的 最 
小 值 ;因为 倒 逆 过 程 中 所 涉及 的 声 子 能 量 很 大 ,这 些 值 是 ~B. (69.11) 中 对 (g) 
求 和 中 的 每 个 积分 正比 于 exp[ -A(g,g81,8;)/T]. 仅 保留 其 中 最 大 者 ,我 们 有 


Vu exp( -A,i,/T), CH 
其 中 A, 是 A(g,g1,8;) 的 最 小 者 . 
我 们 因此 得 出 结论 , 热 导 率 基 本 上 按 指数 函数 关系 依赖 于 温度 : 
(69.14) 


Kxexp(A,,/T), 

其 中 A,,, ~ 9B(R.E. Peierls ,1929 ) . 

涉及 更 多 声 子 的 高 阶 过 程 导 致 同样 特性 的 温度 依存 关系 ,并 且 4 为 每 个 过 
程 中 初始 声 子 能 量 的 最 低 可 能 值 (或 者 等 价 地 ,参与 过 程 的 所 有 初 、 末 声 子 总 能 
量 最 低 值 的 一 半 )， 原 则 上 ,可 能 发 现 这 个 值 小 于 对 三 声 子 过 程 的 ,在 那 种 情况 
下 ,当然 , 当 过 程 的 阶 次 增加 时 ,尽管 指数 函数 的 系数 减 小 ,高 阶 过 程 对 热 导 率 的 
贡献 可 能 变 成 主要 的 . 

与 倒 逆 过 程 频率 vi 不 同 ,正常 磁 撞 的 有 效 频 率 和 如 温度 的 滋 逢 那样 减 小 ; 
考虑 到 在 $71 中 的 应 用 ,我 们 将 确定 这 个 减 小 的 关系 . 

正常 碰撞 在 具有 w ~ 了 的 声 频 声 子 间 发 生 ,这 些 声 子 形 成 绝 大 多 数 . 它们 的 
准 动量 上 ~w/u ~ 7T/u， 在 碰撞 积分 (67. 17 ) 中 ,积分 是 对 由 $ 函数 在 体积 ~ 左 中 
区 分 出 的 具有 面积 ~ 及 的 曲面 求 的 . 在 这 个 区 域 , 函 数 No -1 和 函数 wx 户 ( 按 
照 (66. 14))， 因此 和 we 大 .比例 系数 最 简单 地 按照 下 列 条 件 来 确定 : 当 了 ~@ 
时 ,这 个 表达 式 与 估计 量 (68. 3 ) 必须 归结 为 相同 结果 ,所 以 


人 (69. 15 ) 
OO Mud 
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$70 杂质 对 声 子 的 散射 


在 前 两 节 中 ,我 们 曾 假 设 唱 格 是 理想 的 ,无 缺陷 的 . 现在 让 我 们 详细 讨论 ， 
在 介 电 体 中 的 热传导 方面 ,杂质 原子 对 声 子 散射 可 能 起 的 作用 . 
就 长 波 声 频 声 子 而 论 ,杂质 原子 是 晶 格 中 的 点 缺陷 . 这 类 缺陷 上 散射 的 特 
征 性 质 在 于 它 是 弹性 散射 ( 声 子 频率 不 改变 ). 并 且 其 散射 截面 随 频率 降低 而 迅 
速 减 小 ,或 者 就 等 于 , 随 波 数 如 上 那样 变化 呈 . 
杂质 对 声 子 散 射 的 碰撞 积分 具有 形式 
C(N,) =N ,| wk,k'){NG (+N) 一 AI+Ae) 5Cw -7 7 
(7T0.1) 
照例 ,大 括号 中 的 第 一 项 给 出 每 单位 时 间 下 列 散射 事件 的 数目 :使 一 个 声 子 从 具 
有 准 动量 的 任何 值 大 的 状态 散射 到 具有 给 定 值 下 的 状态 并 且 对 应 于 相同 能 量 
这 样 的 散射 事件 .类 似 地 ,第 二 项 给 出 使 声 子 从 该 给 定 态 进入 任何 其 它 态 这 样 
的 散射 事件 数 . 如 果 杂 质 原子 无 规 分 布 , 它们 之 间 的 平均 距离 远大 于 散射 振 
幅 , 则 不 同 原子 独立 地 散射 ,概率 是 加 性 的 . 在 ((70. 1) 曾 经 假设 过 的 ) 这 些 条 
件 下 ,散射 事件 的 总 数 正 比 于 杂质 原子 浓度 N;,,. 对 于 各 向 异性 介质 中 的 散射 ， 
函数 w(K ,大 ') 依 赖 于 两 个 矢量 大 和 大 "的 方向 ,而 对 其 绝对 值 上 = 大 的 依赖 关系 是 
wxk， 在 (70.1) 中 ,我 们 曾 令 w(Kk,k') =w(k',k). 这 性 质 与 散射 幅 很 小 有 和 密 
切 关系 ;在 玻 因 近似 下 , 当 和 忽略 二 阶 项 时 ,由 么 正 性 条 件 可 直接 得 出 这 个 结果 
( 见 第 三 卷 , § 126). 玻 恩 近似 一 般 不 适用 于 杂质 原子 对 声 子 的 散射 ,然而 ,在 
低温 下 , 当 论 及 具有 小 天 的 声 子 时 ,散射 幅 为 小 量 是 由 于 另外 理由 , 它 正 比 于 大 ; 
如 果 和 忽略 x 的 项 ,我 们 再 次 得 到 上 述 同 样 结果 . 
(70. 1) 大 括号 中 的 乘积 N,Ni 相 消 ,在 代 人 N= No + S56N 后 ,碰撞 积分 立即 
被 线性 化 为 : 
C(N) =1, (8N) =N, [wo(5N -8N,) 8( ow -oa (70.2) 
这 个 积分 像 w 那样 正比 于 岂 ， 因 为 当 w <<T 时 ,3N,/9Tx1/wcx1/k, 在 这 个 频 
率 范围 ,我 们 有 
SN cc 天 一 ， (7 3) 
一 个 类 似 情况 早已 在 $68 中 出 现 过 (比较 (68.4) ). 依存 关系 (70.3) 导致 确定 
热流 的 积分 的 发 散 性 . 因而 晶体 中 杂质 的 存在 本 身 并 不 能 保证 介 电 体 的 有 限 热 


@ 这 是 声波 被 远 小 于 波长 的 障碍 物 散 射 的 一 般 性 质 ( 比较 第 六 卷 ,876) ,还 可 与 长 电磁 波 散 射 中 
的 相应 情况 (第 二 卷 , $ 79) 进 行 比较 . 
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导 率 . 
然而 ,这 并 不 意味 着 杂质 在 确定 热 导 率 中 一 般 不 起 任何 作用 . 问题 是 杂质 
原子 的 散射 使 声 子 的 准 动量 并 不 守恒 ,在 这 个 意义 上 它 可 能 起 到 倒 逆 过 程 的 作 
用 . 在 充分 纯 样品 中 ,可 能 存在 一 个 低温 范围 使 得 杂质 (对 具有 w ~ 了 的 声 子 
的 ) 散 射 的 有 效 频 率 v,, 介 于 声 子 间 正常 碰撞 和 倒 逆 碰 撞 频 率 之 间 : 
VN >> Vn >> zu 
在 这 种 条 件 下 ,杂质 散射 起 倒 逆 过 程 的 作用 ,如 果 用 /i;,, 代 替 ,公式 (69.6) 一 
(69. 8 ) 仍 适 用 ， 于 是 热 导 率 由 公式 (69.9) 给 出 ,其 中 zw, 代替 办: 
= B' 
BVinp 
按照 (70.2) ,v,,, xw' ~T“. 对 声 频 声 子 , 量 B6, 和 p, 正 比 于 7 ( 见 (69.10)). 于 
是 ,在 这 个 情况 ,我 们 有 «1/T. 
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当 正 常 碰撞 的 平均 自由 程 (i,) 远 小 于 倒 逆 过 程 的 平均 自由 程 (i,) 时 ， 
了 


(70.4) 





/ny 一 0 <<1, 
准 动量 近似 守恒 ,使 得 低温 下 晶体 中 的 声 子 系统 在 许多 方面 类 似 于 寻常 气体 . 
正常 碰撞 在 气体 ( 线 度 远大 于 i 的 ) 每 个 体 元 中 建立 内 部 平衡 ,而 每 个 体 元 仍 可 
以 任何 速度 VV 运动 .如果 速度 VV 和 温度 7T 仅 在 远大 于 i 的 距离 (和 在 远 长 于 
1/v 的 时 间 ) 才 发 生 显著 变化 , 则 对 它们 可 导出 “流体 力学 "方程 组 . 我 们 将 在 对 
速度 Y 和 温度 梯度 (它们 将 被 认为 是 同 阶 小 量 ) 为 线性 近似 下 来 构造 这 个 方程 
组 .而 且 ,为 简化 公式 ,我们 将 再 次 ( 像 869 中 那样 ) 假定 晶体 具有 立方 对 称 性 . 
所 寻求 的 一 个 方程 表达 能 量 守恒 定律 ， 它 是 通过 将 分 布 函 数 (69.2) 代 人 
(67.3) 和 (67.4) 而 获得 的 ， 当 实现 对 大 的 方向 的 积分 时 ,w( 天 TY)9No/aw 和 
wuN。 的 积分 为 零 (比较 273 页 的 脚注 )， 函 数 wo(w) 仅 通过 了 而 依赖 于 坐标 和 
时 间 . 忽略 包含 乘积 六， V7 的 项 ,我 们 求 得 


pyar +BiTY V=0, (71.2) 


其 中 


8, = 9E,/97, (71.3) 


5 是 平衡 能 量 密度 ,而 B, 由 (69. 8) 和 定义 ， 
第 二 个 方程 表达 准 动量 的 (近似 ) 守 恒 . 它 由 动 理 方程 


SY +a: YN= Cu(N) +Cuo(N) (71.4) 
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通过 以 (69.2) 形 式 的 N 代 入, 乘 以 k 后 对 dk 积分 ,并 按 声 子 类 型 求 和 而 获得 . 
由 于 正常 碰撞 中 准 动量 守恒 ,KC、(NN) 的 积分 为 零 ， 结果 得 到 


aV 
BT +BVvT = -vuB,TV, Se 


其 中 B, 和 vw 由 (69.8) 给 出 . 方程 (71.2) 和 (7.5) 形 成 所 寻求 的 介 电 体 中 声 子 
气体 的 流体 力学 方程 组 . 

方程 (71. 5 ) 右边 指数 式 小 项 (与 v, 一 起 的 ) 描 述 倒 逆 过 程 的 影响 ， 当 忽略 
这 项 时 , 准 动量 严格 守恒 . 在 这 种 条 件 下 ,未 阻尼 波 能 在 声 子 气体 中 传播 ,类 似 
于 超 流 体 中 的 第 二 声波 (B. II. Hemxos,1946). 的 确 , 由 (71.2) 和 (71.5) 消 去 
yY, 这 种 情况 下 我 们 得 到 下 列 波 方程 : 








07 Bh (71.6) 
or” 7 
它 描述 具有 速率 为 
&2 一 (BM626,) 和 
的 温度 振荡 的 传播 . 


如 早已 提 过 的 ,低温 下 对 积分 B, ,B, ,Bs 的 贡献 几乎 完全 来 自 频 谱 的 声 频 文 . 
对 于 线性 色散 关系 w(K) ,这 些 积 分 正比 于 7 ;速率 (71.7) 于 是 不 依赖 于 温度 ， 
并 且 与 声速 为 相同 量 级 中 . 

迄今 我 们 假设 晶体 为 无 限 大 . 在 低温 下 , 当 声 子平 均 自由 程 迅 速 增 大 时 , 实 
际 可 能 出 现 这 样 一 种 情况 ,其 中 平均 自由 程 变 成 与 晶体 的 大 小 工 可 比较 ,甚至 变 
得 远大 于 后 者 . 这 尤其 适合 于 指数 式 增 大 的 必 、 

让 我 们 考 开 这 样 的 介 电 体 中 的 热 传 递 , 它 具有 lu >>L( 下面 将 更 明确 规定 
此 条 件 ) 但 仍 有 1、 << 工 ;后 一 不 等 式 使 我 们 能 应 用 声 子 的 流体 力学 方程 (了 . A. 
Sussmann ,A. Thellung ,1963;P. H. TypxkH,1964 ) . 

由 于 晶体 表面 的 微观 凹凸 不 平 性 , 声 子 通常 从 该 表面 无 规 反 射 (或 称 漫 反 
射 ) ;这 意味 着 声 子 气 体 的 宏观 速度 在 表面 处 为 零 . 然而 ,方程 (71.2) 和 
(71.5) 并 不 允许 有 这 种 边界 条 件 ; 它 们 的 解 只 能 满足 表面 处 速度 的 法 向 分 量 为 
零 的 条 件 ， 如 寻常 液体 的 流体 力学 中 那样 , 切 向 速度 分 量 为 零 的 边界 条 件 要 求 
考虑 到 液体 的 黏 性 . 

在 定 态 情况 ,方程 (71.2) 给 出 VY. Y=0, 即 声 子 气体 为 不 可 压缩 的 ， 考虑 到 
黏 性 要 在 (71. 5) 右边 增 加 A AV 的 一 项 ,类 似 于 寻常 黏 性 流体 的 纳 维 -斯 托 克 


QD 在 具有 声 子 能 谱 的 各 向 同性 液体 (低温 下 的 超 流 氨 ) 中 ,总 共 只 有 一 个 声 频 支 ,其 中 w=uk. 于 是 
/Bi = 中,B/B, = 二 ,而 第 二 声速 是 wa = w/Y3. 
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ee 


斯 方程 中 的 对 应 项 . 在 定 态 情况 ,这 个 方程 是 

PVT -=k AV -roy. (71.8) 
量 凡 具有 量 纲 [m?vs] ,起 声 子 气体 的 运动 恭 度 的 作用 D. 它 的 计算 原则 上 需要 
相应 动 理 方程 的 解 ， 然而 ,对 于 数量 级 估计 ,我 们 可 以 应 用 寻常 气体 动 理学 理论 
的 公式 , 按 此 有 


a (71.9) 


当 方 程 (71.8) 中 项 wyY 与 AAY 相 比 较 可 忽略 时 ,尺寸 大 小 效应 是 占 优势 
效应 .例如 ,让 我 们 考虑 沿 直 径 为 R 的 圆柱 棱 的 热 传 递 ，R 是 关于 速度 VV 变化 
的 特征 长 度 , 因 此 AV ~ V/AR*. 我 们 看 到 ,如 果 j/R >>vu, 项 voV 可 忽略 . 利用 
估计 (71.9) ,这 个 条 件 变 成 lL >> il, 其 中 

bm 
在 有 限 物体 中 起 有 效 声 子平 均 自 由 程 的 作用 . 相反 ,如 果 ln >> 必 ,物体 的 大 小 
不 重要 ,因而 (69. 14) 有 效 . 

当 4 >> ls 时 , 沿 棒 的 热 传 递 过 程 是 黏 性 声 子 气体 的 泊 肃 叶 流 . 这 可 用 有 效 
热 导 率 kr 来 描述 , 它 确定 能 流 密度 为 - ksVT, 其 中 Y7 是 沿 棒 的 温度 梯度 通 
过 将 (71. 10) 代 入 表达 式 kr ~ Culs, 可 以 估计 这 个 热流 . 在 低温 下 ,品格 热 容 
CcxT ,而 按 (69.15) ,人 ~ ut ec 了 一. 因此 ,有 效 热 导 率 是 

KCRT, PR/ <<l, <<R; 
它 随 温度 的 降低 而 降低 . 

最 后 ,在 更 低温 度 下 , 当 还 有 !、>> R 时 , 声 子 相 互 之 间 的 碰撞 变 成 不 重要 
(如 寻常 高 度 稀薄 气体 的 克 努 森 情 况 中 那样 )， 于 是 物体 的 大 小 R 起 平均 自由 
程 的 作用 ,有 效 热 导 率 是 


(71. 10) 


(71.11) 


ks ~ CuRe THR (71.12) 


(H. B.G.Casimir, 1938 ) . 
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介 电 晶体 中 声 吸 收 的 特性 , 极 大 地 依赖 于 声波 波长 与 热 声 子平 均 目 由 程 ! 
之 间 的 关系 . 如果 波长 远大 于 !(fl <<1, 其 中 f 是 声波 波 和 撩 了 的 值 ) ,以 弹性 理论 
的 方程 为 基础 的 宏观 理论 是 有 效 的 ( 见 第 七 卷 , § 35). 按照 这 个 理论 , 声 吸 收 系 
数 由 两 项 组 成 ,它们 分 别 由 介质 的 热传导 和 黏 性 确定 . 两 项 都 正比 于 频率 的 平 


个 ” 纯 定性 地 考虑 这 个 问题 ,这 里 我 们 完全 忽略 了 晶体 的 各 向 异性 . 必须 记 住 ,即使 具有 立方 对 称 
性 , 黏 性 也 不 是 用 一 个 标量 黏 性 系数 来 描述 ,而 是 要 用 具有 不 止 一 个 独立 分 量 的 四 阶 张 量 来 描述 ， 
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方 . 这 里 我 们 的 目的 ,是 寻求 它们 对 温度 的 依存 关系 . 
热传导 对 声 吸 收 系数 的 贡献 ,数量 级 上 由 公式 


2KTa p (72. 1 ) 


Yih ~ uC 


给 出 中 ,其 中 a 是 物体 的 热膨胀 系数 ,C 是 每 单位 体积 的 热 容 ,p 是 密度 . 在 高 温 
T>> @ 下 , 热 导 率 kx1/T, 而 C 和 a 不 依赖 于 温度 ( 见 第 五 卷 , 8$65, 8$67). 因 
此 ,在 这 个 范围 ,yw 不 依赖 于 温度 . 在 低温 下 ,yw 的 温度 依存 关系 (在 理想 曲 格 
中 ) 主要 由 热 导 率 确定 , 当 了 降低 时 ,yu 指数 式 增 加 ， 

现在 让 我 们 来 确定 声 吸收 系数 的 黏 性 贡献 部 分 (A. HH. Axuesep ,1938 ) . 

外 声场 通过 引起 唱 格 的 宏观 形变 而 改变 声 子 色散 关系 . 热 声 子 波长 远 小 于 
声波 波长 ;因此 ,相对 于 热 声 子 来 说 ,可 认为 形变 是 均匀 的 , 即 , 可 以 认为 热 声 于 
是 处 于 仍 为 有 规则 但 周期 性 略 改变 的 晶 格 中 . 按 小 形变 的 一 级 近似 ,这 种 品格 
中 的 声 子 频率 w(K) 与 未 形变 晶体 中 的 声 子 频率 值 w“(K) 由 下 列 形 式 的 公式 


wk) =wW (KK)(1+Asstao) 2 


相 联系 ,其 中 








1 /19U. 3U 
op -7 ax | 
是 应 变 张 量 , 而 UV 是 位 移 和 撩 量 . 晶体 的 特征 张 量 人 一般 依赖 于 大 ;然而 ,对 具有 
线性 色散 关系 的 长 波 声 频 声 子 , 它 并 不 依赖 于 大 的 绝对 值 . 

(72.2) 中 的 括号 内 还 应 包含 形式 为 AVxzr 的 一 项 , 它 表达 下 列 平 凡事 实 : 
如 果 形 变 引 起 唱 格 体积 元 的 转动 (了 xUV0) ,这 改变 了 ( 倒 吻 晶 格 ) 轴 的 方 问 ， 
色散 关系 中 声 子 的 准 动量 是 相对 这 些 轴 定 义 的 ;项 入 Vx 应 描述 大 的 相应 变 
化 . 我 们 在 (72.2) 中 没有 写 出 这 项 ,因为 先 验 地 显然 它 不 能 影响 我 们 这 里 论 及 
的 声波 中 的 能 量 耗 散 : 实 际 物 理 效应 ( 耗 散 ) 不 能 依赖 于 矢量 VxU, 即 使 对 于 物 
体 整 体 的 纯粹 转动 , 它 也 不 等 于 零 . 

由 于 品格 形变 引起 的 声 子 分 布 函 数 的 变化 由 动 理 方程 


oN,. AN， _ (2 
3 是 十 7 =C(N) 
给 出 ,其 中 CCN) 是 声 子 声 子 碰 撞 积 分 (67.6) , 了 是 由 形变 必然 引起 的 晶体 中 给 
定点 的 温度 变化 率 ， 以 通常 方式 将 这 个 方程 线性 化 ,并 应 用 (67. 15) 所 定义 的 


,我 们 可 以 将 它 化 至 下 列 形式 : 


Q@ ”为 明确 起 见 ,我 们 给 出 每 单位 路 程 长 度 的 吸收 系数 . 对 于 每 单位 时 间 的 系数 与 频率 和 温度 的 依 
存 关 系 是 相同 的 ,因为 两 个 系数 的 定义 仅 相差 一 个 恒定 因数 声速 . 
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o (4., 上 -了 | -ron， (72.4) 


其 中 I(x) 是 线性 化 碰撞 积分 (67. 17). 方程 (72. 3) 左 边 的 导数 w 已 借助 于 
(72.2) 子 以 变换 ;此 处 及 以 后 将 略 去 未 扰 频 率 的 上 标 (0 ). 


导数 了 原则 上 可 以 借助 于 同一 张 量 4 来 表达 . 将 方程 (72. 4) 两边 用 多 
乘 ,对 大 空间 积分 ,并 对 所 有 声 子 频谱 支 求 和 ,由 于 碰撞 中 能 量 守恒 ,结果 右边 归 
结 为 零 . 方程 左边 给 出 


上 了 人 


TT 
Tw 
其 中 As 是 张 量 和 As 对 w 9No/aw 求 平均 的 结果 , 在 高 温和 低温 两 个 极限 情况 
下 ,A。 都 是 不 依赖 于 温度 . 的 确 , 当 7 >> @ 时 , 求 平均 中 重要 的 声 子 是 具有 与 温 
度 无 关 的 准 动 量 k ~k,, ~ 1/d 的 那些 声 子 . 而 当 T7 << 8 时 ,长 波 声 频 声 子 是 重 
要 的 声 子 , 具 有 入 ,不 依赖 于 ,因此 求 平均 再 次 不 会 导致 对 温度 的 任何 依存 性 . 
用 A,s -As = 和 ss 我们 将 动 理 方程 写成 
wo A Uo =1(X). (72.6) 
其 次 ,让 我 们 推导 关于 非 平衡 声 子 气体 中 能 量 耗 散 的 公式 . 我 们 从 玻 色 气 


体 每 单位 体积 的 精 的 表达 式 出 发 : 











S = > [ {CN+ In(N+1) -Nm Ny (70.7) 
( 见 第 五 卷 ,$55). 这 个 表达 式 对 时 间 求 导数 给 出 
二 ~ N+l1 dk (i 
> | N In gp 


这 里 用 积分 C(N) 代 替 入 (比较 $4) 并 适当 地 重新 命名 表达 式 (67.6) 中 两 项 内 
的 变量 天 ,大 k, ,我 们 可 将 $ 化 至 下 列 形式 : 


$ = 一 Dp fw ks ksh ) do -oa -os)x 


(N, +1)N,N, dk, dh 
N,(N, +1)(N, +1) on 
用 了 乘 上 式 给 出 耗 散 函数 , 即 ,每 单位 时 间 和 体积 所 耗 散 的 能 量 . 代入 N=N。 +8N 
(用 (67. 15 ) 形 式 的 ， 并 保留 以 8N 的 寡 展 开 式 中 的 第 一 (二 次 ) 项 ,我 们 求 得 

TS = 了 | wk, 人 i 


人 


xn ]5Cw +1)NN -NN, + (N, +1)]——— 
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x (No + 1) No Nos (x -xX a ey 
(2T) 
上 述 公 式 足 以 确定 声波 吸收 系数 的 温度 依存 关系 . 让 我 们 首先 考虑 高 温 范 围 . 
在 这 个 情况 ,碰撞 积分 7(x) 包含 温度 因数 7 ( 见 $68 开头 ). 在 动 理 方程 
(72.6) 左 边 我 们 有 wsNoowo= - To, 而 且 对 绝 大 多 数 声 子 频率 w ~ 日 不 依赖 
于 温度 . 因此 ,对 于 这 些 频 率 ,我 们 有 





x ~ ho Uo 
由 表达 式 (72.9) ,其 中 应 令 N, = To >> 1 ,现在 我 们 求 得 耗 散 函数 不 依赖 于 温 
度 . 对 于 吸收 系数 同样 也 是 正确 的 ; 它 是 通过 将 耗 散 函 数 除 以 声波 中 的 能 流 密 
度 而 获得 的 ,而 后 者 也 是 不 依赖 于 温度 的 量 . 因此 , 当 了 >>@ 时 ,声波 吸收 系数 
的 黏 性 部 分 和 热传导 部 分 都 是 不 依赖 于 温度 的 . 

在 低温 下 ,首先 必须 强调 ,与 热传导 问题 的 一 个 基本 差别 是 :即使 忽略 倒 逆 
过 程 (低温 下 其 频率 很 小 ) ,声波 吸收 系数 也 是 有 限 的 . 注意 到 在 热传导 的 情况 ， 
当 忽 略 倒 逆 过 程 时 , 动 理 方程 无 解 ; 这 是 因为 将 这 个 方程 乘 以 大 并 对 整个 声 子 谱 
积分 后 会 引致 予 盾 的 结果 ;方程 右边 变 为 零 而 左边 显然 不 为 零 ( 比 较 (69. 6)). 
然而 ,对 于 方程 (72.6) ,并 不 出 现 这 样 的 矛盾 :因为 它 的 左边 是 天 的 偶 函 数 , 乘 
以 后 变 成 奇 函 数 ,而 对 4 积分 变 为 零 . 同时 意味 着 ,含有 倒 逆 过 程 算 符 的 
项 , 即 KkI,(x), 它 的 积分 也 为 零 ， 因为 这 不 是 由 任何 守恒 律 所 保证 的 ,因而 对 动 
理 方程 的 解 强加 了 一 定 条 件 : 函 数 xX() 必 须 是 上 的 偶 函 数 ( 因 而 kru(X) 是 奇 蚌 
数 ,因为 容易 证 明 算 符 1 并 不 改变 x 的 奇偶 性 ). 这 个 条 件 消去 了 归 因 于 ( 当 没 
有 倒 逆 过 程 时 ) 存 在 形式 为 xX =k， 8V 的 “寄生 " 解 的 任意 性 ， 因 为 它 是 此 的 奇 
函数 ,从 而 保证 了 这 些 过 程 不 存在 的 极限 情况 下 的 正确 过 渡 . 

当 7T<<B 时 ,具有 能 量 w ~ 了 的 声 子 在 碰撞 积分 中 (和 在 耗 散 区 数 中 ) 是 最 
重要 的 . 这 些 是 频谱 声 频 支 中 的 长 波 声 子 ;它们 的 频率 随 上 线性 变化 ,因此 它们 
具有 上 ~T/u. 根据 (66. 14) ,对 于 这 种 声 子 的 碰撞 ,在 积分 (67. 17) 中 项 数 w 是 
wc kk k,， 分 布 函数 N, 仅 依赖 于 比值 w/T, 所 以 当 w ~T 时 有 NN。~1. 积分 是 对 
di = kdk,do, 求 积 ,而 对 是 在 ~T 的 区 域 . 因此 ,每 个 因数 ,kk ,k, 对 积分 页 
献 一 个 因数 了 ,而 8$ 函数 给 出 因数 1/T， 从 而 整个 积分 ,在 其 对 温度 的 依存 关系 
方面 估计 为 XT 4 当 w -7 了 时, 动 理 方程 (72.6) 左 边 不 依赖 于 温度 . 因 些 , 当 
w ~ 了 时 ,我 们 有 

x es 
然后 ,积分 (72.9) 的 类 似 估计 导致 这 样 的 结果 , 耗 散 函数 ,从 而 声波 吸收 系数 的 
黏 性 部 分 反比 于 也 因此 
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yeco2[T， 当 7T<<@. 《72. 10) 
对 倒 逆 过 程 没 有 任何 需要 ,其 结果 是 这 部 分 吸收 系数 仅 以 震 律 随 温 度 的 降低 而 
增加 ,而 不 是 按 指数 律 变化 . 

前 述 推导 过 程 中 耗 散 函数 的 应 用 ,使 得 有 可 能 回避 将 晶体 中 的 黏 性 应 力 张 
量 通过 声 子 分 布 范 数 来 表达 的 问题 . 这 不 是 一 个 平凡 问题 ,因为 实际 动量 流 张 
量 是 复杂 的 ,这 个 动量 与 声 子 的 准 动量 不 相同 . 我 们 将 阐明 怎样 从 耗 散 妇 数 的 
形式 推 寻 出 这 个 表达 式 . 


为 此 ,我 们 再 次 从 积分 (72.8) 出 发 ,现在 将 其 中 的 导数 w 写成 动 理 方程 
(72.6) 左 边 的 表达 式 . 被 积 表达 式 中 的 对 数 写成 下 列 形式 [ 见 (67. 16) ] ; 


N 
i Lh ee 





结果 求 得 
人 dk 。 (72.11) 
75 = > | oi dN oy 3 Uw; 
其 中 8N = -x9N6/9w， (根据 的 定义 ,具有 代替 的 因数 w 的 项 恒 变 为 去 ). 
代替 A, =A。s -As, 这 里 我 们 可 以 简单 地 令 它 为 As, 因 为 根据 对 8N 所 强加 的 
补充 条 件 (67.1 4) 含 有 常量 因数 和 A, 的 项 为 零 . 


男 一 方面 ,( 每 单位 体积 的 ) 耗 散 函 数 可 以 通过 夭 性 应 力 张 量 rw 表达 为 


o's Us( 比较 第 七 卷 ,$34)， 因 此 ,与 (72. 11) 的 比较 给 出 黏 性 应 力 张 量 的 下 列 
表达 式 ， 


| oa SN 人 ys 人 (72 12) 
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在 短波 的 相反 情况 下 ,fi>>1, 可 以 认为 声波 阻尼 过 程 是 当 声 量子 与 热 声 子 
碰撞 时 个 别 声 量子 被 吸收 的 结果 (IT. 贡 . JIapgnay,IO. B. Pymep,1937). 为 了 使 这 
个 处 理 方 法 成 为 可 容许 的 , 热 声 子 的 能 量 和 动量 必须 充分 精确 地 子 以 确定 : 当 通 
过 一 个 声 量 子 的 吸收 而 改变 时 ,由 于 有 限 平 均 目 由 程 , 它 们 必须 进入 量子 不 确定 
度 以 外 的 范围 ,这 个 条 件 由 不 等 式 用 >> 1 所 保证 . 实际 上 ,这 种 情况 仅 在 低温 
下 , 当 平 均 自由 程 变 得 充分 长 时 ,才能 出 现 . 

在 一 级 近似 下 , 即 , 当 考 虑 涉及 最 少量 声 子 的 过 程 时 ,我 们 有 三 声 子 过 程 : 

k, +f=k,, w+w=w,， NA 
其 中 w 和 了 是 声 量子 的 能 量 和 准 动量 ,而 w, , 和 w,,k, 属 于 热 声 子 . 后 者 是 
wo ~ 了 ;if ~ TAu， 我 们 以 下 将 假设 
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hw <<T. (73.2) 
于 是 ol ,@, 和 上,k, 分 别 远 大 于 w 和 

如 我 们 在 $68 中 曾经 看 到 的 ,守恒 律 (73. 1) 仅 当 热 声 子 速率 超过 所 吸收 
(或 所 发 射 ) 声 量子 速率 时 才能 得 到 遵守 ， 我 们 将 不 深入 各 种 可 能 情况 的 讨论 ， 
而 假设 声波 不 是 “ 纵 " 波 ( 即 ,并 不 对 应 于 具有 最 大 速率 的 声 子 谱 的 声 频 支 ) ,并 
假设 所 述 条 件 因 而 是 满足 的 . 因为 w 和 上 j 很 小 , 初 态 和 末 态 热 声 子 一 般 属 于 声 
子 谱 的 同一 声 频 支 ;在 低温 时 ,它们 是 长 波 声 子 . 

三 声 子 过 程 中 声 子 发 射 和 吸收 的 概率 由 公式 (66.9) 或 (66. 11) 给 出 ， 同 时 
占有 数 N 圭 N(k) 和 NN, 三 N(k,) 由 普 朗 克 平 衡 分 布 昭 数 (67.9) 给 出 ,宏观 声波 
对 应 于 给 定 声 子 态 f 的 很 大 占有 数 ; 与 此 相 比 较 ,“1” 当 然 可 以 忽略 .省略 因 数 
N( 了 ) ,我 们 获得 每 个 声 量子 的 概率 ， 

因此 ,在 声 量子 与 具有 一 切 可 能 大 值 的 热 声 子 的 碰撞 中 , 声 量 子 的 吸收 概 
率 由 下 列 积分 给 出 : 
dk (73.3) 
(2T) 
通过 所 有 可 能 的 声 子 大 的 声 子 的 发 射 这 种 逆 过 程 的 概率 是 
d (73.4) 
(2m) 3 
按照 (66. 14) ,公式 (66.9) 和 (66. 11) 中 函数 w 可 写成 形式 Ak,k,f, 这 里 考虑 到 
了 所 有 三 个 声 子 都 是 长 波 声 子 (4 是 所 有 声 子 的 方向 的 函数 ). 

声 子 吸收 ( 声 子 数 的 相对 减 小 率 ) 由 这 两 个 概率 的 差 值 确定 . 因为 频率 w 
远 比 w, 和 w, 小 ,我 们 有 

aN 


N,(N, +1) -(N, +1)N,=N,-N,= -—ow. 


Oo 
因此 ,吸收 系数 是 


[Ew kfN,(N, +1)8(w, +w —w,)——— 


[Ak kN N, 11)8(m Fo = ) 


ES ) 





aN 
yof | Akk, ee 8(w, +w-w,)d hk. 
1 


我 们 感 兴趣 的 是 这 个 量 对 声 频 率 w 和 晶体 温度 7 的 依存 关系 . 它 由 下 列 事 
实 完全 支配 :(73.5) 中 所 有 频率 都 是 波 矢 的 线性 函数 . 为 简化 讨论 , 取 w = Uf， 
wi = uk ,Ww = Uk, ,就 足够 了 ,其 中 U 和 4 是 不 依赖 于 方向 的 速率 . 
因为 /很 小 ,我 们 可 令 =k,. 根据 相同 理由 ， 
2 — WW! ~ * f= ufcos 0 = 四 一 cos 0, 


U 
其 中 9 是 f 和 之 间 的 夹 角 ,于 是 
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(w+w—w,) ee -本 cos 0)， 
w U 
而 积分 (73.5) 变 成 





N 
yo | 4 > 8(1 -一 cos 0) kidk dcos 8， WI 
0 U 
或 者 ,除去 6 妙 数 后 ， 
,| oN 
yro fk a ok, 





因为 N, 仅 是 比值 w,AT =wk,/T 的 尔 数 (由 于 迅速 收 合 性 ,对 上 的 积分 可 扩展 至 
% ) , 余 留 积分 正比 于 7T“. 因此 


yr wr 人 


这 里 , 声 吸 收 系数 随 频 率 线 性 变化 . 

用 上 面 所 假设 的 条 件 (73.2) ,所 述 的 声 衰减 机 理 完全 类 似 于 等 离 体 中 的 朗 
道 阻尼 . 这 里 “共振 电子 ”由 随 声 波 同 相 运 动 的 声 子 所 代表 . 因此 ,(73.6) 和 朗 
道 阻 尼 公 式 (30.1) 之 间 自 然 地 存在 相似 性 . 
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关于 正常 费 米 液体 中 准 粒子 的 动 理 方程 ,早已 就 振荡 在 该 液体 中 传播 的 问题 这 
方面 讨论 过 ( 见 第 九 卷 , $4 和 8$5) ,对 于 这 些 问 题 , 方 程 中 的 碰撞 积分 是 不 重要 的 . 
现在 我 们 将 继续 讨论 其 动 理 方程 ， 人 用 到 与 碰撞 特别 有 关 的 耗 散 过 程 . 


费 米 液体 中 的 准 粒子 具有 自 旋 为 本 .相应 地 ,它们 的 分 布 函 数 一 般 情况 下 对 


于 自 旋 变量 是 矩阵 . 人 
分 布 就 足够 了 .这 种 情况 下 ,分布 函 数 简化 至 标量 函数 n(r,p) ,这 样 归 一 化 使 得 
nd3pX(2m 开 )? 是 单位 体积 中 具有 动量 在 由 p 范围 和 给 定 自 旋 分 量 的 准 粒子 数 . 

费 米 液体 频谱 的 特征 性 质 是 : 准 粒子 的 能 量 e 是 分 布 函数 的 泛 函 . 当 后 者 
有 小 量 改 变 时 : 
n(r,p) =no(p) + 6n(r,p) Cy 
(其 中 n。 是 平衡 分 布 ) ,能 量 的 相应 改变 是 

8e(r,p)= | /Lp， 8n(r,p0 EE 


其 中 AP,p ”是 准 粒 子 相 互 作用 函数 . 因此 ,分 布 (74. 1) 对 应 于 准 粒子 能 量 


(74.2) 


elr,p) =eso(P) +Se(r,PD)， VA 
其 中 so(p) 是 对 应 于 平衡 分 布 的 能 量 . 
动 理 方程 是 
On 6s dn 0s on (74.4) 


bf op ar ar ap 
它 的 特征 性 质 是 ,在 不 均匀 液体 中 ,即使 没有 外 场 , 方 程 左边 也 含有 涉及 导数 
9e/9r 的 项 ,这 是 由 于 se 对 坐标 的 依存 关系 (74. 3). 
方程 (74.4) 右 边 的 碰撞 积分 具有 形式 : 
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CCn) = [wlpspiip’ pLnan’ (ln)(1-n,) - 

| , ,， ,dpdp’ 
-nn(l-n')(l-n'")j8(e+e, -ee'-eé nk) 
其 中 mm ,ma 是 互 磁 准 粒子 动量 户 ,P, ,P ,PP 的 函数 . 假设 早已 考虑 到 碰撞 
中 的 动量 守恒 定律 ,因此 p+p, =p' +p"; 从 而 (74.5) 中 的 积分 (不 是 对 三 个 而 
是 ) 仅 对 两 个 动量 求 积 . 能 量 守恒 定律 由 明显 写 出 5 函数 而 予以 保证 . 最 后 ,w 
是 动量 的 函数 , 它 确定 碰撞 概率 ， 方 括号 中 的 第 一 和 第 二 两 项 分 别 给 出 作为 碰 
撞 的 结果 进入 和 离开 特定 量子 态 的 准 粒子 数 . 它们 与 玻 尔 兹 曼 气体 的 碰撞 积分 
中 对 应 项 的 差别 是 这 里 有 因数 (1 - ”) ,等 等 . 这些 因数 的 出 现 归 因 于 费 米 统计 
法 ,由 于 此 因数 ,碰撞 使 准 粒 子 进 和 未 占有 态 . 

玻 恩 近似 一 般 不 适用 于 费 米 液体 中 准 粒 子 的 碰撞 ， 然 而 , 正 、 逆 散射 过 程 的 
概率 仍 可 认为 相同 . 我 们 所 考虑 的 量 是 早已 对 准 粒 子 自 旋 方 向 求 平 均 后 的 量 . 
在 这 些 条 件 下 ,散射 概率 仅 依赖 于 互 碰 粒 子 的 初 动量 和 末 动 量 . 这 使 我 们 能 够 
应 用 $2 中 推导 细致 平衡 原理 的 形式 (2.8) 时 的 同样 论据 . 这 里 重要 的 是 , 费 米 
液体 中 仍然 有 空间 反 演 下 的 不 变性 . 这 样 一 来 ,我 们 得 出 下 列 等 式 

w(p’ ,pp,P1) =w(p,pip' Pi)， 
这 在 碰撞 积分 (74.5) 中 早已 应 用 过 . 函数 w 一 般 依赖 于 态 占 有 数 ,因而 依赖 于 
温度 . 然而 ,因为 温度 很 低 (整个 费 米 液体 理论 中 的 重要 之 点 ) ,碰撞 积分 中 的 mw 
应 理解 为 对 了 =0 所 计算 出 的 函数 . 
其 实 , 当 我 们 用 费 米 平衡 分 布 函数 


me) = [exp se+1] (74.6) 


代替 于 时 ,积分 (74.5) 恒 等 地 变 为 零 . 因为 





(74.5) 





1 -emp 汪 
我 们 立即 看 到 能 量 守 恒定 律 导 致 等 式 
nono a nono (74.7) 
(1-n)(l-n) (1l-no)t(l 一 PP ) 

让 我 们 阐明 如 何 借助 于 动 理 方程 通过 分 布 函 数 来 表达 费 米 液体 中 的 质量 ， 
能 量 和 动量 守恒 定律 . 准 粒 子 能 量 对 其 分 布 的 依存 性 使 之 成 为 一 个 相当 特殊 的 
问题 . 

我 们 将 方程 (74.4) 两 边 对 2d'p/(2m) 积分 (因数 2 是 考虑 到 自 旋 的 两 个 
可 能 方向 )、 由 于 碰撞 中 准 粒 子 数 守 恒 ,C(n) 的 积分 为 零 ， 在 方程 左边 ， 
-(enr/op). (9e/9r) 的 项 用 分 部 积分 ,于 是 方程 变 为 
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9 gb, 
ai 
其 中 刘 是 准 粒 子 的 数 密度 ， 


而 s = 9e/9p 是 准 粒 子 的 速度 D， 这 是 准 粒 子 的 连续 性 方程 ,因此 i 是 准 粒 子 流 
密度 .因为 费 米 液体 中 淮 粒 子 数 与 实际 粒子 数 相 同 ,i 同时 也 是 实际 粒子 流 密 
度 , 所 以 = (p/m). 
现在 让 我 们 对 方程 (74.4) 两 边 首先 乘 以 p 后 再 实施 上 述 同样 运算 . 因为 碰 
擅 中 准 粒 子 的 总 动量 守恒 ,PC(n) 的 积分 为 零 . 左边 用 矢量 分 量 写 出 是 
| (如 得 -到 呈 2d:p 
at “\ gxgs dps Gps Oxp) (27) 
第 二 项 中 的 被 积 表达 式 可 以 重 写成 
0 9€ 02 0 9 
| 
积分 后 ,第 三 项 给 出 为 零 ,第 二 项 给 出 液体 能 量 密度 E 的 导数 9E/9x。 ;注意 到 费 
米 液 体 中 准 粒 子 能 量 通过 内 能 的 变 分 来 确定 ; 


2d'p (74.9) 
dE = 6 ; 
| (2T 才 )” 








因此 我 们 有 下 列 形式 的 动量 守恒 方程 : 
1。 
0xp 





9 
7KPe? + =0， 


其 中 动量 流 密度 张 量 是 


1, = 《pV gp) + 5s( (€) -FE). 
最 后 ,方程 (74.4) 两 边 乘 以 = 并 积分 ,我们 类 似 地 获得 能 量 守 恒 方 程 : 
dE/9t+yY*4q=0, 


(74.10) 


其 中 能 流 密度 是 


Py (74.11) 


在 平衡 时 ,所 有 流 i,qg 和 了 se 均 为 零 . 关于 这 些 量 ,我 们 可 以 推导 它们 对 受 
扰 分 布 (74. 1) 中 小 校正 Sn 为 线性 的 表达 式 . 

平衡 函数 no 仅 依赖 于 准 粒 子 的 能 量 , 它 本 身 又 是 对 应 于 平衡 分 布 . 这 个 事 
实用 对 e 的 下 标 “0” 来 表示 ,我 们 以 更 明确 形式 写 出 定义 (74. 1): 


QD 这 里 和 本 节 的 以 后 部 分 ,《(…) 表 示 对 分 布 4 的 积分 : 


yf dp 
‘ )= | "27mh) 
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n(r,p) =n(eo) + 6n(r,p). (74. 12) 


如 果 将 mo 表达 为 准 粒子 实际 能 量 s 的 函数 ,我们 必须 令 


nol &o eg fe EE 
98 
受 扰 分 布 函 数 于 是 变 为 
=no(€) + i(r,p), 
nad de =8n -Te [fp ,p’) dn(r,p es (74. 13) 
a 11 ) 中 ,se 和 v = 9e/9p 已 是 准 粒子 的 实际 能 量 和 
速度 ,用 (74. 13) 形 式 的 n 代 入 其 中 就 够 了 ,于 是 立即 给 出 





3 
G = i (74. 14) 


2dp 
Hn pe 
0 = jpeos “人 有 


(在 最 后 一 个 表达 式 中 ,我们 还 应 用 了 (74.9)). 现在 ,因为 55 的 一 阶 项 已 经 分 
出 ,我 们 当然 可 以 在 积分 (74. 14) 中 把 e 当 作 so(P) 处理. 

就 像 已 多 次 作 过 的 那样 ,我 们 将 5n 表达 为 

_ n= ya (74.15) 

在 这 个 情况 ,因数 9no/9e 的 分 离 具 有 特殊 意义 . 微 扰 5n 集中 于 费 米 分 布 的 漫 
变 区 .导数 9no/9e 也 正好 在 该 区 域 显著 异 于 零 ; 当 这 个 因子 被 分 出 时 , 余 留 部 
分 峭 是 慢 变 函数 . 与 (74. 15 ) 一 起 ,我 们 将 写成 
dno no(l—no) (74.16) 
pe 
其 中 


mote (74. 17) 


wh- dp 


在 对 小 比值 Tsr 的 零 级 近似 下 ， no(&) 可 用 在 极限 能 量 sy 处 截止 的 阶 
路 函数 来 代替 . 于 是 





wie © (74.18 ) 
92 


对 dp 的 积分 归结 为 对 费 米面 s = er 上 的 积分 . 动量 空间 中 两 个 无 限 邻 近 的 等 
能 面 之 间 的 体积 元 是 
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dsde (74. 19 ) 
| eep |” 
其 中 d5 是 等 能 面 上 的 一 个 面 元 . 因此 对 dp 的 积分 变 成 按 公式 
[- Rk [: “or (74. 20) 
在 费 米面 上 的 积分 ,其 中 vt 是 费 米 面 上 的 速度 值 ， 这 个 公式 并 没有 应 用 费 米 面 
是 球形 ;在 球面 上 ,dS; =prfdo, 具 有 恒定 Pr. 


经 过 这 个 变换 后 ,定义 (74. 17) 变 成 





S' (74.21) 
P(r,p) =Y(r,p) + [fipspr) Yr py 
其 中 pt 表示 费 米面 上 的 动量 (具有 可 变 方向 !1). 粒子 流 的 表达 式 是 
W 2dsr (74. 22) 


vp (2mh)’ 
而 动量 流 由 类 似 表达 式 给 出 . 在 能 量 流 中 ,近似 (74. 18) 显 然 不 充分 : 它 会 使 4 
简单 地 化 为 运 流 能 量 传递 eri, 下 列表 达 式 中 的 第 一 项 
yp 2d- p (74.23) 
?27h) 
a s 的 范 数 的 平衡 分 布 
ni(e) 使 碰撞 积分 为 零 D. 因此 ,线性 化 是 通过 代 人 形式 为 (74. 13) 和 (74. 16 ) 的 
n 而 完成 的 ,具体 计算 类 似 于 从 (67.6) 变 至 (67.17) 所 进行 的 计算 . 将 (74.5) 
中 方 括号 内 的 表达 式 写 成 下 列 形式 


(1-n)(1-n)(l-n’ On) [i 





gq = ri- | (ee 








l-n, l-nl-n 
并 且 注 意 到 
n no 9 
i 下 
结果 得 到 
CCn)=1(9) = wnno ln ) (ln ) (p+p" -p91) x 
dip,d'p’ 
+ BE -Ee-6é,)————. 4.24 
x8S(S +E'I-€ 2 1) Im) (74.24 ) 


现在 把 注意 力 转 到 (要 通过 求解 动 理 方程 ) 寻 求 的 分 布 函 数 的 微 扰 ,出 现在 
碰撞 积分 中 的 形式 ,如 出 现在 流 的 表达 式 (74. 14) 中 那样 是 相同 的 87 如 果 动 


QD 应 着 重 指出 这 个 说 明 的 一 般 性 质 . 它 适用 于 涉及 费 米 准 粒 子 的 任何 碰撞 积分 ,而 不 仅 适 用 于 积 
分 {74.5). 
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理 方程 (74.4) 左 边 可 以 省 略 in 的 项 (如 在 计算 热 导 率 和 黏度 中 那样 , 见 下 市 ) ， 
则 准 粒 子 相互 作 用 郴 数 甩 p,P”) 并 不 明显 出 现在 结局 方程 中 :对 未 知 量 575 的 带 
f 的 方程 与 对 未 知 量 in 的 f=0 的 方程 相同 . 换 名 话说 ,在 这 类 问题 中 ， 费 米 液 
体 “ 效 应 并 不 出 现 ,形式 上 与 费 米 气体 的 情况 完全 相同 . 
我 们 将 证 明 特 定 一 类 问题 中 出 现 的 同样 情况 . 这 类 问题 中 , 动 理 方程 左边 
必须 保留 5n 的 一 阶 项 如果 函数 m 不 依赖 于 坐标 ,这 些 项 是 
98n 98n 08m eo no 98e _ 


一 -一 -一 一 一 em 一 一 = 一 一 一 一 一 一 一 一 


ot or op op or 


_95n .in .On 9 | 本 
RS 7 |flpsp )8n(r,p ) nn 
用 (74.13) 的 55z, 它 们 变 成 
06n a. 90n (74.25) 


ot or 
如 果 可 以 忽略 时 间 导 数 项 ,这 里 又 只 有 575 出 现 . 
这 些 陈述 不 仅 对 电 中 性 费 米 液体 适用 ,而 且 对 金属 中 的 电子 液体 仍 适用 ,后 
者 将 在 下 一 章 中 考虑 ,为 此 ,以 及 为 了 不 必 再 回 到 这 个 论题 ,我们 在 这 里 将 作 几 
点 补充 评注 . 
如 果 准 粒子 携 有 电荷 -e, 于 是 在 有 电磁 场 的 情况 下 ,导数 = -9e/9r 还 包 
含 作用 于 电荷 上 的 洛 伦 兹 力 的 补充 项 ， 因 此 ， ee 


-e(BE+ 二 [中 x 妇 | ) . 


电场 一 般 假设 为 很 弱 ,在 -eE，: 3n/9p 的 项 中 令 nm a 磁场 项 对 仅 依 
赖 于 e 的 函数 m(s) 恒 为 零 . 然而 ,如 果 场 很 强 ,必须 也 保留 in 的 一 阶 项 . 这 些 
项 是 

= 980/ 0p ). ee 2 的 因数 9no/9e 可 取 至 9/9p 后 ( 它 的 
导数 平行 于 v ,因而 用 vw x B 相 乘 时 给 出 结果 为 零 )， 因 此, 这些 项 归结 为 下 列 
形式 

O06n [4. 了 6 


i xB| ap ， 


它 又 是 仅 包含 5i. 
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费 米 液体 的 黏度 和 热 导 率 对 温度 的 依存 关系 ,可 通过 简单 定性 论据 子 以 建 
立 ( 开 .由 . IIoMepaHdyk,1950 ) . 
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按照 气体 动 理学 理论 的 初等 公式 (8. 11) ,黏度 是 ”~mNzl, 其 中 m 是 粒子 
质量 ,N 是 粒子 数 密度 ,5 是 平均 热 速率 和 1 是 平均 自由 程 . 目前 这 个 情况 , 动 理 
学 理论 的 粒子 是 准 粒 子 , 但 因为 二 者 数目 相同 ,乘积 mw 是 不 依赖 于 温度 的 量 ， 
即 液体 的 密度 中 .速率 二 ~awr ,其 中 v: 是 费 米面 上 与 温度 盛 关 的 速率 . 平均 自由 
程 1~v,7, 其 中 7 是 准 粒子 碰撞 之 间 的 时 间 ， 这 个 时 间 随 温度 如 7 ”那样 变化 
( 见 第 九 卷 , $1) ,所 以 对 黏度 也 有 


nT . 
热 导 率 按 公式 (7.10) 估 计 :x ~ cz ,其 中 ec 是 (每 个 粒子 的 ) 热 容 . 对 于 费 
米 液 体 ,c< 了 ,因此 


L753 


二 


Re 
关于 7 和 «的 精确 确定 ,我 们 必须 应 用 动 理 方程 .例如 , 热 导 率 的 计算 序列 
如 下 . 
对 动 理 方程 (74.4) 左 边 , 按 8$7 中 对 经 典 气 体 热 导 率 的 计算 程序 那样 ,类 似 
设 液 体 中 有 一 温度 梯度 ,并 且 液 体 是 宏观 上 静止 的 后 一 条 件 意味 着 整个 
液体 中 压强 恒定 , 且 温 度 分 布 是 定 态 的 . 在 方程 (74.4) 左 边 ,我 们 用 nn 和 的 局 
域 平 衡 表 达 式 (具有 温度 在 整个 液体 中 变化 ) 代 和 人. 于 是 ae/ar =0, 仅 剩 下 
yw 。 ner 项 (我 们 省 略 对 e 和 wv 的 下 标 “0”). 函数 m 仅 涉 及 组 合 ,(s -4)/AT， 
又 因为 我 们 将 仅 寻 求 (T 一 0 时 的 ) 极 限 形 式 , 化 学 势 (7T) 可 取 其 7 了 T=0 时 的 值 
( 它 与 极限 能 量 sr 相同 ) ,于 是 


Ono ono _m(l -nn) (eH) 





i “ V7) TT? * VT, 
而 动 理 方程 变 成 
no(1 -no 一 . vT=1(9) (3.) 
用 (74.24) 的 1(8). 这 个 方程 的 解 必 须 服 从 下 列 附加 条 件 : 
ono dp _ (75.4) 
ee 


它 表 达 没 有 任何 宏观 质量 传递 . 由 于 这 个 条 件 ,能 流 (74.23) 中 仅 剩 下 第 二 项 . 
如 在 $75 中 早已 注意 到 的 ,方程 组 (75.3) 和 (75.4) 并 不 显 含 准 粒子 相互 
作用 函数 ,所 以 费 米 液体 中 的 热传导 问题 (同样 适用 于 黏 性 问题 ) 与 费 米 气体 中 


QD 因为 我 们 将 寻求 函数 7(7) 在 低温 下 的 极限 形式 ,这 个 极限 当然 是 意味 着 对 所 有 量 当 7 一 0 时 艳 
于 有 限 值 . 
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的 同样 问题 形式 上 完全 相同 . 

在 所 有 积分 中 ,最 重要 区 域 是 费 米 分 布 的 漫 变 区 ,es -人 ~ 了 的 范围 ; 准 粒子 
动量 接近 费 米 球 半 径 p; ,在 这 个 范围 -j=vi(p -ps). 任何 地 方 动量 不 是 作为 
差 值 p -pi 出现 的 ,我 们 可 以 令 p =pr, 而 速率 可 以 处 处 令 它 等 于 vt. 特别 是 ,在 
w 中 可 以 这 样 做 ,于 是 w 变 成 仅 是 描述 矢量 p,p,,p',pP', 相 对 取向 的 角度 的 孙 
数 ， 对 于 给 定 p 和 p, ,动量 守恒 定律 固定 了 矢量 p' 和 p',=p +p, -已 之 间 的 角 
度 ; 对 这 个 角度 的 积分 除去 了 碰撞 积分 中 的 5 函数 . 剩 下 对 绝对 值 p, 和 p'( 和 对 
其 它 角度 变量 ) 的 积分 ， 对 这 些 绝 对 值 的 积分 用 对 Tdu,du' 的 积分 来 代替 ,其 中 
w=(e-- 从 )/T=vi(p -ps)/T 是 分 布 函 数 no 所 依赖 的 变量 ;鉴于 其 迅速 收 伍 性 ， 
这 些 积分 可 以 取 为 从 -me 至 mw. 于 是 我 们 求 得 整个 积分 Kep) 正 比 于 了 ,而 
(75.3) 的 解 是 

p= -Tg(u)v . V1. 
当 将 这 个 函数 代入 (74.23 ) ,对 yw 的 方向 积分 ,并 使 热流 取 g= -x VT 的 形式 ， 
具有 
K = ug(u) 
因此 我 们 再 次 看 到 kx7T . 

碰撞 积分 的 上 述 简 化 足以 精确 求解 动 理 方程 (对 黏 性 问题 同样 是 正确 的 ). 
所 获得 的 对 k 和 7 的 公式 ,将 它们 用 参量 p; 和 vw 表达 ,而 函数 w 对 方向 适当 地 
求 平 均 中 . 
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我 们 注意 到 ( 见 第 九 卷 , 8S4) , 费 米 液体 中 波 传播 的 性 质 基 本 上 依赖 于 乘积 
w7 的 值 ,其 中 7 是 平均 目 由 时 . 

当 wr <<1 时 ,我 们 有 寻常 流体 力学 声波 . (每 单位 距离 上 ) 这 些 波 的 吸收 系 
数 y 对 频率 和 温度 的 依存 关系 可 以 由 熟悉 的 公式 y ~w n/(pu ) 求 得 ,其 中 ”是 
黏度 ,p 是 液体 的 密度 ,wu 是 声速 ( 见 第 六 卷 , 877). 因为 费 米 液体 中 mx7T”, 我 
们 有 : 


du. 











Ono 
Ou 


yw /T 昌 (76.1) 


这 个 结果 可 以 更 加 形式 地 了 予以 推导 ,注意 到 吸收 是 由 声波 色散 关系 


= 一 (1 + 1QCOT ) (76.2) 


OD” 见 下 列 文 献 :Brooker G. A. ,Sykes J. 一 Phys. Rev. Lett., 21(1968) ,279. 
加 ”本 节 的 结果 应 归于 朗 道 (1. LH. Jlannay( 1957)). 
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中 (相对 于 小 参量 ) 的 第 一 校正 项 所 描述 ,其 中 a 是 常数 .这 个 表达 式 ( 对 实 频 
率 ) 的 虚 部 给 出 y; 因 为 rx7T ,我 们 回 到 (76. 1). 
当 wr ~1 时 ,吸收 变 成 很 强 , 因 此 声波 的 传播 是 不 可 能 的 . 
当 wr >> 1 时 , 弱 阻 尼 波 (所 谓 零 声 ) 的 传播 又 变 成 可 能 的 . 吸收 由 色散 关 
系 中 校正 项 描述 ,在 这 个 情况 含有 小 参量 1/(iw7): 
人 (76. 3) 


(其 中 wu 是 零 声 传播 速率 ). 吸收 系数 从 而 正比 于 碰撞 频率 :yx 1/7, 后 者 本 身 
又 正比 于 准 粒 子 分 布 漫 变 区 宽度 的 平方 . 当 jio << 了 ,这 个 宽度 由 温度 支配 ,所 
以 1/rx 7 ,而 吸收 系数 是 
y=aT’, T>> fw >> A/r. Mh 
然而 ,如果 iw >> T( 但 仍 有 iw << er 作为 整个 理论 的 适用 性 的 必要 条 件 ) ,分 布 
在 宽度 ~ fiw 的 区 域内 是 漫 变 的 . 于 是 零 声 的 吸收 是 
y=bw, fw>>T. 

特别 是 ,这 个 情况 包括 了 =0 时 所 有 频率 的 零 声 . 下 面 将 证 明 公 式 (76.4) 和 
(76.5) 中 常量 a 和 45 之 间 有 一 个 关系 . 

寻常 声 与 零 声 吸收 性 质 的 差别 归 因 于 其 物理 本 质 上 的 差别 . 对 于 寻常 声 
波 , 远 小 于 波长 的 任何 体积 元 中 ,一 级 近似 下 准 粒 子 分 布 对 应 于 液体 在 给 定局 域 
温度 和 速度 下 的 平衡 . 在 这 个 近似 下 ,没有 任何 耗 散 , 仅 当 我 们 考虑 到 温度 和 速 
度 梯度 对 准 粒 子 分 布 的 影响 时 才 出 现 声 吸收 . 然而 ,对 于 零 声 波 ,振动 本 身 引起 
每 个 体积 元 中 分 布 范 数 偏离 平衡 , 准 粒 子 的 碰撞 引起 声 的 吸收 . 

按照 正常 费 米 液体 理论 的 基本 概念 ,这 种 液体 中 的 准 粒 子 在 一 定 意义 上 可 
以 被 认为 是 围绕 粒子 的 自治 场 中 的 粒子 . 在 零 声 波 中 ,这 个 场 是 时 间 和 空间 上 
周期 性 的 . 根据 量子 力学 一 般 定 则 ,这 种 场 中 两 个 准 粒 子 的 碰撞 伴随 着 它们 的 
总 能 量 和 总 动量 分 别 变化 为 iw 和 级 ;我 们 可 以 说 碰撞 中 发 射 或 吸收 了 一 个 “ 零 
声 量子 ”. 这 种 碰撞 的 总 效应 是 导致 声 量 子 总 数 的 减少 ; 声 吸收 系数 正比 于 这 
个 减少 率 . 

用 这 个 处 理 方法 , 零 声 的 吸收 系数 是 


y = | Wn nsl1 -na )(1-n) -nn(l-n,)(1 -Wk 
dp dp, d 六 d 六 
(2m7#)" 


(76.5) 


x8{(el'+e; -2 一 2 ~ hw)d(pi +p; -p, -p, - Hk) 
(76.6) 


中 由 一 个 准 粒子 的 “ 零 声 量子 ”的 这 种 发 射 ( 或 吸收 ) 是 不 可 能 的 ,因为 零 声 的 速率 超过 费 米 速 
率 pfF， 
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被 积 表达 式 中 ;明确 显示 保证 碰撞 时 满足 能 量 和 动量 守恒 的 8$ 函数 .大 括号 中 第 
一 项 对 应 于 吸收 一 个 量子 的 碰撞 p, ,p, 一 p',p, 第 二 项 对 应 于 发 射 一 个 量子 的 
磁 撞 p' ,PP 一 PP 项 数 下 , 它 与 “辐射 "碰撞 的 概率 有 关 , 由 零 声 波 的 性 质 确 
定 ; 而 零 声 波 本 身 可 以 被 认为 在 7=0 下 传播 ( 见 第 九 卷 , $4), 于 是 下 不 依赖 于 
温度 出 

然而 ,如 果 我 们 仅 试 图 通过 极限 情况 hw << 7 下 的 值 来 表达 吸收 系数 , 则 无 
需 知道 函数 丈 . 为 此 ,我 们 注意 到 积分 (76.6) 中 准 粒 子 能 量 的 唯一 重要 值 是 费 
米 分 布 漫 变 区 中 的 那些 值 . 在 这 个 区 域 ,被 积 表达 式 中 迅速 变化 的 唯一 因数 是 含 
有 函数 n(e) 的 那些 . 而 且 , 当 我 们 从 fiw <<T 转 到 fw >>T 时 ,(76.6) 中 的 对 角 
度 积 分 几乎 不 变 . 因此 , 仅 对 能 量 来 计算 积分 

J = | {aml -RT 
x6(ei'+e -EI—-€£, -hw)dede,de'lde', (76.7) 

就 足够 了 . y 和 J 之 间 的 比例 因数 仅 依 赖 于 w 而 不 依赖 于 了 ,所 以 它 可 以 由 fiw/ 
T <<1 时 7 的 极限 值 确定 . 

当然 ,在 积分 (76.7) 中 ,我 们 可 以 忽略 波 中 分 布 函 数 的 微小 畸变 , 令 


n(e)= | +1 | 


引进 记号 
xz = 
我 们 有 
机 CUI 


由 于 积分 的 迅速 收敛 性 ,积分 范围 可 以 扩展 到 从 -om 至 om . 
为 完成 积分 ,我 们 变换 到 变量 y ,y: ,zu ,zs ,其 中 y=x-x =e 对 由 和， 
的 积分 是 初等 的 ,给 出 
pe 5(y, +7 +é€)dudu,dy,dy, a 
人 大 了 山上 


+1)( +1)(u, +e”)(u,+e”) | 





ef By +ya +E) dy dy 
Oe 


repeat 


中 为 避免 误解 ,必须 强调 沙 数 WW 与 磁 撞 积分 (74.5) 中 的 w 不 相同 . 
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为 计算 两 个 发 散 积分 之 差 ， dea -A, 写 出 
7-31 = [ZE+I7)dy - 区 YY -dy - 


e” 一 ] e" 一 1] 
3 ydy _ 7 -6)dy 
e’'—l1 e" 一 1 
因为 打算 取 极 限 A 一 % ,我 们 忽略 第 二 个 积分 分 母 中 的 e”. 第 一 个 积分 进行 变换 
如 下 : 

















消去 相同 项 然后 取 极 限 A 一 % ,最 后 我 们 有 
27ET 
/= 3 (1 er 


y 和 J 之 间 的 比例 因数 ,如 早已 提 过 的 ,可 由 条 件 : 当 & <<1 时 我 们 由 
(76.4) 有 Y=a7T 而 求 得 . 这 给 出 


y=a [T+ (加 ) ]. : (76. 8) 
特别 是 ,在 高 频 极限 iw >> 了 ,我 们 因此 获得 
y=—i(hw)’, (76.9) 
4T7 


它 建立 了 (76.4) 和 (76.5) 中 系数 之 间 的 关系 . 
$77 玻 色 液 体 中 准 粒子 的 动 理 方 程 


如 果 玻 色 超 流体 中 准 粒子 的 平均 自由 程 远 小 于 问题 的 特征 斥 度 ,液体 的 运 
动 由 朗 道 的 双 速 流体 力学 方程 描述 ( 见 第 六 卷 ,第 十 六 章 ). 这 些 方程 中 的 耗 散 
项 包括 几 个 动 理 系 数 ( 热 导 率 和 四 个 黏 性 系数 ). 这 些 系 数 的 计算 要 求 对 各 种 散 
射 过 程 进行 细致 讨论 ,过 程 的 多 样 性 是 由 于 存在 两 类 准 粒 子 ( 声 子 和 旋 子 ). 实 
际 上 ,在 液 氮 中 ,由 于 初始 部 分 声 子 谱 的 不 稳定 性 ,情况 变 得 进一步 复杂 化 . 这 里 
将 不 讨论 这 类 问题 . 

当 温度 降低 时 , 准 粒子 的 平均 自由 程 增加 (即使 仅 由 于 准 粒子 的 数 密度 减 
少 ). 因此 ,在 充分 低温 度 下 ,很 容易 有 准 粒子 系统 本 质 上 的 非 平衡 性 . 在 这 些 条 
件 下 , 双 速 流体 力学 方程 不 适用 . 况且 温度 和 正常 速度 " ,的 概念 (它们 只 能 通过 
准 粒子 的 平衡 分 布 来 定义 ) 一 般 也 失去 意义 ;同时 ,将 液体 密度 分 成 超 流 部 分 和 





$77 玻 色 液体 中 准 粒 子 的 动 理 方程 * 301. 


正常 部 分 的 划分 ,也 与 9 ,一 道 失 去 意义 . 然而 ,总 密度 p 和 超 流 速度 v , 仍 保持 其 
意义 ,在 这 个 方面 它们 本 质 上 是 力学 变量 . 于 是 ,描述 超 流体 的 完备 方程 组 ,现在 
必须 由 关于 准 粒 子 分 布 函 数 n(t,r,p) 的 动 理 方程 ,关于 密度 p 的 连续 性 方程 ， 
以 及 关于 超 流速 度 v ,的 方程 一 起 组 成 . 

动 理 方程 具有 通常 形式 山 


Uh 二 区 用 
of or op op or 


其 中 & 是 准 粒子 能 量 ,依赖 于 超 流速 度 w ,作为 参量 ,符号 e 保留 给 静止 流体 中 


准 粒子 的 能 量 . 和 z 之 间 的 关系 可 建立 如 下 . 

根据 定义 ,e(p) 是 在 使 v ,=0 的 参考 系 Ku 中 准 粒子 的 色散 关系 . 换 句 话说 ， 
在 只 有 一 种 准 粒子 存在 的 情况 下 ,液体 的 能 量 ( 以 T=0 时 的 能 量 为 基准 ) 是 
se(p) ,而 其 动量 等 于 准 粒子 的 动量 忆 我 们 作 一 伽利略 变换 ,变换 到 静止 参考 系 
K ,其 中 超 流速 度 是 w ,. 在 这 个 参考 系 , 质 量 为 M 的 液体 的 能 量 和 动量 是 


V 
7 ， 
由 此 可 见 , 超 流体 运动 的 液体 中 ,一 个 准 粒子 的 能 量 是 
2 (p)=e(p) +p oY, (77.3) 
(比较 推导 超 流 条 件 的 论据 (第 九 卷 , § 23)). 
因此 , 动 理 方程 中 出 现 的 导数 是 包 





E=e(p) +p* v9.+ P=p+Moy.. EFT) 


8 2 


(77.4) 
dE de 9 O08 
Td "9,) et “Vt 
在 第 二 个 方程 中 ,我 们 曾 应 用 能 量 靠 可 变 密 度 p 而 依赖 于 坐标 这 样 的 事实 ;以 
及 (在 变换 p，%. 的 导数 时 ) 超 流 总 是 有 势 流 的 事实 : 
V xy =0. es ) 
对 于 密度 的 连续 性 方程 是 
,vy .i=0, 巴蜀 


其 中 i 根据 定义 是 流体 每 单位 体积 的 动量 . 关于 的 表达 式 可 由 (77.2) 第 二 个 


人 当然 ,假设 准 经 典 条 件 是 满足 的 :在 准 粒子 波长 i/p 量 级 的 距离 上 ,所 有 黄 仅 略微 变化 . 
钱 ”严格 地 说 ,公式 (77.2) 是 对 均匀 超 流体 流动 (w% = const) 推导 出 来 的 . 在 不 均匀 流动 中 ,能 其 可 能 
含有 s, 的 空间 导数 的 项 . 然而 ,如 果 假 设 w 缓 慢 变化 ,在 动 理 方程 中 这 些 项 会 导致 高 阶 小 量 的 校正 . 
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公式 通过 对 单位 体积 中 所 有 准 粒 子 求 和 而 直接 求 得 : 





i=pY, + 《pp). CP) 
这 里 和 本 节 其 余部 分 , 角 插 号 表示 对 动量 分 布 的 积分 : 
RM 
《…》 | (2m) 
还 要 推导 对 十 超 流 速度 的 方程 . 为 此 ,我们 从 由 下 式 
a (77.8) 
ot OxXg 


所 表达 的 动量 守恒 定律 出 发 ,其 中 i 由 公式 (77.7) 给 出 ,而 wg 是 动量 流 张 量 . 
令 7%, 为 参考 系 K。 中 这 个 张 量 的 值 . 变换 至 参考 系 K 给 出 由 
了 + pV,aVsg 二 Di 十 2 
sR +pVaVsp + Va Pp) + ValPa) (77.9) 
(i = (p) 是 参考 系 Ku 中 液体 每 单位 体积 的 动量 ). 这 个 确定 张 量 且 ,s 对 速度 gv。 
的 依存 关系 . 
为 了 对 方程 (77. 8 ) 作 进 一 步 的 变换 ,我 们 回 到 动 理 方程 (77.1) ,用 p。 乘 
它 ,并 对 dp/(2m7) ”积分 . 由 于 准 粒 子 的 总 动量 在 碰撞 中 是 守恒 的 ,方程 右边 
变 为 零 . 左边 的 积分 严格 如 (74. 10 ) 的 推导 中 那样 进行 变换 ,给 出 





9 9 98 96 
Pa) Ke ps ) Ey 0. (77. 10) 


现在 我 们 将 对 于 i 和 有 ,的 表达 式 (77.7) 和 (77.9) 代 人 (77.8), 然 后 通过 
(77.6) 和 (77. 10) 消 去 9p/9t 和 3《p)/9t. 结果 得 到 


Le i = 
月 


一 一 一 一 一 一 ee er 一 


V 
Wx 2 p Bxs Pop ox pox 
由 条 件 V xuw =0( 第 二 项 中 早已 应 用 过 ) 得 出 最 后 三 项 的 求 和 必须 是 某 个 函数 
的 梯度 . 而 且 ,没有 准 粒 子 时 , 张 量 了 7% 必须 等 于 P56, 其 中 Po(p) 是 T=0 时 液 
体 的 压强 . 由 这 些 条 件 得 出 Ts 的 唯一 可 能 形式 为 


0 
ro = (Pe) +80lP, +p Cap): (77.11) 
对 于 w 的 方程 现在 变 成 
0 


四 对 六 5 的 爷 利 略 变换 公式 ,通过 下 列 方式 很 容易 求 得 :考虑 粒子 的 一 个 经 典 系统 ,对 此 有 1g = 
pova = mvsvg ,其 中 工 是 对 单位 体积 中 所 有 粒子 求 和 . 
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其 中 mm 是 液体 (在 7=0 时 ) 的 化 学 势 , 由 热力 学 公式 du = mdPuvp 与 压强 P。 
相 联 系 ( 其 中 m 是 液体 粒子 的 质量 ,m/p 是 分 子 体 积 ). 

方程 (77. 1),(77.6) 和 (77. 12) 形 成 对 非 平衡 态 情 况 下 超 流 体 描述 的 完备 
方程 组 (WH. M. XanarHHK0B ,1952 ) . 


为 完备 起 见 , 让 我 们 也 考虑 能 量 守恒 定律 . 这 个 由 
一 +V II=0 (T7113) 

表达 ,其 中 4 是 液体 中 的 能 流 密度 . 根据 (77. 2) 
EzE(p) +(e) tm. (p) + 


其 中 E。(p) 是 7=0 时 的 能 量 ,由 热力 学 关系 式 dE。=pyodp/m 与 化 学 势 相 联系 . 
通过 将 表达 式 (77. 14) 对 时 间 求 导数 并 应 用 对 各 个 量 的 已 知 方程 ,可 以 求 得 能 
流 密度 . 略 去 计算 ,我 们 将 给 出 最 后 结果 : 
A dD 
CIR 15) 
在 “ 准 粒子 气体 "整体 为 静止 ( 即 ,正常 速度 o ,= 0) 的 参考 系 中 ,平衡 准 粒子 
分 布 函数 是 具有 表达 式 (77.3) 给 出 的 准 粒子 能 量 8 的 寻常 玻 色 分 布 . 在 正常 束 


度 不 为 零 的 参考 系 中 的 分 布 ,通过 用 & -pv ,代替 & 而 获得 . 因此 , 当 两 种 运 
动 都 存在 时 准 粒子 的 平衡 分 布 是 





(77. 14 ) 


ed id 4 9 
n(p) = | ep 一 一 -1 
通过 将 所 得 上 述 各 方程 对 这 个 分 布 求 平 均 , 可 以 推导 出 双 速 流体 力学 方程 (在 
这 个 近似 下 没有 耗 散 项 ) ,但 是 我 们 这 里 将 不 作 此 推导 . 


习 题 


试 确定 在 频率 w >>v 时 玻 色 液体 中 的 声 吸 收 系数 ,其 中 卫 是 准 粒子 碰撞 频 
率 . 假设 温度 如 此 低 , 使 得 几乎 所 有 准 粒 子 都 是 声 子 (JI. 四. AHmpeee， 五 . M. 
XanaTrHHKOB ,1963 ) . 

解 :在 所 述 条 件 下 ,我 们 可 以 忽略 方程 (77.1) 中 的 碰撞 积分 .我 们 令 
p=po+sp=no+sn( 其 中 Sp 和 in 是 对 平衡 液体 密度 和 平衡 声 子 分 布 函数 的 
小 校正 ) ,并 将 方程 (77.1),(77.6) 和 (77. 12) 相 对 于 小 量 ip,5n 和 vw ,线性 化 . 假 
设 所 有 这 些 量 都 正比 于 exp( -iwt+ 诡 -rr) ,我 们 求 得 下 列 方程 : 

on 


O08 
(Kk v -wo)6n=— k (ip+p | CL 


(77. 16 ) 
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人 (2) 


dp 
(2m#)” 
_ = [uk oF dip 
a | {ne 和 aan 全 (3) 
yy 


其 中 以 是 T=0 时 的 声速 ;这 里 和 以 后 省 略 对 p 和 nn 的 下 标 “0”. 
因为 温度 接近 零度 时 声 子 数 很 少 ,方程 (1) 一 (3) 右边 的 表达 式 是 小 校正 . 
全 部 忽略 它们 ,我 们 从 (2) 和 (3) 得 到 


W=uk, 人 = i (4) 


在 高 一 级 近似 ,我 们 将 这 些 代 入 (1) 的 右边 得 到 ; 


on veos 8 de Puo ) 
= -一 一 一 | 一 + 一 一 5p ， | 
SE de vcos 日 1 p Ee (oy 


其 中 0 是 p 和 上 之 间 的 夹 角 . 声 子 色散 关系 写成 

e(p) =uopl!l +ap ) ， 0= 0 = ul] +3ap ) ， 
在 展开 式 中 包括 线性 项 后 的 其 次 项 (对 寻常 压强 下 的 液 氨 ,a >0, 它 意味 着 声 于 
对 自发 衰变 是 不 稳定 的 ). 

(5) 式 中 “共振 ”分 母 的 存在 导致 ( 见 下 面 ) 积 分 时 出 现 大 对 数 因数 . 我 们 仅 
限于 对 数 精 确 度 ,并 忽略 方程 (3) 的 右边 带 5p 的 项 , 它 并 没有 这 种 分 母 . 于 是 ， 
从 方程 (2) 和 (3) 消 去 w . ,我 们 最 后 得 到 下 列 色散 关系 : 

oA pn dp 
kr” 人 | de (27h)” SA 
其 中 
du, \? 
ea. 
A= (1 i 有 ) . 
对 cos 9 积分 的 虚 部 由 绕 极点 ( 它 在 积分 范围 w >0) 通 过 来 确定 ， 实 部 的 计算 具有 
对 数 精确 度 是 通过 将 积分 在 下 限 1-cos0~ap ~aT /uo 和 在 上 限 1-cos9~1 处 
截止 来 求 得 . 方程 (6) 的 左边 写成 


2u, ( Bu -ay ) ， 


其 中 是 吸收 系数 ,Bu 是 对 声速 的 校正 (wu = uo + 6u). 积分 的 计算 导致 下 列 
结 采 : 
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3p zi4 ue 
一 4 n 7z， 
_37wp,4 
Y 4p 


其 中 p,=2m 7 了“/(45 所 wo) 是 液体 正常 密度 的 声 子 部 分 . 当然 ,y 的 频率 和 温度 
依存 关系 与 8$73 中 求 得 的 那些 相同 . 


$78 剩余 电阻 


由 于 金属 中 包含 不 同 种 类 的 准 粒子 (传导 电子 和 声 子 ) ,就 已 经 使 金属 的 动 
理性 质 比 介 电 体 的 要 更 加 复杂 得 多 . 

当然 ,电荷 是 由 传导 电子 传递 的 . 另 一 方面 ,热量 则 是 由 电子 和 声 子 两 者 传 
递 的 . 然而 ,实际 上 ,充分 高 纯度 的 金属 中 的 热传导 ,电子 也 是 起 支配 作用 的 , 主 
要 是 因为 它们 的 速率 ( 费 米 面 上 的 速率 vi ) 远 大 于 声 子 的 速率 (声速 ). 而 且 , 在 
低温 F ,电子 热 容 显著 超过 声 子 热 容 . 

传导 电子 经 受 各 种 类 型 的 碰撞 :相互 之 间 的 碰撞 ,与 声 子 的 碰撞 ,与 杂质 原 
子 (以 及 其 它 品格 缺陷 ) 的 碰撞 . 前 两 类 碰撞 的 频率 随 温 度 降低 而 减 小 . 因此 ,在 
充分 低温 度 下 ,杂质 对 电子 的 散射 在 动 理 现象 中 是 决定 性 因素 .这 个 温度 范围 称 
为 剩余 电阻 区 ,我们 将 它 作 为 金属 动 理学 中 的 第 一 个 论题 . 

金属 中 电流 j 和 耗 散 能 流 4 与 电场 五 和 温度 梯度 之 间 的 关系 ,具有 
(44. 12 ) ,(44. 13 ) 的 形式 : 


E+vE=lj+avT, (78. 1 ) 
e TT 


q'=9- (op-E)i=ar-xv7. (78. 2) 


这 个 形式 适用 于 具有 立方 对 称 性 的 唱 体 ,为 简单 起 见 ,将 到 处 假设 这 个 对 称 性 . 
对 并 不 具有 立方 对 称 性 的 唱 体 ,系数 wx,k 和 a 要 用 二 阶 张 量 代 替 . 关系 式 
(78.2) 中 的 疡 如 果 通过 (78.1) 用 五 来 表达 ,结果 将 更 加 方便 : 

q’ =oa7(E+vY 和 | -(xk+Toa )v IT. (78.3) 


$74 中 关于 费 米 液体 动 理 方程 的 所 有 论述 ,对 金属 中 的 电子 流体 在 很 大 程 
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一 一 


度 上 仍 有 效 . 准 粒子 的 动量 这 里 由 其 准 动量 代替 ,而 费 米 面 的 形状 一 般 很 复杂 而 
且 对 每 个 具体 金属 是 不 同 的 . 
金属 的 动 理 系数 原则 上 通过 线性 化 动 理 方程 
ono 


ey I(87n 
-© ne EE . -- 一 
de or 7 


来 计算 ,其 中 vy = 9e/op ,而 碰撞 积分 对 按 (74. 13) 定义 的 未 知 小 函数 37 线性 
化 . nm 对 r 的 求 导 可 任意 地 在 jy = const 条 件 下 实现 ,因为 的 梯度 仍 会 进入 组 合 
eE+Vyh, 如 (78.1) 所 显示 的 那样 . 于 是 


on _ ee-H no 





aT T 6c 
动 理 方程 取 下 列 形 式 
= 9no 局 
- (e+24v7] “v=1(87). (78.4) 
电流 密度 和 耗 散 能 流 密度 由 下 列 积分 
.站 
j= 0N 一 1 
| (27h) a 
2d'p 





_ Sn 
4 | J 


给 出 ( 当 g' 是 作为 动能 (s -4) 流 计算 时 ,没有 必要 减 去 势能 的 运 流 传递 gj). 

杂质 原子 对 传导 电子 的 散射 ,其 特性 是 : 它 是 弹性 散射 . 由 于 原子 具有 大 质 
量 , 并 且 “ 束 缚 ”于 晶 格 ,可 以 认为 碰撞 中 电子 能 量 不 改变 . 我 们 将 证 明 , 弹 性 散 
射 的 假设 本 身 , 足 以 给 出 金属 电导 率 和 热 导 率 之 间 简 单 的 关系 . 


为 获得 这 个 关系 ,我们 注意 到 弹性 碰撞 算 符 并 不 影响 函数 5 元 对 能 量 e 的 依 


存 关 系 ; 碰 撞 只 不 过 在 等 能 面 上 移动 粒子 . 这 意味 着 ,37 中 仅 依赖 于 e 的 任何 因 
数 , 可 以 取出 放 到 算 符 了 外 面 . 因此 我 们 可 以 寻求 动 理 方程 的 下 列 形式 的 解 : 


no _ 
8 元 = (+2Y 7) up), (78. 6) 
其 中 1( p) 满 足 方程 
1(1) = -9. YT 了 个 
电流 密度 按 分 布 (78. 6) 计 算 为 
二 ano 3 
j= -ef{{e(E: Do eh | Vt ) 


第 一 项 给 出 电导 率 张 量 
2 no 2dp 
rs= -e [a 二 





(78.9) 
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具有 立方 对 称 性 的 晶体 中 ,ee。 =c6。e ,电导 率 是 





Py Ss 
3 de (27#) 
或 者 , 按 (74.18) 一 (74.20) 中 那样 对 积分 进行 变换 
人 2e-) 


本 
78. 10 
) 


= hi "YY TE 
J 中 积分 取 遍 倒 易 晶 格 一 个 原 胞 内 费 米面 的 各 叶 . 
类 似 地 ,与 (78.1) 比 较 , (78. J 
De 
sr = 于 Je 
其 中 站 = e -Jj. 对 dp 的 积分 用 对 等 能 面 7 = const 的 积分 和 对 7 的 积分 代替 . 再 
次 用 如 (78. 10) 中 的 7 了, 我 们 求 得 





_2e (J, no 
ar =37 | 1 rd (78.11) 


明 数 

ono ] 

de” Tle +1)(e-™+1) 
当 mw 一 土 w 时 指数 式 减 小 ;因此 ,对 7 的 积分 可 以 扩展 到 - % 至 + wm. 积分 主要 由 
范围 Iwl ~7 支配 ; 另 一 方面 ,J(n) 仅 在 范围 ~ >>7T 才 显著 变化 . 因此 , 写 出 


d 
J~Ji + 
F 


就 足够 了 . 代入 (78.11) 后 ,第 一 项 的 积分 为 零 ,因为 被 积 表达 式 是 7 的 奇 隙 数 ， 
第 二 项 给 出 





_2e dJ ， [7 De _ Be | 
i A na oy 
积分 
wm 4 a , 
e" +1 12 
还 应 用 (78. 10) ,我 们 求 得 
T 7 dlnJ 
= ~ AL2 
和 3e de ( ) 


数量 级 上 ,lal ~T/(eer). 
现在 让 我 们 令 E =0 并 计算 能 流 . 再 次 应 用 立方 对 称 性 ,我们 求 得 
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这 里 令 J= 几 就 足够 了 , 它 给 出 
_27 
4 = i FP 


将 此 表达 式 与 (78.3) 和 (78. 10) 比 较 表 明 ， 
ToT 
3e 
由 上 面 所 给 a 的 估计 量 表 明 ,左边 的 项 Toa 远 比 右边 小 ,比值 是 (7T/es) .忽略 
这 一 项 ,我 们 最 后 得 到 热 导 率 与 电导 率 之 间 的 下 列 关系 : 


TT 
K=O (78.13) 





2 
K+Toa’ = 


称 为 维 德 受 - 铝 兰 效 定律 四 
我 们 必须 再 次 强调 ,这 个 关系 式 的 推导 仅 应 用 了 传导 电子 的 散射 是 弹性 散 
射 这 个 事实 . 对 这 个 推导 的 考察 还 很 容易 阐明 ,立方 对 称 性 的 假设 只 不 过 使 公式 
简化 . 在 一 般 情 况 下 , 当 唱 体 具有 任何 对 称 性 时 , 张 量 kw 和 ww 之 间 存 在 类 似 关 
系 (78. 13). 
为 单独 求 系数 和 o 对 温度 的 依存 关系 ,需要 用 到 碰撞 积分 对 与 杂质 原 
子 的 碰撞 ,其 形式 严格 类 似 于 杂质 对 声 子 散 射 的 积分 (70. 3) : 
CC = Nis opp Ln -0m) -n(n)]8(e -eh 
(78. 14) 
因数 1 -” 和 1-n' 是 考虑 到 泡 利 原理 (只 有 到 未 占有 态 的 吴 迁 才 可 能 ) ;因数 入 
表明 散射 仅 能 从 占有 态 发 生 . 如 (70. 3) 中 那样 ,假设 积分 (78. 14) 中 杂质 原子 无 规 分 
布 和 它们 间 的 平均 距离 远大 于 散射 幅 ; 于 是 各 个 原子 独立 地 散射 .等 式 w(p,p') = 
w(p',p) 早 已 在 积分 (78. 14) 中 应 用 过 . 玻 恩 近似 一 般 不 适用 于 杂质 原子 对 传导 电子 
的 散射, 所 给 方程 可 以 由 推导 (2.8) 形 式 的 细致 平衡 原理 的 论据 予以 证 实 .然而 ,这 里 
意味 着 金属 晶 格 上 由 杂质 原子 占有 的 位 置 具 有 允许 反 演 的 对 称 性 
碰撞 积 分 的 线性 化 相当 于 用 8 -35 代替 mr(1-n) -n(n') = 一 
于 是 方程 (78.7) 变 成 


Ns | wpsp') (Lt -Da(e-e') 





pb + 
i = _y. (78. 15) 





个 (78.13) 类 型 的 公式 是 由 德 鲁 德 (P. Drude ,1900 ) 定性 导出 的 ,他 首先 表述 了 传导 电子 参与 金属 
的 热平衡 的 概念 . 经 典 统计 法 中 的 定量 结果 是 由 洛 伦 兹 (H. A. Lorentz,1905 ) 给 出 的 ,而 费 米 统计 法 中 的 
定量 结果 则 是 由 索 末 菲 (A,Sommerfeld ,1928 ) 给 出 的， 
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这 个 方程 并 不 包含 温度 . 因此 , 解 !(P) 出 也 不 依赖 于 温度 ,而 按 (78. 10), 电 
导 率 o 也 是 如 此 . 这 样 一 来 ,在 充分 低温 度 下 , 当 受 杂质 的 散射 为 电阻 的 主要 机 
理 时 ,电阻 趋 于 恒定 (剩余 ) 值 . 因而 热 导 率 k 在 这 个 范围 正比 于 7&%. 

为 定量 粗 估 剩余 电 中 ,我 们 可 应 用 初等 公式 (43.7) ,对 金属 中 的 电子 ) 在 
其 中 令 p 一 有 Fr 

o ~e Nl/p,, (78.16) 

其 中 六 是 电子 密度 . 对 于 受 杂 质 的 散射 ,平均 自由 程 1~1/(Ni,o,), 其 中 a 是 
输 运 散射 截面 . 因此 ,剩余 电阻 p.., =1/o 是 

NispO Pr 

Pn 

对 上 述 讨论 应 增加 一 个 补 注 . 关于 动 理 方程 对 费 米 液体 的 适用 性 的 一 般 条 
件 ,要 求 电 子 能 量 的 量子 不 确定 度 应 远 小 于 费 米 分 布 热 漫 变 的 宽度 ( ~ 了 ). 这 个 
不 确定 度 是 ~ /7, 其 中 7 ~ ior 是 平均 自由 时 . 对 于 受 杂 质 的 散射 1 ~ 1/ 
(Ni。co,) ,不 确定 度 /7 不 依赖 于 温度 ,因此 ,即使 当 T=0 时 也 会 使 费 米 边 界 漫 
变 . 乍 看 起 来 ,由 此 会 得 出 整个 上 述 讨论 须 服从 很 严厉 的 条 件 

了 >> fiveo ,N.,,, (78.18) 
它 依赖 于 杂质 浓度 . 然而 ,实际 上 ,并 没有 这 种 限制 (I. I. JTasnay ,1934). 

问题 是 由 于 杂质 原子 的 圈定 位 置 以 及 它们 对 电子 弹性 散射 的 性 质 , 计 算 电 
流 的 整个 问题 ,原则 上 可 以 作为 电子 在 给 定 的 复杂 有 势 外 场 中 运动 的 量子 力学 
问题 来 予以 表述 . 对 于 确定 为 这 个 场 中 定 态 的 电子 态 ,能 量 没有 不 确定 性 ;在 了 
=0 时 ,电子 占有 为 锐 费 米面 所 界限 的 态 区 域 ,但 在 对 外 场 中 运动 的 量子 数 空间 
中 ,而 不 是 在 动量 空间 中 . 对 于 问题 的 这 个 表述 ,不 会 出 现 (78. 18 ) 类 型 的 条 件 . 
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在 充分 纯 金 属 中 ,在 广阔 温度 范围 建立 平衡 的 主要 机 理 是 传导 电子 和 声 子 
之 间 的 相互 作用 . 

一 个 电子 能 够 发 射 ( 或 吸收 ) 一 个 声 子 的 条 件 , 要 求 电 子 的 速率 大 于 声 子 的 
速率 ;比较 $ 68 中 对 于 一 个 声 子 发 射 另 一 个 声 子 的 类 似 结果 . 然而 , 费 米 面 处 电 
子 的 速率 通常 远大 于 声 子 的 速率 ;因此 ,上 述 条 件 是 满足 的 ,而 对 电子 声 子 碰撞 
积分 的 主要 贡献 正 是 来 自 这些 “ 单 声 子 过 程 . 

考虑 到 这 些 过 程 , 于 是 碰撞 积分 具有 下 列 形 式 , 类 似 于 声 子 声 子 碰撞 积分 


(78. 17) 


ID 俄 文 版 和 英文 版 均 为 8(P) , 似 有 误 一 一 译 者 注 . 
国 ” 这 些 讨论 中 假设 方程 (78.15 ) 并 不 包含 在 = sr 附近 迅速 变化 的 量 ,所 以 (78.9) 中 的 5 可 用 大 
代替 . 对 于 受 寻 常 杂质 的 散射 ,这 是 正确 的 ,但 对 受 顺 磁 原 子 的 散射 则 不 正确 . 
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Ca(m) = | we(P ,ksp) {nl -an,)N, - 
d 大 
-nfl 一 mn)(L+N)ji5(e -er Ot 
+ [wp'spsR) {ns (ln) (+N) —n,(1 -ny)N} x 
dk 
(27)™ 
第 一 项 对 应 于 ,具有 给 定 准 动量 p 的 一 个 电子 发 射 具有 准 动量 上 的 一 个 声 子 的 
过 程 ,以 及 电子 p' 吸 收 一 个 声 子 上 返回 准 动量 p 的 逆 过 程 : 
p=p +k+b; (79.2a) 
在 这 些 过 程 中 ,跃迁 发 生 在 具有 给 定 能 量 e, 的 一 个 电子 态 与 较 低能 态 之 间 . 第 
二 项 对 应 于 ,一 个 电子 p 吸收 一 个 声 子 , 以 及 电子 p' 发 射 声 子 的 逆 过 程 : 
p+k=p' +b; (79. 2b ) 
在 这 些 过 程 中 , 牙 迁 发 生 在 一 个 给 定 电子 态 与 较 高 能 态 之 间 . 根据 声 子 发 射 声 子 
的 情况 中 ( § 66) 那 样 的 相同 理由 ,等 式 (79.2) 中 4 的 值 是 由 kk 和 p 的 给 定 值 并 
要 求 p' 应 处 于 倒 易 晶 格 的 同一 选 定 晶 胞 中 而 唯一 确定 . (79. 1 ) 中 8 函数 这 个 因 
数 表 达能 量 守恒 定律 ;e, 是 电子 能 量 ,ws 是 声 子 能 量 . 如 第 七 章 中 那样 , 声 子 分 
布 函数 (占有 态 的 数目 ) 由 N, 表示 ;电子 分 布 函数 由 n, 表示 . 为 简单 起 见 , 标 志 
声 子 频谱 支 的 下 标 ,以 及 对 这 些 声 频 支 的 求 和 号 ,都 将 省 略 . 假设 跃迁 概率 不 依 
赖 于 电子 自 旋 , 它 在 跃迁 中 不 改变 . 
还 有 一 个 关于 声 子 电 子 碰撞 积分 的 类 似 表 达 式 ,要 将 它 添加 到 声 子 分 布 函 
数 的 动 理 方程 右边 声 子 声 子 磁 撞 积分 上 
Ce Ni) = {wpsp' ,Rn -n)(l+N,) - 
2d'p 
(2m)” 
并 且 p =p' +k+b. 这 个 积分 是 具有 任何 准 动量 p 的 电子 所 发 射 的 大 声 子 数 与 
具有 任何 准 动量 p' 的 电子 所 吸收 的 声 子 数 之 差 . 因数 2 是 考虑 到 发 射 (或 吸 
收 ) 声 子 的 电子 ,具有 两 个 可 能 的 自 旋 方向 . 
在 一 阶 微 扰 论 中 ,这 些 积分 中 出 现 的 电子 的 声 子 发 射 和 吸收 的 概率 ,由 对 声 


子 算 符 U.(n) (66.2) 为 线性 的 电子 声 子 相 互 作用 算 符 予 以 确定 ;线性 对 应 于 下 
列 这 样 的 事实 :这些 算 符 对 其 中 仅 有 一 个 声 子 态 占有 数 改变 1 的 跃迁 负责 . 这 里 


xX(€, +w, ~ €,) (79.1) 


-np(l—n,)N|d( ey, +w — e,) (79. 3) 


中 在 8$79 一 $83 中 所 采用 的 单位 是 使 得 站 = 1 
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不 去 重复 $66 中 的 讨论 ,我 们 应 注意 到 ,在 当 声 子 准 动量 大 趋 于 零 的 极限 , 声 子 
发 射 (或 吸收 ) 的 概率 正比 于 大: 


wo 大， (79. 4) 
根据 玻 恩 近似 下 既 迁 概率 的 一 般 性 质 , 正 . 逆 牙 迁 的 概率 是 相等 的 ,因此 和 
w(p' ,kp) =w(p;p' ,大 ). (79.5) 


这 个 性 质 在 积分 (79. 1) 和 (79.3) 中 早已 被 利用 过 . 
考虑 到 电子 声 子 相互 作用 算 符 中 出 现 的 声 子 产生 和 沽 灭 算 符 的 对 称 性 (由 


U. 是 实 算 符 的 事实 所 表达 ) ,可 以 达到 进一步 的 简化 . 由 于 这 个 对 称 性 ,具有 准 
动量 的 声 子 发 射 过 程 ,等 价 于 具有 准 动量 -大 的 声 子 吸 收 过 程 . 我 们 还 考虑 到 
电子 能 量 se, 和 e ,接近 费 米 能 量 a; 的 事实 . 令 ps 和 p; 为 沿 p 和 p' 方 向 终止 在 
费 米面 上 的 矢量 ,并 令 函 数 w 通 过 p; 和 p’ 的 方向 及 差 值 7, =e, -er = 8, - 
g;( 它 们 描述 电子 能 量 对 es 的 接近 程度 ) 来 表达 . 关于 这 些 变 量 ,w 是 一 个 慢 变 
函数 , 它 仅 在 范围 ~e, >>T 有 明显 变化 . 忽略 ~n ~7 的 量 ,我 们 可 以 在 这 些 函 
数 中 令 , = 7,, =0. 于 是 上 述 等 价 性 由 方程 
wpr ,kpr) =w(pr ;pe, -Kk) (79.6) 

表达 ,w 仅 为 p; 和 p'; 的 方向 的 函数 . 如 果 现 在 我 们 在 (79. 1) 的 第 二 项 中 将 积 
分 变量 从 大 变换 至 -k, 两 个 积分 中 的 系数 w 变 成 相等 ,因为 w_, = 内 ,变换 只 不 
过 是 用 N_ ,代替 N,. 

当然 , 当 用 平衡 的 电子 和 声 子 分 布 函数 代 人 时 ,积分 (79.1) 和 (79. 3 ) 变 为 
零 . 现在 来 考虑 , 当 两 个 分 布 函数 同时 出 现 对 平衡 的 微小 偏差 时 ,关于 这 些 积分 
的 线性 化 问题 . 关于 分 布 函数 对 平衡 的 微小 偏差 ,我们 写成 


n=n(e)+8N, N=N(w) +ON, 


ono nol l - mo) 


人 (79.7) 
aN, No(l1 +N,) 
BN= -一 和 = 一 


da) 了 了 
进行 严格 类 似 于 8$67 和 8$74 中 的 变换 .例如 ,对 (79.1) 第 一 项 的 大 括号 中 的 表 
达 式 , 重 写 成 
将 于 变换 成 下 列 形 式 


有 
no(l-no)(l +N)(9 -9 +xX). 


QH 初 态 和 末 态 的 量子 数 i 和 J 在 概率 的 记号 中 总 是 写成 万 的 次 序 . 
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这 个 表达 式 还 可 通过 等 式 ( 它 可 由 直接 计算 予以 证 实 ) 
no e)[1l -no(e')] =[n(e) -no(e')]N(e-e') (79. 8) 
方便 地 进一步 进行 变换 . 于 是 我 们 求 得 
,No( 1 +N,) 


(nn) (pp +X) = 
9aNo 1 
- A = 


其 它 项 可 类 似 地 进行 变换 ,最 后 导致 下 列 线 性 化 碰撞 积分 : 
Co phn( 1) =1 pn( PMX) = 





oN 
ER | yr 0 -no){( op -Pp +Xx)8(e, 一 Ep' -i)— 


3 





dk 
—- (pp 一 yp We 全 玉 有 (79.9) 
Co(NV) = 1 (X,P) 
oN ， 2d- 
= W(Po 一 mo)( Gp -Pp +Xi)O( 8, 一 Er = 
(79. 10) 


在 两 个 积分 中 Pp =p"'+k+b. 
这 些 积分 自然 地 分 成 两 部 分 ,分 别 作 用 于 pg 和 x 的 线性 积分 算 符 . 例如 ， 

Lp PX) = Top( Pp) + lop (X)- (79. 11) 
注意 到 算 符 1 的 一 个 重要 性 质 是 , 它 并 不 改变 函数 p(n,ps ) 对 变量 m 的 奇偶 
性 , 即 , 它 使 偶 函 数 仍 为 偶 函 数 , 奇 函数 仍 为 奇 函 数 . 的 确 , 就 对 7 的 函数 的 作用 
而 言 , 算 符 /wm 的 形式 为 

(pm) ~ | KOn,n) ten) -p(n)ldn, 
其 中 
K(n7,7) =[no( 7 ) -n(n) In -7 -2) -7 -7 -2)]. 
注意 到 
nm(7) = 地 [1 -出力 . (79. 12) 
从 而 
no(n') -no(n) - 计 [ 由 也 -由 也 

我 们 看 到 


K(n,n) =K( 一 分， 一 人 ) ， 
由 此 立即 得 出 算 符 的 上 述 性 质 ,将 在 $80 和 8$82 中 应 用 . 
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对 下 列 形式 的 消 数 
p=const*e, X=const*w (79. 13) 
(具有 相同 常数 ) ,碰撞 积分 (79.9) 和 (79. 10) 重 为 零 . 动 理 方程 的 这 个 “寄生 ” 
解 ( 像 声 子 声 子 方程 中 的 解 (67. 18) 一 样 ), 对 应 于 系统 温度 的 恒定 小 量 改变 . 然 
op = const (79.14) 
和 xX =0 时 ,积分 (79.9) 和 (79. 10) 也 为 零 . 这 个 解 归 因 于 电子 总 数 的 恒定 性 (与 
声 子 总 数 不 同 ) ;形式 上 , 它 对 应 于 电子 化 学 势 的 恒定 小 量 改 变 . 
为 以 下 进行 定量 估计 ,我 们 注意 到 金属 中 电子 谱 参 量 的 数量 级 可 以 仅 通过 
晶 格 常量 d 和 电子 有 效 质量 m' 来 表达 ;例如 , 费 米 动量 (以 寻常 单位 表示 ) 是 
ps ~ 有 /d, 速 率 是 v; ~pp/m”~ 有 i/m“ d, 和 能 量 是 ep ~ zrpr ~ 让 /my d. 声 子 谱 参 量 
和 电子 声 子 相互 作用 参量 还 包含 原子 的 质量 M. 物质 密度 px M, 声 速 uxp ”< 
M - ;通过 刻 ,d 和 m “使 量 纲 正确 (只 有 一 种 方式 完成 ) ,我 们 得 到 估计 量 
u~v(m’ AM) (79.15) 
因此 , 德 拜 温度 是 
O ~ fw, ~hu/d~er(m’ /M)'”. (79. 16) 


质量 M 仅 通过 原子 的 位 移 算 符 0.(66.2) 而 出 现在 电子 声 子 相互 作用 算 符 中 ; 


这 个 相互 作用 不 涉及 任何 其 它 为 1/M 的 小 项 , 当 以 ~d 时 其 能 量 ~ er. 算 符 U0, 
的 矩阵 元 ,因而 电子 声 子 相互 作用 算 符 的 矩阵 元 ,是 < (Mo) cM ;对 于 给 
定 准 动量 上 ,频率 w ~ ukxM-'“. 散射 概率 由 和 矩阵 元 的 平方 给 出 . 因此 ,碰撞 积分 
中 的 函数 w 正比 于 M- ,或 者 ,使 量 纲 正 确 ， 
w ~ Ovrd’. (79.17) 
这 个 估计 量 就 长 波 声 频 声 子 的 发 射 和 吸收 来 说 需要 修正 . 在 这 个 情况 下 zw 
正比 于 上 大 的 事实 意味 着 该 估计 量 必须 包括 一 个 额外 因数 ki ~ kd: 
w ~ Burkd . (79. 18 ) 
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在 高 温 下 T >> @ ,晶体 中 所 激发 出 的 声 子 ,共有 一 切 可 能 的 准 动量 ,直至 最 
大 值 与 电子 费 米 动量 为 相同 量 级 :js. ~ pr ~ 1/d. 根据 德 拜 温度 的 定义 ,最 大 声 
子 能 量 w,,, ~ 介 , 因 而 对 所 有 声 子 w << 了 

因此 ,在 这 些 条 件 下 , 声 子 能 量 远 小 于 电子 费 米 分 布 中 漫 变 区 宽度 . 这 使 我 
们 能 将 声 子 发 射 和 吸收 当 作 电子 的 弹性 散射 来 近似 处 理 . 散射 角 绝对 不 很 小 , 因 
为 电子 和 声 子 的 准 动量 在 这 些 条 件 下 是 相同 数量 级 . 

在 高 温 下 , 当 声 子 态 占有 数 很 大 时 , 声 子 气 体 每 个 体积 元 中 平衡 的 建立 ( 声 
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子 声 子 弛 玉 ) 很 迅速 . 因此 , 当 考虑 金属 的 电导 率 和 热 导 率 时 ,我 们 可 以 认为 声 
子 分 布 函数 为 平衡 分 布 . 即 ,在 碰撞 积分 中 取 y =0( 本 节 末 尾 将 作出 的 定量 估 
计 ). 换 句 话说 , 仅 讨论 电子 的 动 理 方程 就 够 了 . 
可 以 立即 注意 到 ,在 假设 电子 散射 为 弹性 的 近似 下 , 仅 以 此 近似 为 基础 的 
$ 78 的 结果 ,包括 给 出 比值 kx 的 维 德 曼 - 弗 兰 兹 定律 (78. 13) ,仍然 适用 . 然 
而 ,为 分 别 确定 系数 vr 和 « 对 温度 的 依存 关系 ,必须 更 仔细 地 考察 电子 声 子 碰 
撞 积 分 (79. 9)， 
在 所 述 条 件 下 ,这 个 积分 大 为 简化 . 由 于 声 子 能 量 w = + (e' -e) 很 小 ,我 们 
可 以 将 差 值 a; -~m 展 成 w 的 宕 展开 式 @ 
9no 
no -mo~ + 
然后 我 们 可 以 在 8 函数 的 自 变 量 中 令 w =0, 得 到 
La(e) =2 [ (eo) (pp) Es 
当 w << 了 T 有 时, 声 子 分 布 函数 N==T/w, 所 以 9N,/96@ 二 -7T/w .导数 ano/9e ~ 
_1/T. 积分 由 范围 上 -有 支配 ,其 中 四 ~ @. 当 考虑 到 8 函数 时 ,对 dk 的 积分 


对 积分 的 估计 量 引 入 因数 fss/vr: 





1.(Cp) 出 “@,, qe 


利用 (79. 17) 的 估计 量 w, 由 此 给 出 


ln(9)~ -op~ -TT6n. (80. 1) 
这 意味 着 电子 声 子 碰撞 频率 ww ~ 了 (寻常 单位 中 是 TA 了 .平均 目 由 程 ! ~ PXT， 
而 (78. 16) 给 出 电导 率 ( 用 寻常 单位 ) 为 @: 
_ Ne 上 
i 
因此 , 当 7>>8 时 ,金属 的 电导 率 反 比 于 温度 . 于 是 维 德 曼 - 弗 兰 兹 定律 表 
明 热 导 率 是 常量 : 





( 80. 2) 


PL 2 (80. 3) 


nt 


QD 考虑 到 这 个 差 值 中 w 的 存在 与 电子 散射 是 弹性 的 近似 是 一 致 的 . 这 是 必须 的 ,因为 在 使 碰撞 积 
分 变 成 (79.9) 的 形式 时 ,我 们 应 用 了 等 式 (79.8). 其 右边 当 e =e "时 变 成 不 定 的 . 

国 ”注意 到 电子 能 量 的 量子 不 确定 度 ~ hv. ww ~ 了 是 电子 分 布 中 漫 变 区 宽度 的 量 级 . 然而 ,这 个 事实 
并 不 会 使 结果 不 适用 ,理由 类 似 于 $78 未 尾 关 于 受 杂 质 散射 问题 中 所 给 出 的 . 由 于 唱 格 中 原子 振动 相对 
很 慢 的 性 质 ,以 及 电子 散射 的 弹性 性 质 ,该 问题 原则 上 可 表述 为 在 已 变形 晶 格 的 给 定 势 场 中 电子 运动 的 
问题 . 
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为 了 证 明 在 碰撞 积分 中 忽略 x 是 正确 的 ,现在 让 我 们 来 估计 电子 和 声 子 分 
布 中 的 校正 函数 p 和 xy 我 们 可 以 ,例如 ,在 有 电场 但 没有 温度 梯度 的 情况 下 来 
作 这 个 估计 . 

因为 电场 并 不 影响 声 子 的 运动 , 声 子 的 动 理 方程 左边 为 零 . 因此 ,方程 归结 
为 声 子 与 电子 以 及 声 子 与 声 子 的 碰撞 积分 之 和 变 为 零 : 

I (9p) + I(xX) + lw (X) =0 (80. 4) 

(上 标 (1) 和 (2) 区 别 积 分 (79. 10) 中 的 两 部 分 ,如 在 (79. 11 ) 中 以 同样 方式 曾经 
作 过 的 ). 

积分 .可 类 似 于 上 面 对 1/. ,那样 进行 估计 . 然而 ,这 里 必须 考虑 到 对 电子 
准 动量 p 的 积分 实际 上 仅 在 费 米 面 附近 具有 厚度 ~ T/w 和 面积 ~p? 的 薄 层 体 
积 中 取 . 8 函数 的 存在 还 要 在 积分 的 估计 量 中 引入 因数 1/e;. 结果 是 
xTTr 了 


72) a , 
ho Ww py 四 VpEF ep 


(80.5) 
ln (9p) ~ ~ pe 
声 子 声 子 碰撞 积分 估计 为 
[sm CX) Ee od a -vn 


具有 (68.3) 的 有 效 碰撞 频率 : 


7 mm 


下 人 
ph CX) -@: A -Be (80.6) 


比较 (80.5) 和 (80.6) ,首先 表明 
I Tl 
声 子 电子 碰撞 的 有 效 频率 (对 平衡 电子 , 即 , 当 wp =0 时 ) 远 小 于 声 子 声 子 碰撞 频 
率 . 因此 ,我 们 可 以 忽略 (80.4) 中 第 二 项 . 剩 下 两 项 的 比较 给 出 
XYLpP ~ 人 LT<< 1， (80.7) 

这 个 证 明了 在 电子 声 子 人 碰撞 积分 中 忽略 x 是 正确 的 . 容易 证 实 , 当 温度 梯度 存在 
时 也 得 到 相同 结果 (80.7). 

然而 ,在 论述 温差 电 现象 时 ,电子 动 理 方程 中 忽略 函数 x 可 能 是 不 允许 的 . 

根据 公式 (78. 12)( 它 的 推导 仅 以 电子 弹性 散射 的 假设 为 基础 ) ,温差 电 系 
数 是 


因此 ， 


eh (80.8) 
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一 一 一 一 


(上 标 “1" 的 意义 将 在 以 后 解释 ). 这 个 量 在 下 述 意 义 上 是 “反常 地 ”小 :公式 
(78.8) 中 (第 二 项 ) 积 分 的 数量 级 减 小 一 个 比值 7/es ,因为 


六 (80. 9) 


是 变量 ?了 =se -jp 的 奇 函 数 . 这 个 情况 在 某 种 意义 上 是 "偶然 的 ,可 能 会 有 这 样 
的 结果 , 归 因 于 声 子 的 非 平衡 而 对 9 的 微小 增加 会 产生 与 (80. 8) 可 比较 的 对 a 
的 贡献 


我 们 将 寻求 电子 动 理 方程 | 
dno 9no 1 2 
VT VT (p) + 人) (80. 10) 


的 解 为 下 列 形式 的 和 :p =p! +epL ,其 中 8' 是 (80.10) 右 边 没有 第 二 项 时 方程 
的 解 , 而 pg'" 是 方程 : 

70 (9) + (x) =0 (80. 11) 
的 解 . 这 里 函数 gp! 是 函数 wp 的 “主要 "部 分 ;因为 注意 到 算 符 1 %, 是 变量 7 的 偶 
函数 ( 8$ 79) ,这 个 部 分 具有 形式 (80.9) ,是 ”的 奇 函 数 .方程 (80. 11) 表 明 p”~ 
,因而 

pep ~x/9' ~ O/T <<1. 

然而 ,与 p! 不 同 的 是 , 当 es =p 时 ,gp ' 绝 不 为 零 . 因此 ,在 计算 对 电流 密度 的 相应 
贡献 时 ,主导 项 没有 相 消 , 仅 在 pg! 为 相对 很 小 的 意义 上 结果 很 小 . 这 意味 着 后 者 
对 温差 电 系 数 的 贡献 是 


QO ~ OO ~ (80. 12) 


在 所 述 温度 范围 的 低 端 ,那里 7~ ,代替 小 量 ea ”~ 6@/ss 我 们 有 ea ~1. 

因此 ,温差 电 系数 由 两 个 相 加 性 部 分 组 成 . 这 些 可 能 具有 相同 数量 级 ,但 它 
们 随 温度 的 变化 不 相同 . ae 中 第 二 项 的 物理 来 源 是 ,晶体 中 的 热 传 递 引起 声 子 流 
(“ 声 子 风 ”) , 它 携 带电 子 与 之 一 起 流动 中. 
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低温 下 电子 声 子 散 射 的 本 质 与 7T>> @ 时 的 情况 根本 不 同 . 当 7T<<6 时, 唱 
体 中 激发 出 的 声 子 具有 能 量 w ~ 7( 一 般 属 于 声 频 支 ). 当 这 种 声 子 被 发 射 或 被 
吸收 时 ,电子 能 量 的 变化 是 ~ 了 , 即 ,变化 量 为 费 米 分 布 中 漫 变 区 总 宽度 的 量 级 . 
电子 准 动量 的 变化 等 于 声 子 准 动量 . 因为 上 ~T/u << fs, 而 有 ss ~Pr, 这 意味 着 
电子 准 动量 仅 有 相对 小 量 改 变 . 因此 ,在 低温 下 ,有 一 个 与 弹性 碰撞 相反 的 极限 


QD 关于 金属 动 理 现象 中 声 子 对 电子 的 彼 引 作用 由 古 列 维 奇 ( 有 1. 3. Typesus(1946)) 所 阐明 ， 
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情况 :电子 能 量 的 弛 鸳 比 其 准 动量 方 问 的 弛 豫 显 著 快 得 多 . 

能 量 弛 殉 是 费 米 分 布 漫 变 区 中 的 迅速 “混合 ”. 至 于 准 动量 方向 的 弛 驳 是 分 
布 遍及 这 个 费 米面 的 均等 ; 它 以 小 量 ( ~ 7Wu) 跳 变 发 生 , 即 ,具有 遍及 费 米面 的 
慢 扩 散 性 质 . 

在 继续 对 这 些 条 件 下 的 动 理 现 象 作 细致 分 析 之 前 ,关于 倒 道 过 程 的 作用 ,我 
们 将 作 几 个 一 般 评述 . 

像 在 介 电 晶体 中 那样 ,理想 (无 杂质 或 缺陷 ) 金 属 晶 体 中 动 理 系数 的 有 限 性 
归 因 于 这 些 倒 逆 过 程 的 存在 . 仅 有 正常 过 程 情 况 下 ,它们 使 电子 和 声 子 的 总 准 动 
量 守恒 , 动 理 方程 会 有 对 应 于 电子 和 声 子 系统 作为 整体 相对 于 晶 格 运动 的 “ 寄 
生 " 解 . 这 些 是 

p=p"* 8V, x=k.: dV (81.1) 
类 型 的 解 ,具有 恒定 矢量 8V( 比较 (67. 19) ). 如 果 电 子 的 声 子 发 射 或 声 子 吸收 
是 在 准 动量 守恒 的 条 件 下 (PP =p' +K) 发 生 的 ,这 些 解 使 碰撞 积分 (79. 9 )， 
(79. 10 ) 归结 为 零 . 

在 高 温 下 , 当 电 子 和 声 子 两 者 的 准 动量 都 很 大 ( ~ 1Xd) 时 ,发 生 倒 逆 过 程 ， 
一 般 具 有 与 正常 过 程 相 同 的 频率 . 因此 ,考虑 它们 的 必要 性 ,并 不 引起 动 理 现象 
的 任何 特别 性 质 . 

电子 准 动量 位 于 费 米 面 附近 ,在 这 个 意义 上 几乎 不 依赖 于 温度 . 然而 ,在 低 
温 下 , 声 子 准 动 量变 成 很 小 ,因此 倒 道 过 程 可 能 被 阻止 . 在 这 方面 ,对 闭 费 米面 和 
敞 费 米面 情况 是 实质 上 不 同 的 . 

一 个 敞 费 米 面 , 对 于 P 空 间 ( 倒 吻 晶 格 ) 中 元 胞 的 任何 选择 ,都 与 元 胞 边界 
发 生 交叉 . 显然 ,在 这 个 情况 ,发射 或 吸收 具有 任意 低能 量 的 声 子 的 倒 逆 过 程 总 
是 可 能 的 :在 元 胞 边界 处 ,即使 电子 准 动量 的 很 小 改变 ,也 能 将 电子 传递 到 相 邻 
元 胞 . 它们 在 费 米 面 上 扩散 的 过 程 中 ,所 有 电子 最 终 将 达到 元 胞 边界 ,因而 能 参 
与 倒 道 过 程 . 因此 ,也 是 在 这 个 情况 , 倒 逆 过 程 的 概率 (与 正常 过 程 比较 起 来 ) 不 
包含 任何 附加 小 因数 . 确实 ,分 类 成 为 正常 过 程 和 倒闭 过 程 依赖 于 倒 易 元 胞 的 选 
择 ,在 这 个 意义 上 是 约定 的 . 对 于 敞 费 米面 ,在 倒 逆 过 程 的 频率 中 没有 任何 附加 
小 因数 的 这 个 性 质 ,对 元 胞 的 任何 选择 都 存在 . 因此 在 这 个 情况 下 ,一般 适当 的 
是 放弃 对 两 类 散射 事件 作 任何 区 别 , 而 要 认为 它们 都 是 正常 ( 即 , 准 动量 守恒 
的 ) 过 程 , 但 允许 电子 准 动量 的 值 在 倒 易 晶 格 任何 处 . 对 于 声 子 ,元 胞 的 选择 是 
使 得 k=0 的 点 位 于 其 中 心 ;因此 ,( 当 了 T<<g@ 时 唯一 需 考 虑 的 ) 所 有 长 波 声 子 处 
于 一 个 元 胞 体积 中 心 附 近 的 很 小 部 分 . 在 这 个 论述 中 ,通过 将 倒 易 晶 格 中 的 周期 
性 条 件 

n(p +b) =n(p) (B81. 2 
应 用 于 电子 分 布 函数 ,从 而 排除 了 “寄生 " 解 (81. 1). 平衡 分 布 , 仅 依赖 于 电子 能 
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量 se(P) ,必然 满足 这 个 条 件 , 因 为 e(P) 是 周期 函数 . 除 me(P) 之 外 ,导数 


9no(p)/9z 也 是 周期 性 的 ,因此 57 中 的 因数 w(P) 也 是 如 此 ;这 个 必要 条 件 消 
去 了 解 (81. 1 ) ,因为 它 并 不 满足 这 个 条 件 . 

现在 让 我 们 考虑 闭 费 米面 . 在 这 个 情况 ,我 们 可 以 这 样 来 选择 倒 易 元 胞 ,使 
得 费 米 而 任何 处 都 不 与 其 边界 交叉 中 . 因此 倒 逆 过 程 对 应 于 电子 在 元 胞 中 费 米 
面 上 任意 点 以 及 在 相 邻 元 胞 中 复制 点 之 间 的 跃迁 . 如 图 29 中 纲要 式 显 示 的 . 连 
接 这 些 点 的 矢量 是 所 发 射 或 所 吸收 声 子 的 准 动量 . 距离 上 一 般 很 大 (kk ~ 
1/d) ,在 低温 下 具有 能 量 w(K) 的 声 子 数 是 指数 式 小 ,为 正比 于 exp[ -w(k)/ 
7]. 于 是 倒 逆 散射 事件 的 有 效 频 率 在 这 些 条 件 下 按 下 式 : 


KK >” 人 > 
\ \ 
“= _ 
SE LS 
! | 
a es -< 


yu exp{ -w(K ..)/T} (81.3) 

依赖 于 温度 ,其 中 ,是 (所 考虑 类 型 的 所 有 矢量 中 ) 其 能 量 w@(K) 具 有 最 低 值 的 
声 子 准 动量 值 . 当然 ,这 里 重要 的 是 电子 速率 远大 于 声 子 速率 (w >>u). 由 于 这 
个 原因 ,我 们 不 能 通过 远离 费 米面 来 改变 矢量 大 的 长 度 以 使 (81.3) 中 的 指数 减 
小 , 虽然 声 子 能 量 可 能 减 小 ~ u5&k 的 量 ,过 程 所 涉及 的 电子 的 能 量 会 同时 增加 更 
大 的 量 ~ 站, 因此 v 减 小 而 不 是 增加 . 因此 为 求 ,,, ,无 需 考 虑 费 米 面 附近 分 
布 的 漫 变 区 . 实际 上 重要 的 通常 是 与 其 在 邻近 元 胞 中 的 重复 点 最 接近 的 费 米面 
邻近 的 那些 点 . 

解 (81.1) 意 味 着 不 存在 电场 时 有 一 个 宏观 电子 流 , 即 ,无穷 大 电导 率 . 倒 逆 
过 程 的 指数 式 小 频率 引起 指数 式 大 电导 率 (R. 了 . Peierls ) 

具有 闭 费 米面 的 金属 中 ,即使 忽略 倒 逆 过 程 时 , 热 导 率 仍 保持 有 限 . 这 是 因 
为 , 按 (78.2) , 热 导 率 k 在 没有 电流 情况 下 定义 热流 ,而 条 件 j=0 必然 排除 寄 
生 ” 解 (81.1). 包 括 倒闭 过 程 能 改变 « 的 值 , 仅 当 它 很 小 时 . 这 同样 适用 于 温差 
电 系数 a( 根据 定义 (78. 1) ) , 它 将 温度 梯度 与 电场 联系 起 来 , 仍 是 在 j=0 的 条 
件 下 ( 见 § 82, 习 题 ). 


”然而 ,如 果 费 米面 由 许多 闭 腔 组 成 ,必须 用 别 的 方式 ,而 不 能 用 带 平 面 边 界 的 平行 六 面体 那样 的 
方式 来 定义 元 胞 . 对 于 由 两 个 不 等 价 闭 腔 形成 “ 费 米 面 " 的 平面 晶 格 情形 ,纲要 式 地 阐明 于 图 28. 虚线 显 
示 元 胞 , 它 并 不 与 这 些 空 腔 相交 . 采用 长 方 胞 的 任何 选择 ,都 不 能 避免 相交 . 
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然而 ,上 述评 注 并 不 适用 于 具有 闭 式 电 子 和 空 羡 费 米面 的 补偿 金属 , 即 具 有 
相同 数目 电子 和 空 从 (Ni = WN.) 的 金属 ( 见 第 九 卷 , §61). 原 因 是 在 这 个 情况 , 解 
(81.1) 不 依赖 于 电流 的 存在 . 的 确 , 对 应 于 这 个 解 的 电流 密度 是 

















四 VY : 
ap (2 三) “J ap (P ) 《2 


两 个 积分 分 别 取 费 米面 的 电子 体积 和 空 穴 腔 体积 求 积 ,在 第 二 个 积分 中 ,所 用 空 
穴 分 布 是 n"”=1 -7m. 现在 我 们 可 以 分 部 积分 ;对 元 胞 界面 处 积分 结果 为 零 , 因 
为 mw” 和 mm ”远离 相应 费 米 面 时 迅速 减 小 . 结果 是 

j=edV(N, -N.). (81.4) 


Ono 2d'p 
i=e]: ye ) 75) 
ono 2d'p 
=e | 一 一 . SV 二 
-| mo” .8V) 2 P no 2d’p 


对 于 补偿 金属 7 =0. 

这 意味 着 即使 没有 考虑 到 倒 逆 过 程 时 ,补偿 金属 的 电导 率 也 是 有 限 的 . 男 一 
方面 , 热 导 率 和 温差 电 系 数 是 由 倒 逆 过 程 所 支配 的 ,如 果 忽 略 这 些 过 程 , 它 们 会 
是 无 穷 大 ,因为 那 时 条 件 了 =0 并 不 排除 寄生 解 (81. 1). 

在 本 节 ( 与 下 节 ) 的 论证 和 估计 中 ,我 们 基本 上 含有 关于 费 米面 形式 的 最 简 
单 假设 , 即 它 或 者 是 闭 式 或 者 是 向 式 , 其 所 有 特征 尺度 为 1/d 量 级 . 然而 ,实际 金 
属 的 费 米 面 ,一般 具 有 复杂 形式 ,并 且 可 能 由 几 个 不 同 叶 组 成 ;我 们 不 准备 停 下 
来 分 析 对 实际 金属 动 理 系数 行为 中 所 产生 的 复杂 性 . 例如 , 倒 易 唱 格 的 不 同胞 中 
敞 式 费 米面 各 叶 可 能 由 (宽度 为 Ap << pr 的 ) 窗 桥 相 连接 . 问题 中 小 参量 Ap/ps 
的 存在 可 能 导致 动 理 系 数 具 有 不 同 温 度 依 存 关 系 的 新 的 "中间 "温度 范围 . 闭 式 
费 米面 的 各 叶 可 能 “反常 地 ”靠近 到 一 起 ,这 可 能 使 指数 律 (81.3) 移 动 到 “反常 ” 
低温 范围 . 


§ 82 ”金属 中 的 动 理 系数 ”低温 


低温 动 理 现象 的 定量 研究 中 ,我 们 将 记 住 敞 费 米面 的 情况 ,因而 将 不 特别 注 
意 倒 逆 过 程 . 

首先 ,我们 将 证 明 声 子 系统 中 的 弛 豫 的 发 生 ,( 当 了 <<@ 时 ) 主 要 是 由 于 声 
子 电子 ( 而 不 是 声 子 声 子 ) 碰撞 . 

为 估计 声 子 电子 碰撞 积分 (79. 10) ,我 们 注意 到 在 低温 时 w -了 ,es - 几 ~ 了 ， 
因而 No。 ~m ~1,39Novaw ~1/T. 对 dp 的 积分 是 沿 费 米 面 厚 度 ~ TV/vs 的 一 层 的 
体积 取 的 . 因为 k/p 很 小 ,5 函数 的 自 变量 可 以 表达 为 


a(p) -el(p -Kk) -ok) ke GE -ome ko (82. 1) 
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通过 在 给 定 下 对 p 的 方向 (或 等 价 地 对 v ; 的 方向 ) 求 积分 可 以 消除 8 函数 ,对 
被 积 表达 式 增 加 一 个 因数 1/vek. 最 后 ,w 按 公式 (79. 18) 估 计 . 结果 是 
TX) ~ -x(m’/M)'” ~ -T(m’/M)'”SN, 


所 以 有 效 碰 撞 频 率 是 
Wa /3 (82.2) 


低温 下 声 子 声 子 碰撞 的 有 效 频率 ,按照 佑 计 (69. 15 ) 是 





i 
yn ~ TT | << yi) (82.3) 
这 个 证 明了 前 面 的 陈述 . 
今后 我 们 将 忽略 声 子 声 子 碰撞 . 于 是 声 子 动 理 方程 是 
0w。 wa 
0 (82. 4) 


这 个 方程 可 以 对 于 声 子 函数 y 显 式 求解 . 因为 在 这 个 方程 中 是 给 定 的 ,可 将 x 
取 至 积分 号 外 ,我 们 求 得 














Xi = -A" VT)+ 
+ fn -ne -eo)(p -er tx 
(82. 5) 
其 中 
y= [wns -no)8(e-e’ -ow) 2dP (82.6) 
(27) 


容易 看 出 x, >>x :的 确 , 由 函数 妃 的 定义 ,可 见 x; ~ 9p( 分 子 和 分 母 中 的 积 
分 仅 在 被 积 表 达 式 中 相差 因数 gq -gp'). 9 的 数量 级 由 电子 动 理 方程 
(vv : V T=1 , (0)~ -7 SP ~ -yy 办 
oT Pp ,Pp ep TE 
予以 确定 ,由 此 得 


UF 


1V Tl. 





a 
有 效 电 子 声 子 碰撞 频率 用 上 面 对 v,, .那样 的 类 似 方式 进行 估计 ,唯一 差别 是 积 
分 [中 对 dk 的 积分 是 在 动量 空间 中 ~ (T/Au) 的 一 个 体积 内 取 的 (而 不 是 积 
分 1 中 对 dp 的 积分 中 的 体积 ~ peT/v): 

yz. ~ T/O. (82.7) 
最 后 ,注意 到 xz ~ 1V Tlu/v,s,。 ,我 们 有 


一 ~ 一 -~ 一 <<1， (82. 8 ) 


这 正 是 要 证 明 的 . 
在 计算 电导 率 和 热 导 率 ( 但 非 温差 电 系 数 ; 见 下 面 ) 时 ,我 们 可 以 忽略 小 量 
Xi 因此 ,将 (82.5) 的 x~x; 代入 (形式 为 (79. 11) 的 ) 线 性 化 电子 声 子 碰撞 积分 
中 ,我 们 求 得 
ln( pA) = (0) + 1 wm. (9), (82.9) 
其 中 ,.(9) 表 示 将 x 代入 积分 1.%, (XxX) 的 结果 . (82.9) 中 第 一 项 是 电子 和 平 
衡 声 子 的 碰撞 积分 ;第 二 项 可 称 为 电子 间 通 过 声 子 的 碰撞 积分 . 
我 们 在 函数 p(p) 中 (如 879 中 所 作 过 的 那样 ) 引 进 作为 目 变 量 的 是 量 7 = 
es -从 和 矢量 pi ,后 者 具有 pp 的 方向 但 终止 在 费 米面 上 . (82.9) 中 的 两 项 在 其 被 
积 函 数 中 具有 差 值 
p(TPr) -p(n Pr)， (82. 10) 
并 有 
n-7 = 土 D，PrF-PF=K， 
其 中 «x 是 大 在 费 米面 Pr 点 处 切 平面 上 的 投射 . 
关于 变量 P, ,函数 p(n ,ps) 在 范围 ~P 上 变化 很 显著 ; 差 值 x ~ 上 <<Pr. 在 
这 个 意义 上 ,9 随 ps 缓慢 变化 ,一 级 近似 下 我 们 可 以 在 差 值 (82. 10) 中 取 pt = 
Pr , 即 用 
p( 刀 ,Pr) - p(n’ ,Pr) (82.11) 
来 代替 它 .然而 ,对 7 的 依存 关系 很 强 ,这 是 在 下 述 意 义 上 说 的 :Im -7 1=w-~7 了 
是 与 9 发 生 显著 变化 的 范围 具有 相同 量 级 . 
令 为 由 71.,(82.9) 通 过 用 (82.11) 代 替 (82.10) 而 获得 的 算 符 ; 于 是 
lp) =ZLo(p) +L( 9), 
以 及 L。 >> 厂 :电子 动 理 方程 (在 电场 和 温度 梯度 都 存在 的 情况 下 ) 呈现 下 列 形 
起 
~ [eB + 7 wT p) +L (9). 0 ) 
右边 两 项 具有 相当 不 同 的 物理 意义 :第 一 项 引起 迅速 的 能 量 弛 和 豫 ,第 二 项 引起 相 
对 于 准 动量 方向 的 缓慢 “扩散 " 弛 豫 . 
注意 到 算 符 L。 有 两 个 明显 性 质 . 首先 ,对 仅 依 赖 于 ps 的 任何 函数 , 它 为 堆 
(因为 差 (82.11) 为 零 ). 其 次 ,下 列 积分 为 零 : 


| wp) dn =0; (B32 三 
算 符 L, 描述 仅 有 能 量 改变 的 碰撞 ,而 (82. 13 ) 只 不 过 表述 具有 给 定 正 的 方 癌 的 
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电子 数 守 人 恒 ， 
我 们 将 寻求 动 理 方程 的 下 列 形 式 的 解 : 
p(nPe) =a(pr) +b(7,Pr)， (82.14) 
其 中 a(p;) 仅 是 p; 的 函数 ,而 且 1al >> 1b1. 函数 a( 对 此 碰撞 积分 的 五 部 分 为 
零 ) 很 大 的 事实 表达 的 是 能 量 弛 豫 过 程 的 迅速 性 .将 (82. 14) 代 人 (82. 12) 并 忽 
略 相对 较 小 项 L,(5) ,我 们 求 得 下 列 方程 
on 


“=L,.(b) +L(a). (82. 15) 
0 


右边 两 项 一 般 具 有 相同 量 级 . 然而 ,在 计算 电导 率 或 热 导 率 时 ,只 有 其 中 一 项 是 
重要 的 . 因为 通过 下 列 事实 可 以 看 出 :线性 化 电子 声 子 算 符 1.,,( 因 而 LL 和,) 
作用 于 函数 wp(7 ,Pr ) 后 ,并 不 改变 mw 相对 于 7 的 奇偶 性 山 . 因此 ,我 们 将 9 分 成 
相对 于 7 为 偶 (P, ) 和 为 奇 (p。) 的 两 部 分 

p,=a+b， op, =b, 
(不 依赖 于 7 的 函数 o 显然 是 偶 函 数 ). 将 p =Ps + 代入 (82.15) ,接着 分 开 了 7 
的 奇 次 项 和 偶 次 项 ,结果 给 出 两 个 方程 : 


一 (e+ 了 V 7 | *， 地 





on 
| de = 

T der v1 Eb) ( 82. 16) 
0 
-TeE + v= Llb) + (0); ( 82. 17) 


方程 左边 的 速度 v 在 充分 准确 度 下 已 用 费 米面 上 的 速度 v ; 代替 ,后 者 不 依赖 于 
17. 第 二 个 方程 对 n 的 积分 给 出 


ec .ov = {LC(a)dn, (82. 18 ) 


因为 按 (82. 13) , 含 [的 项 消失 . 

热流 (E =0 时 ) 完 全 由 方程 (82. 16) 的 解 确定 ,该 方程 仅 包 含 算 符 如 :正如 
我 们 应 预期 的 , 它 依赖 于 电子 能 量 弛 瑰 过 程 . 从 该 解 计 算出 热流 作为 积分 

0 = [on hs~ fo rm eb, 2 (82. 19) 

函数 p 中 为 小 偶 函 数 的 部 分 没有 贡献 ,因为 结果 所 得 被 积 表达 式 是 奇 函数 

算 符 L, 是 电子 声 子 碰撞 积分 的 主要 部 分 . 因此 相应 有 效 碰 挤 频率 是 (82.7) 
的 y. ，; 更 确切 地 说 ,这 个 量 是 关于 能 量 交换 的 有 效 碰撞 频率 . 相应 电子 平均 自 
由 程 是 1~ wy 热 导 率 可 由 气体 动 理学 理论 的 公式 (7. 10) 予 以 估计 :~ 
cilN, 目前 情况 下 ,N 是 电子 的 数 密度 ,c 是 (每 个 传导 电子 ) 热 容 的 电子 部 分 而 








加。$79 中 对 /曾经 证 明 过 这 点 .我们 不 准备 停 下 来 给 出 对 人 ,mi.e 的 严格 类 似 证 明 ， 
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~vp. 量 入 和 wi 不 依赖 于 温度 ,电子 费 米 液 体 的 热 容 正 比 于 7, 而 按 (82.7) 平 均 
自由 程 :x 7 …. 因为 这 样 所 计算 的 热流 适用 于 EE =0, 其 中 的 系数 不 是 热 导 率 k 
本 身 而 是 k' =k+Toa ( 见 (78.3)). 因 而 k'x« 7 .Toa? 项 远 小 于 kx'( 见 325 页 
脚注 由) ,因而 << 7 一. 作为 粗 估 , 令 
Wi 
NE 
(以 寻 币 单位 ,比较 第 九 卷 ,(1.1S) ) ,我 们 求 得 
erprO” 
Re 

电导 率 通过 求解 方程 (82. 18) 而 也 以 确定 ,该 方程 仅 包 含 算 符 L: 如 所 预 
期 ,电流 依赖 于 对 电子 准 动 量 方向 的 弛 瑰 过 程 . 在 $81 开头 曾经 注意 到 这 些 过 
程 具有 沿 费 米面 扩散 的 性 质 . 下 节 中 我 们 将 证 明 动 理 方程 (82. 18) 事 实 上 如 何 
能 化 成 扩散 方程 的 形式 .然而 ,电导 率 对 温度 的 依存 关系 可 以 从 下 面 的 简单 论据 
予以 阐明 . 

沿 费 米面 的 移动 以 小 跳 变 和 ~ Tu 发 生 ; 这 个 量 起 动量 空间 中 的 “平均 自由 
程 "i 的 作用 ,而 “散射 事件 ”的 频率 与 电子 声 子 碰撞 频率 v. 相同 . 沿 费 米面 的 
扩散 系数 可 按 气体 动 理学 理论 的 公式 D~ 捷 ~Bv 了 予以 估计 ,并 以 1 和 vw ,, 作 为 1 
和 vw. 因而 我 们 有 (以 寻常 单位 ) 

pO /TS 
i (6) 


J 

由 此 我 们 可 以 求 得 弛 殉 时 间 , 它 在 按 (78. 16) :og ~e Nvj7/ps 估计 电导 率 时 

要 出 现 . 它 是 这 样 的 时 间 ,在 此 期 间 电子 准 动 量 改 变量 为 其 本 身 量 级 . 换 句 话说 ， 

在 时 间 7 内 电子 必然 沿 费 米 面 扩散 一 段 距离 ~p;. 在 扩散 运动 中 , 方 均 位 移 正比 

于 时 间 ( 和 正比 于 扩散 系数 ). 因 此 我 们 求 得 关系 式 pt ~ D,7, 而 对 于 电导 率 ( 以 
寻常 单位 ) 为 


CC 


Ld 


( 82. 20) 





( 82. 21) 





~ 


et (9). ( 82. 22) 
因此 ,在 低温 ,电导 率 正比 于 7 中 . 

现在 让 我 们 论述 温差 电 系 数 . 这 里 类 似 于 高 温情 况 . 

如 果 电 流 了 由 方程 (82. 16) 的 解 ,函数 5b, 计算 ,于 是 ,因为 这 是 变量 n 的 奇 
函数 ,一 级 近似 下 积分 为 零 ,而 仅 当 我 们 考虑 到 被 积 表达 式 中 以 m/es 作 展 开 中 
的 高 阶 项 时 才 得 到 不 为 零 的 结果 . 这 导致 (和 7 >> 6 的 情况 一 样 ) 温 差 电 系数 


(以 寻常 单位 ) 为 


中 ”这 个 结果 是 布 洛 赫 (F. Bioch(1929) ) 首 先 推导 的 . 
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a! ~T/ee:, ( 82.23) 
而 不 是 “正常 ? 量 级 的 量 a ~ 1/et. 
对 温差 电 系 数 的 男 一 贡献 来 自 (82. 5 ) 的 声 子 函数 x 中 所 忽略 的 x 项 :这 个 
贡献 是 由 于 声 子 对 电子 的 奥 引 作用 . 如 果 保 留 这 项 , 则 碰撞 积分 (82.9) 中 应 包 
含 补 充 项 ， 


UV 了 | 





1, (X11) ~ vo soy Eg ( 82. 24) 
A “Pl 9 un yl 
于 是 可 将 这 项 取 至 动 理 方程 (82. 12 ) 的 左边 ,那里 它 要 与 项 
no 
二 (82. 25) 


相 比 较 . 项 (82.24) 以 比值 7]/@- 小 于 (82. 25) (估计 类 似 于 (82.8)). 然而 , 考 
虑 到 这 项 时 导致 在 动 理 方程 的 解 p 中 出 现 正比 于 V 7 的 一 项 ,而 这 已 不 是 7 的 
奇 函 数 . 因此 ,在 计算 对 电流 的 有 关 贡 献 时 ,没有 补充 小 因数 ,而 温差 电 系 数 包 括 
一 项 

al ~ TT/eO: ( 82. 26) 
(I. 3. TypeBrd ,1946 ) ®. 

随 着 温度 的 降低 ,电子 声 子 碰撞 频率 也 减 小 ,最 终 在 引起 电阻 和 热 阻 方面 ， 
电子 与 杂质 原子 间 的 碰撞 变 成 主要 的 . 注意 到 由 于 对 温度 的 不 同 依存 关系 ,过渡 
到 “剩余 热 阻 "要 比 过 渡 到 “剩余 电阻 ”出 现 晚 得 多 . 

在 很 纯 金 属 中 ,可 以 存在 一 个 温度 区 域 ,在 此 区 域内 金属 的 动 理性 质 由 电子 
间 碰 撞 所 支配 . 金属 中 电子 液体 内 的 相应 平均 自由 程 , 如 任何 其 它 费 米 液 体 中 那 
样 , 按 了 7 一 随 温度 变化 ,而 小 展开 参量 是 比值 TI/er( 见 8$75). 当 了 ~esr 时 ,这 个 
平均 自由 程 必须 变 成 ~d, 因 而 


1 ~d(er/T).. ( 82. 27) 
由 此 得 出 电导 率 和 热 导 率 对 温度 的 依存 关系 是 
oxrT , kT (82. 28) 


( 刀 . 五 . JaHnay, . 区. IIoMepaHdyk ,1936). 当 温 度 降 低 时 ,有 效 电 子 电子 碰撞 频 


QD 由 估计 (82.20) 一 (82.23) 我 们 看 到 Ta*o/k ~ (Ber) <<1, 这 证 明了 推导 (82. 21) 中 所 采用 
近似 的 正确 性 . 

加 ”这 里 ,下 列 评注 是 必要 的 . 因为 声 子 准 动量 很 小 ,能 量 守 恒定 律 给 出 

e{p)-e(p-k)~=vp 天 一 土 Of Kk). 

由 此 我 们 看 到 v 和 上 之 间 的 夹 角 98 几乎 是 /2:cos 8~w/(vpk) ~ ur <<1. 各 疝 同 性 情况 下 , 声 子 的 准 
动 其 下 和 速度 z 处 在 相同 方向 ,因此 乘积 zwr 也 很 小 .在 通过 yw 给 出 流 的 积分 中 出 现 类 似 乘积 ,正比 于 
wu. V 7; 在 各 向 同性 情况 下 这 会 引致 在 wa 中 出 现 附 加 小 因数 . 然而 ,在 各 向 异性 晶体 中 ,包括 具有 立方 
对 称 性 的 晶体 中 ,一 般 没 有 任何 理由 出 现 这 种 小 因数 . 
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率 v.. 比 电子 声 子 碰撞 频率 v. 来 说 ,其 减 小 要 慢 得 多 . 然而 , 因 v.. 中 的 小 参量 是 
T/es 而 不 是 v, w 中 的 T/@, 电 子 电子 碰撞 仅 在 很 低温 度 下 才 起 主要 作用 . 

还 注意 到 关系 式 (82. 28 ) 原则 上 可 以 与 或 者 敞 式 或 者 闭 式 费 米 面相 联系 . 
因为 电子 准 动量 很 大 ,倒闭 过 程 的 必然 存在 对 闭 费 米面 情况 一 般 并 不 导致 任何 
附加 小 因数 . 


习 题 


对 于 低温 下 具有 闭 费 米面 的 金属 . 忽略 倒 北 过 程 .计算 其 温差 电 系 数 a 
解 :电子 动 理 方程 是 








_eE: Te- 2 站 人 ln Es 
注意 到 
oN _ wo _ wo 
aT T dw T ok 
声 子 动 理 方程 可 写成 
-Se ‘VT=CW..(N). (2) 


将 方程 (1) 和 (2) 分 别 乘 以 p 和 上, 并 分 别 对 2d'p/(27T) 和 对 dk/(2m) 进行 
积分 ,然后 将 它们 逐 项 相 加 . 由 于 没有 倒 逆 过 程 时 电子 和 上 声 子 的 总 准 动量 守恒 ， 
右边 变 为 零 结果 得 到 


07zo —u 9no 2 
Re dr ea 


aN, 3 
0 03) 
第 二 和 第 三 个 积分 是 在 晶体 具有 立方 对 称 性 的 假设 下 写 出 的 . 
(3) 中 第 一 个 积分 如 在 (81.4) 的 推导 中 那样 进行 变换 ,给 出 -eE(N.。- 
NV,) .第 二 个 积分 如 在 (78. IN 结 采 是 -47 Y 了 ,其 中 














9 5 [ 翅 J*- rep 3 
SR 第 三 个 积分 ， A 
dk 
{NC30+k- 72) ) 
(对 倒 易 格 胞 界面 上 的 积分 yakaTai 人 RS 
小 ). 对 长 波 声 频 声 子 (低温 下 重要 的 唯一 频 支 ) ,速度 和 比值 kk =k/w 仅 依赖 
于 天 的 方向 (而 不 依赖 于 四 ). 关于 对 ww 的 积分 应 用 通常 表达 式 , 我 们 求 得 (3) 中 
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第 三 个 积分 是 -BT V7T, 其 中 


» do, 
-15 过 | (1 + )« (2T) 
(二 是 对 声 子 谱 的 三 个 声 频 支 求 和 )， 
从 而 方程 (3) 变 成 
-eE(N.—-N,)=Y TT(AT+BT). 
将 它 与 (78.1)( 对 j=0 的 情况 ) 进 行 比较 . 给 出 温差 电 系 数 为 
No 2 (4) 
N= 
通过 适当 选取 动 理 方程 解 中 形式 (81.1) 的 项 ,条 件 j=0 可 以 满足 . 按照 $81 中 
的 讨论 ,表达 式 (4) 对 未 补偿 金属 是 有 限 的 .但 当 N. =N, 时 变 成 无 限 . 
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本 节 我 们 将 证 明 怎 样 可 以 将 关于 低温 电导 问题 的 动 理 方程 (82.17) 化 成 扩 
散 方程 的 形式 呈 . 只 关心 这 个 问题 时 ,我们 将 仅 考 虑 函数 w 中 不 依赖 于 =e 一 
的 部 分 ,并 用 w(Pr) 表 沙 它 以 代替 如 上 节 中 那样 的 特殊 符号 e(Pr). 像 在 8$82 一 
样 ,我 们 将 再 次 注意 到 敞 费 米面 的 情况 . 

果 数 








Sn on ow 
(27)’” as (27)’ 
是 动量 空间 电子 分 布 中 的 非 平衡 增 量 . 由 此 通过 下 列 步骤 我 们 可 以 构成 费 米 面 
上 的 分 布 : 将 体积 元 dp 写成 dedS/v(74.19) ,对 de = dm 积分 ,并 将 等 能 面 上 依 
赖 于 s 的 面积 元 dS 和 速率 v 近似 用 费 米面 上 的 值 dS; 和 vs 来 代替 . 根据 假设 ， 
疯 数 p 不 依赖 于 se ,因数 - 9no/9e 的 积分 给 出 1. 于 是 费 米面 上 的 分 布 密 度 是 下 
列表 达 式 
Pp(Ppr) 
(2m) ve 
为 使 推导 更 加 明晰 起 见 ,我 们 首先 将 动 理 方程 (82. 17) 写 成 左边 带 有 对 时 
间 的 偏 导数 的 形式 ,仿佛 分 布 为 非 定 常 似 的 : 
ono 9 ono 
二 “vr oe =L (Pp). 
这 里 已 省 略 了 含 Zu 的 项 ,无 论 如 何 当 将 方程 对 dw/vs 积分 时 它 会 消失 : 
日 里- | 有) 理 = -一 全 (83.2) 


Ot vr VF 


(83. 1) 


QD 下 面 给 出 的 是 古 尔 日 和 科比 里 奥 维 奇 (P. H. Typxrw,A. H. Konenwosn4(1971) ) 的 证 明 . 
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左边 第 一 项 是 费 米面 上 电子 密度 的 变 率 . 这 个 方程 应 具有 连续 性 方程 的 形式 , 即 , 左 
边 第 二 项 必须 是 费 米面 上 电子 流 s 的 散 度 ,而 右边 的 电场 项 则 起 源 或 汇 密度 的 作用 . 
这 里 我 们 所 考虑 的 是 曲面 上 的 二 维 散 度 ,但 是 可 以 方便 地 将 它 写成 三 维 形 式 : 


- [hp -mm Ye) 和 (83.3) 


其 中 V。 是 对 p 空间 中 笛 卡 儿 坐 标的 寻常 微分 算 符 ,而 大 括号 内 的 算 符 是 它 在 
费 米面 任何 给 定点 处 切面 上 的 投射 (n; 为 沿 法 线 的 单位 矢量 ). 矢量 s(p;) 给 
定位 于 费 米面 上 ,但 是 在 (83.3) 中 它 形式 上 被 认为 给 定位 于 整个 空间 (虽然 仅 
依赖 于 ps 的 方向 ). (现在 我 们 忽略 对 时 间 的 导数 ) 动 理 方程 变 成 


{V, -n(n Vo)}*s= -eB (83.4) 


问题 是 要 求 出 用 函数 yg 表示 的 流 8. 
我 们 应 用 p 空间 的 笛 卡 儿 坐 标 , 将 费 米面 上 要 计算 s(p;) 的 点 取 为 原点 ,并 
且 z 轴 沿 此 处 的 法 线 . 按照 定义 , 流 分 量 s, 是 每 单位 时 间 ( 由 于 碰撞 ) 从 左 问 右 
( 即 没 正 x 方 向 ) 与 从 右 向 左 通 过 yz 平面 上 单位 宽度 条 带电 子 数 之 差 . 
让 我 们 考虑 具有 准 动量 p 在 dp 范围 的 一 个 电子 发 射出 具有 淮 动 晤 大 在 
d 范围 的 一 个 声 子 这 样 的 事件 数 与 这 种 声 子 被 吸收 这 样 的 倒 逆 事件 数 之 间 的 
差 值 . 它 是 (79.9) 中 被 积 表达 式 中 第 一 项 的 负 值 : 
3 dk ov 
(27)5 dw 
带 有 p =p' +k%. 这 里 声 子 函数 xu 要 按 (82.5) 用 9 来 表达 : 








w(no—no)d(e-e 一 OP 一 pp +X1)， (83. 5) 


] [4 下 2d 
Xi =- [wns -no)d(e-e’ -wo) (pp,) (83.6) 
ph,e 


2dP 
(2m) 
用 (82.6) 的 > 。. 
如 果 有 <0, 声 子 的 发 射 将 导致 那些 电子 (从 左 向 右 ) 通 过 该 条 带 ,这 些 电子 
的 原始 准 动量 的 x 分 量 位 于 范围 
k, <p. <0; (83.7a) 





DD ”这 个 算 符 出 现在 高 斯 定理 的 二 维 形式 中 : 
fe sdl= [LV -n(n + V)}: sds. 

左边 的 积分 在 所 述 曲 面 上 绕 一 煞 围 道 进 行 求 积 的 (e 为 曲面 上 所 述 点 的 切面 上 围 道 的 外 法 线 的 单位 矢 
最 ) ;右边 的 积分 是 对 由 围 道 所 包围 的 曲面 部 分 进行 求 积 的 ， 

@@， 在 前 述 论 证 中 我 们 忽略 了 面 密度 定义 (83.1) 中 的 因数 (2m)  . 从 而 (83.5) 中 也 忽略 了 一 个 相 
应 因数 . 

还 注意 到 在 敞 费 米 面 的 情况 ,我 们 约定 包括 整个 倒 易 晶 格 的 电子 准 动量 值 ( 见 $81) ; 准 动量 守恒 定 
律 因 而 是 不 带 4& 项 写 出 的 . 
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对 于 的 这 些 值 ,表达 式 (83.5) 对 流 s, 给 出 正 贡 献 . 如 果 上 . >0, 声 子 的 发 射 导 
臻 具有 
0 <p < 大 (83.7b) 

的 电子 ( 自 右 向 左 ) 通 过 该 条 带 ; 对 流 *, 的 相应 贡献 为 负 . 

现在 清楚 的 是 ,要 寻求 s, ,我 们 必须 (1) 将 表达 式 (83.5) 对 p, 的 单位 区 间 
和 对 p, 的 整个 范围 积分 (由 于 迅速 收敛 性 ,后 一 积分 可 扩展 至 从 -% 至 + % ); 
(2) 对 p, 的 区 间 (83.7) 进 行 积 分 (考虑 到 费 米面 上 所 有 量 随 p, 的 变化 缓慢 ,这 
简单 归结 为 乘 以 区 间 长 度 , 即 乘 以 -上 ,, 当 我 们 注意 到 s, 中 结果 的 正 负 号 时 ); 
(3) 最 后 再 对 d 积分 . 

流 分 量 s, 与 ;, 的 差别 仅 在 于 被 积 表达 式 中 用 心 代替 ,. 因此 , 流 可 写成 撩 
量 形式 


dk | 
s{pr) = 一 | es 
aN, 
x {ns -no)d(e-e’ -wp -9, +xXx) fdp., ( 83. 8) 
Ow 
其 中 «是 上 在 点 ps 处 切面 上 的 投射 . 
首先 ,我 们 写 出 dk=dk.d ke 并 对 大 积分 .因为 天 很 小 ,我 们 可 将 (83. 8 ) 中 
5 函数 的 自 变量 加 以 变换 : 


1 
8(£,— Ex -O04) (Kk: ve—w) = 二 8 (. -| 
F F 


(v; 的 方向 是 沿 费 米面 的 法 线 ). 对 天 的 积分 消除 了 8 也 数 并 到 处 将 ,用 w/v 
代替 .因为 w/v ~ ku/v, << 上 ,我 们 可 简单 地 令 , =0, 即 作 变 换 
kK—r. ( 83.9) 
对 dp, = de/v, 的 积分 也 可 以 以 一 般 形式 完成 ,因为 被 积 表 达 式 中 唯一 迅速 
变化 的 e 的 唔 数 是 差 值 
Adno 
no( 2 一 外) 一 mo(E) 一 -0 
对 & A w. 经 过 这 些 运算 后 ,表达 式 (83. 8) 变 成 
有 ed, UO rx ( 83. 10) 
为 进 一 ee Bea 应 用 上 很 小 的 性 质 , 写 出 





s(pr)= -一 


二 二 2 一 , 00 ~ mm 。， 一 一 二 一 大。 一 一 ， 
全 


其 中 t=xk/x 是 费 米 面 沿 k 方 向 的 切 向 单位 矢量 . 因为 积分 (83.6) 中 也 出 现 同 
样 差 值 ,我 们 可 以 令 函 数 xX(k) 写 成 下 列 形式 
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xX(k) =r* a(t). (83. 11) 
最 后 ,由 于 (79. 4) ， 
w = KM(P ,日 ， (83. 12) 
用 这 个 记号 ,我 们 有 
s = ed CC et ( 83. 13) 
其 中 w 是 切面 中 «方向 的 极 角 . 


(83. 13 ) 中 对 x 的 积分 归结 为 积分 

J= | 

的 计算 ,由 于 迅速 收敛 性 ,积分 可 扩展 至 mw . 具有 很 小 准 动量 k = kt 的 声 子 ,其 能 
量 是 ww. =wu(t) kx, 因此 








“+ .09N 
二 [wo 
0 ww 


5 | 4 
=== |N = 
3 dw | ow dw 





8(5) 
uw le -1 u 
(zt 汤 数 的 值 是 [(5) =1.037). 
因而 我 们 得 出 沿 费 米面 电子 流 密度 的 下 列表 达 式 : 


-DT YD (: WE ( 83. 14) 
iu 


其 中 角 括 号 表示 对 费 米面 给 定点 ps 处 切面 上 上 的 方向 求 平均 . 我 们 还 需要 尽 可 
能 将 a 的 表达 式 加 以 人 简化. 
按 定义 (83. 11) ,由 (83.6) 我 们 有 


fm no 一 mno)SCE -6 一 w)(ap/ap)dP 
[mr ns no)d(e 2 jd 
(其 中 分 子 和 分 母 中 的 公 因 数 已 经 消除 ). 对 dp 的 积分 用 对 dSide/vs 的 积分 代 
替 ( 比较 本 节 开 头 ) ,两 个 积分 中 仅 有 一 个 相同 因数 no(e-w) -no(e) 人 依赖 于 


2; 对 ds 积分 的 结果 在 分 子 和 分 母 中 相 消 .5 函数 的 自 变 量 于 是 可 写 戌 大， vi 一。 
~Kk' ye( 忽 略 了 相对 量 级 为 w/v; 的 量 ). 最 后 结果 是 
vi MS(n :tap/ap)dS: 
a = -一 (83. 15) 
fr Man .DdS. 


(MM 为 费 米面 上 位 置 pf 和 方向 1 的 函数 ,而 n 为 沿 法 线 方向 ). 由 于 存在 5 函数 ， 
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事实 上 仅 沿 费 米 面 上 一 条 曲线 进行 积分 ,那里 法 线 垂直 于 声 子 准 动 量 的 方向 上 
公式 (83.4) ,(83. 14) 和 (83. 15 ) 解 决 了 使 动 理 方程 变 成 扩散 方程 形式 的 问 
题 . 这 个 方程 是 一 个 积分 微分 方程 , 流 密度 (83. 14 ) 可 写成 
$5 二 一 OR 
Ds (ap 辣 (83. 16) 
其 中 
有 本 lb ( 83. 17) 
(而 a,B 是 二 维 矢量 下 标 ). 第 一 项 具有 通常 的 微分 形式 带 有 扩散 系数 张 量 Dy; 
这 项 与 平衡 声 子 对 电子 的 散射 有 关 . 第 二 项 ,积分 项 . 归 因 于 非 平 衡 声 子 对 电子 
的 忠 引 效应 . 
流 密度 作为 积分 





) ; | pndss 

按 函 数 p 进行 计算 . 由 方程 (83.4) 很 清楚 ,用 (83.16) 和 (83.17) 的 s, 孙 数 g( 因 
而 金属 的 电导 率 ) 随 温度 按 7 变化 ,与 上 节 中 的 结果 一 致 . 我 们 注意 到 声 子 对 
电子 的 电 引 并 不 影响 这 个 规律 ,尽管 它 的 确 影 响 动 理 方 程 的 形式 . 
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确定 磁场 对 金属 电导 率 影响 的 量 纲 为 1 的 特征 参量 是 比值 rs/i, 其 中 7 是 
电子 轨道 拉 莫 尔 半 径 ,! 是 平均 自由 程 . 

注意 到 ( 见 第 九 卷 , $ 57) ,磁场 中 传导 电子 的 运动 几乎 总 是 准 经 典 的 ,因为 
比值 fiws/ers (其 中 os 是 拉 莫 尔 频 率 ) 很 小 . 于 是 动量 空间 中 的 轨道 是 等 能 面 
e(p) = const 与 平面 p, = const 的 截面 的 周 线 ,z 轴 平 行 于 磁场 . 因为 电子 能 量 接 
近 于 界限 能 量 sy* ,所 述 等 能 面 接近 于 费 米面 . 因此 动量 空间 中 轨道 的 尺度 由 费 
米面 适当 截面 的 线性 尺度 py 给 出 . 轨道 在 寻常 空间 中 的 尺度 是 


j=-— 


rp ~ cpe/ (eB), 
它 反比 于 磁场 . 因此 ,在 磁场 电流 效应 中 ,对 于 rs >>1, 认 为 场 是 纶 场 ,而 对 于 
0 (84. 1) 


则 认为 场 是 强 场 . 

对 于 弱 磁 场 , 动 理学 研究 (对 于 任何 电子 色散 关系 ) 并 不 导致 任何 超出 纯 唯 象 
理论 的 结果 . 这 个 情况 下 电导 率 张 量 ow 对 磁场 依存 关系 的 性 质 ,简单 对 应 于 以 B 
的 短 展 开 , 考 虑 到 由 动 理 系数 的 对 称 性 原理 所 强加 的 必要 条 件 ( 见 第 八 卷 ,$21). 

然而 ,在 强 场 中 ,为 了 寻求 这 种 依存 关系 , 动 理学 研究 是 需要 的 . 强 场 条 件 
(84.1) 实 际 上 仅 在 低温 下 是 满足 的 ,此 时 平均 自由 程 /充分 长 . 因此 金属 通常 处 于 
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归 因 于 杂质 原子 对 电子 散射 所 引起 的 剩余 电阻 区 ,我 们 将 记 住 这 个 情况 . 传导 电子 
与 杂质 原子 之 间 的 相互 作用 是 在 品格 常量 4 量 级 的 距离 上 发 生 的 . 如 果 mm <<! 但 
同时 rs >> d ,磁场 的 存在 并 不 影响 这 个 相互 作用 ,因而 也 不 影响 碰撞 积分 . 在 这 些 
条 件 下 ,碰撞 积分 的 具体 形式 并 不 影响 电导 率 张 量 对 磁场 的 依存 关系 . 然而 , 它 的 
确 相 当 大 程度 上 依赖 于 传导 电子 的 能 谱 结构 , 即 依赖 于 费 米 面 的 形式 山 . 

现在 让 我 们 来 构造 描述 磁场 电流 现象 的 动 理 方 程 . 

这 里 为 了 适当 地 表达 分 布 函 数 ,不 是 采用 准 动量 的 笛 卡 儿 分 量 ,而 是 采用 
与 电子 轨道 有 关 的 其 它 变量 :能量 e , 准 动量 沿 磁场 (z 轴 ) 的 分 量 p, 以 及 从 某 个 
固定 点 到 所 考虑 点 “电子 沿 动量 轨道 的 运动 时 间 ”. 这 后 一 个 变量 (我 们 用 表 
示 ) ,是 通过 传导 电子 在 磁场 中 的 准 经 典 运动 方程 


oh 人 xB, vv 2 05 
d7 C op 
引入 的 . 这 个 方程 的 x 和 y 分量 是 
dp, ee dp， © 
re svB, a or: ( 84. 2) 


取 这 两 个 方程 的 平方 和 并 应 用 xy 平面 中 动量 轨道 上 的 长 度 元 ds(ds = dx + 


dy ) ,我 们 得 到 ee 


ee 
这 个 等 式 的 积分 给 出 用 旧 变 量 p, ,p, ,p, 表示 的 新 变量 7. 
采用 新 变量 , 动 理 方 程 的 左边 包 是 
dn _ On. 0n， On. 


CR 二 Dn 84.4 
dt de pl: 7 a 


dr v= + ， (84. 3) 


照例 ,将 寻求 下 列 形 式 
n=n(e) +8n(e,p,,r7) ( 84. 5) 
的 分 布 函 数 . $74 末尾 曾经 证 明 ,在 恒定 电场 和 磁场 中 , 费 米 液体 中 准 粒子 的 相 


对 于 388 线性 化 的 动 理 方程 与 费 米 气体 中 粒子 的 具有 相同 形式 . 并 且 导 数 2 ,Pp， 
和 7 要 通过 电磁 场 中 个 别 电 子 的 运动 方程 来 表达 : 
六 = -eBE-—[s x Bl. (84. 6) 


因此 我 们 有 


QD 下 面 给 出 的 理论 归于 荣 弗 席 兹 , 阿 兹 贝尔 , 卡 甘 诺 夫 (H.M. Ja 中 mxu,M. 有 . Aa6enbp,M. H. KaraHoB 
(1956) ) ， 
@) 准 经 典 动 理 方程 的 应 用 意味 着 忽略 归 因 于 磁场 中 能 级 量子 化 的 效应 . 这 些 将 在 $90 中 讨论 . 
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磁场 并 不 出 现 , 因 为 它 并 不 对 电荷 作 功 . 并 且 , 对 于 z 方 向 的 磁场 B8, 我 们 有 Pp, = 
-ek.. 最 后 ,方程 (84.2) 和 (84.6) 的 比较 表明 ,导数 dr/di 与 1 的 差别 仅 由 于 电 
场 E( 这 个 差别 不 需要 考虑 ). 

因为 平衡 分 布 函数 mn 仅 依赖 于 ze, 而 e,p, 和 7 是 自 变量 ,我 们 有 sno/ap, = 
0,9no/97 =0. 认为 电场 非常 能 ,在 动 理 方程 的 线性 化 时 ,要 忽略 掉 同 时 含 小 量 


87 和 EE 两 者 的 项 . 于 是 表达 式 (84.4) 简 化 为 


dz Ono 087 
—-——eéey 下 + 一 一 一 ， 
dt ES OT 


我 们 将 67 表示 成 下 列 形式 


Bi = TE g, g=8(e,p.,7) (84.7) 
(比较 (78. 6) ). 动 理 方程 左边 于 是 最 后 变 成 
- TeE ， ( -， + 到 )， (84. 8) 
动 理 方程 右边 的 碰 挤 积分 ,线性 化 后 可 写成 下 列 形式 : 
C(n) = TeE ， 1( g) (84.9) 


(注意 到 描述 杂质 原子 对 电子 弹性 散射 的 碰撞 积分 中 , 含 仅 依赖 于 & 的 87 的 
任何 因数 可 取 至 积分 号 外 ). 线性 积分 算 符 1(g) 的 具体 形式 并 不 需要 说 明 . 
使 表达 式 (84.8) 和 (84.9) 彼 此 相等 ,我 们 最 后 得 到 确定 函数 8 的 动 理 方程 : 


= ( 84. 10) 
电导 率 张 量 由 积分 (78.9) 给 出 : 
Pe as 2d’p 
a Ee “Se (nhy’ (27#)” 
在 这 个 积分 中 ， Re dp 一 1J1dedp,d7 实现 的 ,其 中 
J -= ap， "Pp, ,Pp.) 
a(7,e,p.) 


是 变换 的 雅 可 比 行列 式 , 很 容易 从 定义 变量 7 的 方程 (84. 2) 直 接 求 得 . 将 
(84.2) 的 第 一 个 方程 两 边 写 成 ,例如 雅 可 比 行列 式 ， 

9(Ps,e,p:) _ _ eBo(e,p.,P:) 

9( 7,2,p,) c 9(p, ,P,P:) 
两 边 乘 以 0(P, ,p,,p.)/a(e,p.,p:) ,我 们 求 得 1J1 =eB/c. 忽略 分 布 m 的 热 漫 变 ， 
我 们 照例 令 9no/9e = -6(& -er) ,然后 得 到 最 后 表达 式 
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re = 2 | readrdp,, (84.11) 
积分 在 费 米面 上 进行 . 

根据 定义 (84.3) ,变量 7 正比 于 1/B. 因此 ,线性 方程 (84. 10) 中 的 项 ag/97 
正比 于 8, 从 而 远大 于 其 它 项 . 这 使 我 们 可 能 通过 逐步 求 近 法 来 求解 方程 ,将 它 


表 成 1/8B 的 寡 级 数 : 





g=g" +g' +: (84. 12) 
其 中 8g'”x8B“"D. 这 个 级 数 中 的 各 项 满足 方程 

ago) 

97 站 

中 一 =1(g'") +y, ( 84. 13) 

eh 

a7 =1(g ) ， 
这 些 方程 的 解 是 : 

人 二 ea 


{0) d A 
fue )+v(7)]dr (84. 14) 


= f(g dr + C2 ,., 
0 


其 中 Cm,C',… 仅 是 和 p, 的 函数 . 

函数 g 必须 满足 某 些 条 件 . 如 果 电 子 动量 轨道 ( 即 费 米面 与 平面 p, = const 
的 截面 的 周 线 ) 是 闭合 的 ,电子 的 运动 是 周期 性 的 ;相应 地 ,函数 8(e,p:,r) 也 必 
须 是 7 的 周期 函数 (周期 7 依赖 于 p,). 然而 ,如 果 轨 道 是 敞开 的 , 则 动量 空间 中 
的 运动 是 无 限 的 ,而 函数 g 只 需 满足 为 有 限 的 条 件 . 

现在 让 我 们 把 方程 (84. 13 ) 对 r 求 平均 . 如 果 函 数 g 是 周期 性 的 ,对 周期 的 
平均 值 

3 = 下 [Mar -80 2 
为 零 ,因为 8(7T) =g(0). 如 果 函 数 g 不 是 周期 性 的 ,对 的 无 限 区 间 求 平均 的 
结果 平均 值 为 零 , 因 为 g 为 有 限 . 因此 ,在 一 切 情况 下 ,方程 的 求 平 均 给 出 
Ng")=(C™")= -vv, I(g")=0,.…, (84. 15) 











D 如 §59 中 计算 强 磁 场 中 等 离 体 的 动 理 系数 时 那样 . 
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这 些 关 系 原 则 上 确定 函数 C ， ,C ,… 
在 接着 计算 电导 率 张 量 时 ,让 我 们 首先 回忆 它 的 某 些 一 般 性 质 , 这 是 从 唯 象 
理论 得 出 的 ( 见 第 八 卷 , $ 21 ) . 


动 理 系数 的 对 称 性 原理 给 出 
oa B)=0,,( -B). (84. 16) 
张 量 os 可 分 成 对 称 和 反对 称 两 部 分 : 
,bt ( 84. 17) 


利用 (84. 16) ,对 于 这 些 我 们 有 
ow (B)=0g (B)=0%( -B), 
ww (B)= -os (B)= -mw ( -8B). 
因此 分 量 og 名 是 B 的 偶 函 数 ,而 o% 是 B 的 奇 函 数 . 代替 反对 称 张 量 o%% ,我 们 
可 以 应 用 由 


(84. 18) 


所 定义 的 其 对 偶 轴 和 天 量 a, 于 是 ,电流 密度 矢量 的 分 量 是 
j=owbs =0% Es+[E xal].. (84. 19) 
当 电 流 仅 由 电导 率 张 量 的 对 称 部 分 确定 时 ,能 量 耗 散 是 :7 . 殖 =co EEs. 因而 
电阻 张 量 pu。 = os 也 可 以 分 成 对 称 和 反对 称 部 分 ,后 者 具有 一 个 对 偶 轴 矢量 b. 
于 是 EE 可 用 j 由 公式 表达 为 
E spe js txb].: ( 84. 20) 
电流 中 五 xa 项 和 电场 中 了 xz 项 描述 堆 尔 效应 . 
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闭合 轨道 

让 我 们 从 电子 在 B 的 给 定 方向 下 的 每 个 动量 轨道 ( 即 对 每 个 P. ) 都 是 闭合 
的 情况 开始 . 如 果 费 米面 是 闭合 的 , 则 对 B 的 任何 方向 ,轨道 总 是 闭合 的 . 对 于 
敬 费 米面 ,可 能 出 现 对 B 的 任何 方向 轨道 都 是 闭合 的 ,也 可 能 仅 对 磁场 的 某 些 
方向 (或 某 些 方向 范围 ) 截 面 才 是 闭合 的 . 

在 (xy 平面 内 ) 闭 合 轨 道上 的 运动 中 ,这 个 平面 上 速度 的 平均 值 为 零 :5, = 也 
=0, 根 据 运动 方程 (84.2) ,考虑 到 通过 整个 轨道 后 p, 和 p, 回 到 其 初 值 的 事实 ， 
这 是 显然 的 .去 的 值 总 不 为 零 ,因为 沿 场 方向 的 运动 是 无 限 的 . (84. 15 ) 的 第 一 
个 等 式 现在 给 出 : 

NC )=H(C, ) =0， 
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由 此 C… = C'”=0Q%. 于 是 解 (84. 14 ) 变 成 


{2) 


_€ (1) 

= BP +C: +8: 二 人， 

_ Cc (1) (2) 
8, = -pp +C; + 


go +e + 
(区 数 vs (r) 的 积分 通过 方程 (84.2) 完 成 ). 
0 > 式 (84. 11 ) 进行 计算 . 例如 ， 


ls 
(再 次 应 用 (84.2) 给 出 的 ). 因为 C: 不 依赖 于 r, 开 头 两 项 对 r 的 积分 相当 
于 导数 dp;/dr 和 dp,/dr 对 r 的 积分 ,结果 为 零 . 因而 对 积分 的 唯一 贡献 来 自 
g'” 的 项 ,所 以 ccc 有 
其 次 我 们 计算 


-_ ?2e [fdc 
rr 一 + Jarap. 
第 二 项 的 积分 又 给 出 为 零 的 结果 ,而 第 一 项 的 积分 中 
d 
pp. dr = | map， = 土 S(P:) ， 


其 中 S(p.) 是 费 米 面 被 平面 p, = const 所 截 的 截面 面积 . 正 号 和 负 号 分 别 与 周 线 
围 住 较 小 和 较 大 能 量 区 域 的 情况 有 关 即 与 闭合 轨道 分 别 是 电子 轨道 和 空 六 轨道 
的 情况 有 关 ( 见 第 九 卷 , § 61) ;我 们 将 这 两 种 情况 的 面积 分 别 用 5S. 和 5, 表示 . 
正 负 号 的 差别 是 由 于 通过 轨道 时 方向 的 改变 . 5 对 p, 的 积分 给 出 费 米 面 内 部 动 
量 空 间 中 的 体积 Q( 如 果 闭 合 轨道 是 在 敞 费 米面 上 , 则 纪 是 费 米 面 与 倒 格 胞 界 
面 之 间 的 体积 ). 从 而 


(85. 1) 





i ( 85.2) 
其 中 02, 和 02, 是 费 米面 的 电子 腔 和 空 穴 腔 的 体积 . 量 
20. ”和 
2m . (27i)’ 


分 别 是 (晶体 每 单位 体积 ) 具 有 人 能量 e < es 的 电子 占有 态 数 和 具有 能 量 e > er 
的 自由 态 数 . 对 于 闭 费 米面 ,这 些 概念 具有 完全 确定 的 意义 ;N.。 和 NN, 是 金属 电 
子 谱 的 特性 ,不 依赖 于 磁场 B 的 方向 . 对 于 敞 曲 面 ,它们 的 意义 变 成 更 多 是 约定 


QD 线性 齐 次 方程 IC) =0 会 有 除 平 凡 解 C =0 以 外 的 不 管 什么 样 的 解 是 没有 任何 理由 的 . 
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的 ,因为 它们 可 能 依赖 于 B 的 方 回 ， 

表达 式 (85.2) 是 B 的 奇 丙 数 ,因而 属于 张 量 os 的 反对 称 部 分 了 . 张 量 对 称 
部 分 的 分 量 o 收 由 oq, 展开 式 中 下 一 项 给 出 , 它 正比 于 B…. 

剩余 分 和 量 os 对 B 的 依存 关系 可 类 似 地 予以 确定 . 例如 

2e°B 0 
Cr. = [27 有 元 | drdp 

对 7 的 积分 引入 因数 8 ' ,而 C'” 不 依赖 于 B; 因 此 .也 不 依赖 于 B. 

结果 求 得 





0 ”=const， 其 它 0 acB 


所 有 分 量 rs 和 a, 除 


he (85.3) 


ec 
a: = 万 人 MN | 


外 ,都 依赖 于 碰撞 积分 的 形式 . 注意 到 除 rc. 外 , 当 B 一 om 时 所 有 ow 都 趋 于 零 . 这 
个 行为 的 物理 原因 是 电子 在 轨道 上 的 局 域 性 , 远 小 于 平均 自由 程 ;由 于 电子 沿 磁 
场 的 运动 仍然 总 是 无 限 的 ,o,, 是 有 限 的 . 

展开 中 的 小 参量 是 比值 ;Ai. 因此 ,正比 于 B““ 的 分 量 os 可 作出 数量 级 估 
计 为 

at ~ go(rs/l)’, oo ~ Ne'l/ps. 

注意 到 e'” < 1 这 意味 着 , 当 平 均 自 由 程 增 加 时 ,磁场 中 横向 电导 率 趋 于 零 ， 
而 不 是 当 不 存在 场 时 那样 趋 于 无 穷 . 

张 量 os 反对 称 部 分 的 分 量 可 估计 为 

o'” ~oors/l ~ ecN/B. 

然而 ,必须 强调 ,这 个 估计 量 不 依赖 于 i 的 事实 并 不 意味 着 rw (os 除外 ) 的 精 
确 值 不 依赖 于 碰撞 积分 的 具体 形式 ; 张 量 we 的 精确 计算 会 要 求 通过 求解 具体 
动 理 方程 来 完全 确定 函数 C'" 和 g. 

由 (85.3) 我 们 也 可 以 求 得 电阻 率 张 量 pe = (cc”)。@. 仅 保留 17XB 的 最 低 
阶 项 ,我 们 求 得 


by = const， b.,b,=const, b.~8B, (85. 4) 


0 由 动 理 方程 的 推导 显然 可 见 , 出 现在 其 中 的 8 不 是 作为 矢量 B 的 绝对 值 而 是 作为 其 分 量 B, = 
B. 因此 变换 B、- B 也 要 求 在 所 给 公式 中 作 变 换 8 一 - B. 
四 “当然 ,电阻 率 张 量 必须 由 ows = 人 + ec 入 进行 计算 ,只 有 在 然后 才能 分 成 对 称 和 反对 称 部 分 - 
因而 我 们 可 求 得 下 列 公 式 : 


1 Be i 
pw = 一 {o "0" tooph, ba= 0m op 


其 中 w =aty +o qsag 是 张 量 06g 的 行列 式 ,而 co" 是 其 对 称 部 分 的 行列 式 ( 见 第 八 着 .$21 习 越 ). 
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并 且 所 有 这 些 量 除 


by 


b= -一 = 一 一 一 一 一 
a, ec(N.—N,) L000) 


外 都 依赖 于 碰撞 积分 的 形式 . 当 8 一 % 时 ,所 有 分 量 ps 趋 于 常量 极限 . 
补偿 金属 ,其 中 N. = NN ,需要 专门 处 理 . 在 这 个 情况 下 表达 式 (85.2) 为 零 ， 
而 os ”的 表达 式 以 正比 于 B“ 的 项 开始 . 因此 ,在 这 个 情况 ， 
i (85. 6) 
ow 对 B 的 依存 关系 仍 如 前 所 述 . 对 于 电阻 率 张 量 ,现在 我 们 有 


ps =const, p p 


= const, 
用 | 
敞开 轨道 

对 于 具有 了 敞 费 米面 的 金属 ,允许 有 敞开 轨道 ,有 几 种 情况 是 可 能 的 ;这 里 我 
们 将 仅 考 虑 其 中 一 种 情况 ,用 以 前 明 这 种 情况 的 特征 性 质 . 

让 我 们 以 " 皱 折 柱 体 " 类 型 费 米 面 为 例 , 这 类 型 费 米 面 连续 地 从 一 个 倒 格 胞 
进入 下 一 个 (图 30). 如 果 磁 场 不 是 垂直 于 柱 轴 , 所 有 截面 都 是 闭合 的 ,并 且 ce 
对 B 的 渐 近 依存 关系 又 是 由 (85.3) 给 出 . 

然而 ,如 果 磁 场 垂 直 于 柱 轴 , 则 会 有 敞开 截面 .照例 ,我 们 取 z 轴 平 行 于 磁场 
而 x 轴 在 这 里 平行 于 柱 轴 (图 31 显示 横 切 一 个 倒 格 胞 中 费 米 面部 分 的 剖面 ). 
当 1p,.1 < 1p,1 时 ,轨道 是 敞开 的 ,并 且 在 p, 轴 方 回 是 无 限 的 . 平均 速度 值 是 


(3) 【8s) 
yz 9 Xz 


(85.7) 


Dx 





$86 反常 趋 肤 效应 ' 339 ， 


因为 p, 的 变化 没有 限制 ;同样 总 有 5. 关 0. 动 理 方程 的 解 中 C' 的 非 零 分 量 现在 
是 C,” 和 C2 ;因而 在 动 理 方 程 的 解 (85. 1) 中 ,第 二 行 要 用 
g, ob +g'! 


代替 . 如 前 所 述 同样 方式 ,现在 我 们 求 得 


ri xB ， 其 余 g =const,， aoc 有 ,a,,a,%xB'. (85. 8) 
由 此 得 到 对 于 电阻 率 张 量 ， 
peeB 其 条 ps 00ty bh bh mb: (85.9) 


注意 到 在 垂直 于 磁场 的 平面 内 ,有 电阻 的 明显 各 向 异性 : 沿 y 轴 的 电阻 p,, 趋 于 
常量 ,而 沿 * 轴 的 电阻 如 磁场 平方 那样 增加 外. 

具有 了 敞 费 米面 的 金属 ,其 磁场 电流 现象 性 质 的 男 一 特征 是 它们 在 相当 大 程 
度 上 依赖 于 强 磁 场 的 方向 . 这 里 变化 发 生 在 当 B 的 方向 接近 垂直 于 柱 轴 的 平面 
时 ,而 关系 式 (85.3) 和 (85.4) 要 用 (85.8) 和 (85.9) 代 蔡 . 当 B 与 该 平面 成 一 小 
角度 9 时 ( 见 图 30) ,电子 的 动量 轨道 变 成 很 大 ,具有 尺度 量 级 为 Pr/9, 其 中 产 
是 柱 费 米面 的 横向 尺度 . 因此 ,实际 空间 中 的 轨道 也 变 成 很 大 ,具有 尺度 量 级 为 
rs/0, 其 中 rs 是 相应 于 动量 Pr 的 拉 莫 尔 半径 . 对 于 使 rs/& ~1 的 角度 ,上 面 所 采 
用 的 按 re/! 的 寡 作 展开 变 得 不 适用 ,在 这 个 角度 范围 ,电阻 对 场 的 依存 关系 改 
ys 

当然 ,应 着 重 指出 ,这 整个 讨论 与 单 晶 相 联 系 . 在 多 唱 材 料 中 ,对 于 各 疝 异 性 
磁场 电流 现象 的 性 质 依赖 于 微 晶 方向 分 布 ,有 一 个 求 平均 过 程 . 

强 磁场 中 金属 内 的 磁场 热流 现象 可 以 类 似 地 进行 讨论 . 特别 是 , 当 8 一 % 时 
会 发 现 电 子 热 导 率 张 量 的 分 量 趋 于 零 . 但 是 ,在 这 些 条 件 下 ,通过 声 子 的 热 传 递 
变 得 重要 ,必须 要 考虑 到 电子 声 子 相互 作用 ,整个 图 像 非常 复杂 . 
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由 宏观 电动 力学 大 家 知道 , 交 变 电 磁 场 在 导体 内 部 深 处 是 受 哈 尼 的 ,不 仅 场 
本 身 而 且 它 所 产生 的 电流 都 集中 于 导体 表面 附近 (所 谓 趋 肤 效应 ). 让 我 们 回忆 
一 下 与 这 个 问题 有 关 的 某 些 公式 ( 见 第 八 卷 , $45 和 § 46). 

金属 中 的 准 定 态 电 磁场 满足 麦克 斯 韦 方 程 组 


VxE= -一 二 (86. 1) 


V xB =, vV.B=0 ( 86. 2) 


QD 实际 空间 的 xy 平面 中 电子 轨道 与 动量 空间 的 pp, 平面 中 电子 轨道 的 区 别 仅 在 于 尺度 不 同上 和 和 
旋转 90° 上 ( 见 第 九 卷 ,$57). 因此 ,在 给 定 情况 下 ,在 实际 空间 中 电子 的 运动 在 y 方 向 是 无 限 的 ， 
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(假设 金属 是 非 磁性 的 ,所 以 其 中 五 =B). 当然 ,这 里 我 们 假设 宏观 方程 适用 性 
的 一 般 条 件 是 满足 的 : 场 发 生 显著 变化 的 距离 8 远大 于 原子 尺度 . 此 外 ,如 果 这 
些 中 离 也 远大 于 传导 电子 平均 自由 程 1, 则 电流 密度 j 与 电场 E 之 间 的 关系 由 在 
空间 同一 点 处 将 它们 的 值 联 系 起 来 的 线性 表达 式 给 出 :j, = osBs, 其 中 os 是 电 
导 率 张 量 . 这 些 条 件 下 的 趋 肤 效应 称 为 正常 的 . 在 讨论 这 个 情况 时 ,我 们 将 假设 
介质 各 向 同性 (要 不 就 假设 晶体 具有 立方 对 称 性 ) ;于 是 张 量 os 简化 为 一 标量 ， 
以 致 了 = cr 匹 . 

让 我 们 以 简单 几何 位 形 为 例 , 其 中 金属 占据 由 平面 x =0 为 边界 的 x>0 的 
半空 间 . 对 金属 施加 一 个 均匀 外 电场 ,平行 于 金属 表面 并 以 频率 w 随时 间 变 化 . 
方程 (86.1) 和 (86.2) 变 成 


vxE= 2 B, VxB=—oE, VYV.:B=0. 86. 3) 
( 
Cc C 


问题 的 对 称 性 表明 ,金属 中 所 有 量 的 分 布 仅 是 坐标 x 的 函数 . 于 是 (86. 3 ) 的 第 
一 个 方程 表明 磁场 B 到 处 平行 于 边界 平面 . 通过 假定 电场 E 也 是 到 处 位 于 该 平 
面 ,我 们 可 以 满足 所 有 方程 . 同时 这 也 上 自动 满足 金属 表面 法 和 癌 电 流 分 量 为 零 的 必 
要 边界 条 件 : 由 ,=0 可 以 得 出 到 处 六 =09. 
由 (86.3) 的 头 两 个 方程 消去 殖 , 我 们 求 得 
Vx(VxE)=V(Y:E)-AE=4wivwoE/rc. 
对 于 切 向 场 , 它 仅 依 赖 于 x*,V，E =0, 上 述 方程 变 成 


Br = -TIwOZF (86. 4) 


2 
c 


撤 号 表示 对 x 求 导 . 当 x 一 % 时 趋 于 零 的 解 是 


BB eo (86. 5) 
其 中 E。 是 金属 表面 处 的 电场 振幅 ,而 
6 =¢c/ V2TOIOW. (86. 6) 


量 6 称 为 场 穿 透 深度 ; 它 随 场 频 率 的 增加 而 减 小 . 金属 中 的 磁场 按 相 同 规律 减 
小 ;从 方程 (86. 3) 可 以 得 出 E 和 B 到 处 由 关系 式 E =YB xn 相 联 系 ,其 中 是 
垂直 于 表面 (并 进入 金属 内 , 即 ,在 正 * 方向) 的 单位 天 量 ,而 


.WO _ a 
六 ji ( 86. 7) 


尤其 是 金属 表面 处 场 的 值 之 间 存 在 这 个 关系 式 : 
E, =L[B, xn]. ( 86. 8) 


QH 各 向 异性 介质 中 情况 有 所 不 同 . 在 那里 要 满足 这 个 条 件 ,表面 除 切 向 电场 外 ,还 必须 有 法 向 电场 
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量 乡 称 为 金属 的 面 阻抗. 注意 到 5 的 实 部 确定 金属 中 场 能 耗 散 ( 见 第 八 眷 ， 
§ 67 ) . 

为 了 使 关系 式 j = oE 会 在 同一 空间 点 和 同一 时 刻 的 电流 和 电场 之 间 成 立 ， 
电子 平均 自由 程 ! 和 平均 自由 时 7 ~ ![w 必须 满足 条 件 1<<65 和 7w <<1, 即 ,i 必 
须 远 小 于 场 变 化 特征 距离 85, 而 r 必须 远 小 于 场 周期 . 当 这 些 条 件 的 第 一 个 不 满 
足 时 , 场 和 流 之 间 的 关系 不 再 是 局 域 的 ,而 引起 电导 率 的 空间 色散 . 当 第 二 个 条 
件 不 满足 时 ,出 现 电 导 率 的 频率 色散 . 于 是 要 阐明 流 和 场 之 间 的 关系 需要 求助 于 
动 理 方程 . 

因而 趋 肤 效应 的 本 性 依赖 于 三 个 特征 尺度 5,! 和 zr/o 的 相对 大 小 . 公式 
(86.5) 一 (86. 8) 所 描述 的 正常 趋 肤 效应 对 应 于 最 低频 率 范围 ,使 得 

l<<6, <<vr/w. (86.9) 
当场 频率 增加 时 ,或 者 当 ( 随 着 金属 降低 温度 ) 平 均 自 由 程 增加 时 , 穿 透 深度 减 
小 . 在 金属 中 ,条 件 1<<6 通常 是 首先 受到 破坏 , 流 与 场 的 关系 变 成 非 定 域 的 ;于 
是 趋 肤 效应 称 为 反常 的 . 在 这 一 节 , 我 们 将 考虑 

6<<l, 6 <<vt/w ( 86. 10) 
的 极限 情况 . 1 和 vw;/w 之 间 的 关系 可 以 是 任意 的 开 . 

关于 趋 肤 效应 的 边界 问题 的 解 ,我 们 从 无 限 金属 中 电流 与 随时 间 和 空间 变 

化 的 电场 
本 
之 间 的 关系 这 个 辅助 问题 开始 . 假设 电场 波 矢 满足 对 应 于 条 件 (86. 10 ) 的 不 等 
式 
(1/k) <<!l, (1/k) << vr/ ow. (86. 11) 
电子 分 布 函数 中 的 改变 部 分 5n 像 电 场 那 样 以 相同 方式 变化 . 

因为 条 件 of >>ve/l~1/7, 动 理 方程 中 碰撞 积分 C(n) ~ Snvr 与 空间 导数 
项 v . (9n/9r) ~wksn 比较 起 来 可 以 忽略 . 因为 jar >> 吕 ,我 们 也 可 以 忽略 时 间 
导数 项 9n/9i ~ wn. 

用 后 一 近似 ,电子 费 米 液体 中 准 粒 子 的 动 理 方程 又 简化 为 对 于 气体 的 方程 ， 
当 分 布 函 数 予 以 重新 定义 ,Sn 用 (74. 13) 的 587 代替. 目前 情况 下 ,这 些 近似 将 动 
理 方 程 引 向 简单 形式 





QD 当 w~e/(oP) 时 , 即 ( 用 估计 量 o ~ie NMNpr) 当 w-~ Cpe/(eBN) 时 ,可 以 达到 等 式 5~4. 这 与 
不 等 式 86~1<<vs/w 是 相 容 的 , 若 1>> c/, 其 中 人 ~ (Ne*/m* ) 2 是 金属 的 等 离 体 频率 {( 严 ”~ pe/vs 为 伟 
导电 子 的 有 效 质量 ). 对 于 寻常 金属 ,~10”” -10"s ， 
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令 
De 
or op De 
于 是 我 们 求 得 
~ lieE.v» Qno 
Sn = a ( 86. 12) 
这 个 表达 式 在 下 .yw =0 有 一 极点 . 为 计算 电流 
J = -e| va85 2dp 
(27#) 
这 个 极点 必须 通过 写 丰 .vv 一 下. -i0 而 予以 回避 山 ; 
0 3 
j=ie v(E:v) on 2dp ( 86. 13) 


k:v -i0 de (27h)” 

照例 忽略 平衡 分 布 函数 的 热 漫 变 ,我 们 写 bne/ee = -5(s -es) 并 通过 公式 
(74.20) 将 对 dp 的 积分 变换 成 对 费 米面 的 积分 . 按照 微分 几何 的 通常 公式 , 面 
元 是 dS = do,/K, 其 中 do, 是 对 曲面 法 线 方向 v 的 立体 角 元 ,而 KK 是 曲面 的 高 斯 
曲率 , 即 玉 =1Z( 玉 及 ) ,在 所 研究 点 主 曲率 半径 乘积 的 倒数 . 还 注意 到 费 米 面 上 
任何 点 的 法 线 方向 与 速度 v = 9e/ap 的 方向 相同 ,我 们 求 得 








j=- 


。 2 = d 
2ie {2 v) (86. 14) 


(27h)° K(v) 天 zz-i0 
如 果 vw 的 方向 由 相对 于 以 上 的 方向 作为 极 轴 的 方位 角 w 和 极 角 8 来 予以 具体 
化 , 则 天 .zz=Frcos8 和 do = sin gdpdp. 
(86. 14) 中 相对 于 变量 jw = cos 9 的 积分 是 在 实 轴 的 - /大 人 < 段 进 行 求 积 . 
沿 极点 .=0 下方 的 半圆 通过 . 于 是 容易 看 出 , 沿 直线 段 的 积分 ( 即 主 值 ) 为 零 ， 
仅 剩 下 来 自 半 圆 的 贡献 . 为 了 证 明 这 点 ,我 们 注意 到 se(p) 是 偶 孙 数 ,因而 当 p 一 
-p 时 费 米面 e(p) = ef 不 变 ;因为 p 的 变 号 改变 了 法 线 矢量 vwv 的 正 负 号 ,由 此 
得 出 K( -v) =K(p). 因此 ,(86.14) 中 的 积分 可 以 写成 
1 z( 五 .z)do， v(E:v)do, 
|/ | Ecce- ra 
其 中 大 插 号 包括 两 项 积分 之 和 ,它们 彼此 通过 积分 变量 变换 v 一 -v 而 得 出 ;于 
是 上 面 氛 作 陈 述 是 显然 的 . 
在 被 积 函 数 的 极点 天. v=kcos 0 =0, 即 法 线 z 垂 直 于 波 矢 天 的 给 定 方 问 . 
因此 ,相对 于 变量 cos 9 的 残 数 是 积分 


[ries pv) a 
kK(vy ) 








DD 这 相当 于 通常 在 w -vv 中 用 ww+ 褒 ， 
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沿 费 米 面 上 上 天 的 点 的 几何 轨迹 进行 求 积 . 
从 而 我 们 最 后 得 到 电流 与 电场 之 间 关 系 的 下 列 形式 
J =OIep( 开 ) 正 5， ( 86. 15) 
其 中 
2me Aop 
(2T 问 3 ,| 
是 垂直 于 的 平面 内 的 实 张 量 ; 如 果 上 的 方向 取 为 x 轴 , 则 下 标 a 和 8B 取 值 为 y 
和 z. 矢量 j 完 全 位 于 这 个 平面 ,因而 对 是 横向 的 . 
注意 到 对 电流 的 贡献 仅 来 自 具 有 v .上 =0 的 电子 , 即 ,来 自 垂 直 于 波 撩 运动 
的 电子 . 这 是 认为 自由 程 无 限 长 这 样 一 种 近似 的 自然 推论 :电子 运动 方向 与 下 成 
一 角度 时 ,电子 在 其 自由 运动 通过 在 空间 振荡 着 的 电场 时 ,这 些 振 荡 使 场 对 电子 
的 总 作用 归结 为 零 . 在 高 一 级 近似 下 , 当 考 虑 到 乘积 如 的 有 限 值 时 ,对 电流 的 页 
献 中 ,已 有 一 个 来 自 对 垂直 于 大 的 平面 呈 小 角度 范围 ~1/kl 运动 的 电子 的 贡献 . 
现在 让 我 们 直接 转 到 反常 趋 肤 效应 中 场 穿 透 的 问题 . 这 里 是 一 个 涉及 半空 
间 的 问题 ,要 在 考虑 到 金属 表面 处 的 边界 条 件 下 来 求解 . 对 于 分 布 函 数 的 这 些 边 
界 条 件 ,就 人 射 到 表面 上 的 电子 而 论 ,依赖 于 表面 的 物理 性 质 . 然而 ,重要 的 是 在 
这 个 情况 ,电流 主要 仅 归 因 于 几乎 平行 于 金属 表面 运动 的 电子 (所 谓 滑 移 电 
子 ). 对 于 这 些 电子 ,反射 定律 很 大 程度 上 不 依赖 于 金属 表面 完美 程度 ,而 近似 
当成 镜面 反射 , 即 ,电子 被 反射 后 ,速度 对 表面 的 法 向 分 量 反 向 而 切 向 分 量 不 
变 ( 为 了 不 打 斯 讨论 ,关于 这 个 问题 的 更 详细 论述 将 推迟 到 这 一 节 末 尾 ). 
镜面 反射 相当 于 对 分 布 函 数 的 下 述 边界 条 件 : 
HN(v,0,,0) =8N( -oz)， 当 x=0. (86. 17) 
在 这 个 条 件 下 ,半空 间 问 题 等 价 于 无 限 介 质问 题 ,其 中 场 分 布 对 平面 x=0 是 对 
称 的 :E(1,x) =E(t, -x). 半空 间 (x >0) 问 题 中 从 边界 反射 的 电子 对 应 于 无 限 
介质 问题 中 从 x <0 一 边 自由 通过 平面 x =0 的 电子 . 
在 极端 反常 趋 肤 效应 问题 中 ,我 们 可 以 认为 场 E( 它 仅 依赖 于 一 个 坐标 x) 
到 处 平行 于 平面 x=0. 根据 (86. 15); 电 流 矢量 j 位 于 同一 平面 ,因而 金属 表面 
上 所 有 点 电流 的 法 向 分 量 为 零 的 条 件 必然 满足 外 . 
不 用 假设 /= o 五 ,对 于 二 维和 撩 量 互 ,代替 (86.4) 我 们 有 方程 


2 下 (86. 18) 


CC 


Cue( 天 ) = (86. 16) 


QD 随后 的 近似 中 , 当 考 虚 到 比值 58/ 的 有 限 性 时 ,除了 有 电导 率 张 量 的 分 量 re 外 ,还 有 分 量 ex 各 
os. 为 了 满足 边界 条 件 j = 0, 因而 我 们 必须 包括 垂直 于 表面 的 场 E.( 如 在 340 页 的 脚注 中 早已 注意 到 
的 )， 
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在 随后 的 公式 中 ,我 们 将 意味 着 已 把 所 有 函数 中 的 时 间 因 数 e “消除 ,所 以 E,j 
等 将 仅 是 x 的 函数 . 

函数 E(x) ,对称 地 延 拓 到 x <0 的 范围 ,在 x =0 是 连续 的 ,但 导数 E'(x) 为 
x 的 奇 函 数 ,在 x=0 有 不 连续 , 当 x 通 过 零 时 改变 正 负 号 . 根据 方程 (86. 1) ,这 
些 导数 与 磁场 由 


E'=2[B xn] 
相 联系 ,其 中 严 又 是 x 轴 方 向 的 单位 矢量 . 在 半空 间 问 题 中 ,在 *=0 的 条 件 因而 


将 是 五 ' =iwB。x n/c, 其 中 B。 是 金属 边界 处 的 磁场 . 在 无 限 介质 问题 中 ,这 对 应 
于 


E'( +0) -E’( -0) =2 2[B x n]. 
我 们 用 e-“ 去 乘 方程 (86. 18 ) 两边 ,并 对 x 从 - % 至 % 积 分 由. 在 方程 左边 ， 
我 们 有 
J a" ee ast {CBre de rik | Ere wa 
因为 在 无 穷 处 E(x) 为 零 ， 头 两 个 积分 正好 给 出 差 值 五"( -0) -五 (+0). 最 后 
一 项 中 ,我 们 可 以 简单 地 分 部 积分 ,因为 E(x) 本 身 是 连续 的 . 结果 是 
2[B, xn] +k E(k) = (kh), 
其 中 E(k) 和 j(k) 是 E(x) 和 j(x) 的 侍 里 叶 换 式 . 


根据 (86. 15) ,这 些 傅 里 叶 换 式 由 j,(k) =oog(%k)Es。(k) 相 联系 . 于 是 我 们 求 
得 下 列表 达 式 





E(k) = h) LB, xm (86. 19) 

其 中 yo(1) 是 二 维 张 量 ,通过 其 逆 也 以 规定 : 
et a -2 | as- | 
函数 os 的 自 变量 写成 1k1, 作 为 它 是 矢量 的 绝对 信和 的 关 


函数 E(x) 本 身 由 (86. 19 ) 乘 以 e 并 对 dk/(2"7) 积 分 而 获得 . 因为 《sp 人 上) 
是 偶 函 数 ,我 们 有 


(86. 20) 








E(x) = {tualk)eos kxdk[ Bo x n]s. (86. 21) 


尤其 是 ,金属 边界 处 场 的 值 是 


Q@ ”随后 的 计算 与 磁场 穿 透 超导体 的 问题 的 解 中 ( 见 第 九 卷 ,$52) 的 计算 .形式 上 完全 相同 . 
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Eos =tool Bo xn， Coa = {tolk)dk (86. 22) 


对 于 面 阻抗 的 实际 计算 ,我 们 取 对 称 张 量 os(%) 的 主轴 方向 作为 y 轴 和 z 
轴 . 张 量 Ls 随 着 os 被 引 疝 主轴 ,而 其 主 值 是 





nk 二 -| (a) _weA'™ 
太一 Tp Tc 下 
其 中 4“ 是 张 量 4,, 的 主 值 . 积分 给 出 由 
2 上 wr” 
C "=(1 -iv3) 332 人 Fe 2 


量 4'” 仅 依赖 于 费 米 面 的 形状 和 大 小 . 注意 到 阻抗 (86. 23 ) 全然 不 依赖 于 电子 
平均 自由 程 . 对 于 数量 级 估计 ,我 们 可 以 认为 费 米 面 的 曲率 半径 是 ~ 天 ;于 是 4 ~ 
Pr ,和 





“~ 人 (86. 24) 


注意 到 阻抗 的 实 部 确定 金属 中 场 能 的 耗 散 . 在 所 考虑 近似 下 (其 中 忽略 了 
电子 碰撞 ) ,这 个 耗 散 具有 朗 道 阻尼 的 性 质 @. 

反常 趋 肤 效应 中 金属 内 部 电场 的 阻尼 规律 不 是 指数 式 的 ,因而 穿 透 深度 的 
概念 在 这 个 情况 下 没有 像 (86. 5 ) 中 那样 的 字面 意义 . 因为 (86. 21 ) 的 被 积 表达 
式 中 包含 振荡 因数 cos kx ,对 任何 给 定 *, 积 分 主要 由 ~1/x 范围 予以 确定 . 当 
这 些 值 上 >>48“ 时 ,出 现 函 数 E(*) 的 显著 减 小 @. 因此 , 穿 透 深度 6 是 5 “的 量 
级 ,或 


( 毕 ) - 人 ( 86. 25) 


we A we PF 


当 频 率 增加 时 ,这 个 穿 透 深度 继续 减 小 ,但 比 对 正常 效应 的 情况 慢 得 多 . 由 表达 





QD 积分 围 道 ( 实 轴 的 右 半 边 ) 可 在 复 卡 平面 中 绕 过 角度 ~ m/6 而 不 穿 过 被 积 表达 式 的 任何 极点 . 沿 
直线 上 = ue 积分 给 出 





ak rude 
了 三 一 -一 一 ， 
| i | LI +b 


用 吕 +8=bE 代 人 后 给 出 
_ TIC1Z3D)IT(C2Z3) inm6 下 (V3+i 
fe Snes -£) 7 I20e = 36'3T(1) -i 


多 ”反常 趋 肤 效应 本 质 的 现象 是 伦敦 (H. London(1940) ) 首先 注意 到 的 . 这 个 效应 的 定性 理论 应 归 
于 皮 帕 德 (A. B. Pippard(1947) ) ,而 这 里 所 给 出 的 定量 理论 应 归于 路 透 ,和 桑 德 海 默 (G. FE. H. Reuter, E. H. 
Sondheimer( 1948 ) ) . 

图 当 *>>5 时 ,积分 (86.21) 由 下 << 中 23 所 支配 . 于 是 5(k) ~ 和 ,而 电场 E(x) 如 x 那样 减 小 . 
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式 (86.6) 和 (86. 25) 所 确定 的 值 (我 们 分 别 用 6, 和 65, 表示 ), 当 6 ~1i 时 数量 级 
上 是 可 比较 的 . 因为 其 中 一 个 按 w-"“ 减 小 , 另 一 个 按 w-“ 减 小 ,显然 对 于 w 的 
同一 个 值 ,我 们 有 6: ~ 621. 

最 后 ,关于 电子 由 金属 界面 反射 的 本 性 作 几 点 评注 . 如 果 表 面 是 理想 的 (无 
缺陷 的 ) ,并 与 晶体 学 平面 重合 , 则 原子 在 其 中 的 位 形 具 有 相应 于 晶 格 平移 对 称 
性 的 周期 性 . 在 那 种 情况 下 ,电子 的 反射 不 仅 能 量 守 恒 而 且 电 子 准 动量 的 切 向 分 
量 p, 和 p, 也 守恒 . 反射 电子 准 动量 的 法 向 分 量 p' 由 人 射电 子 的 p, 值 通过 方程 

el(p:,P,,P:) = E(Pp, P,P.) (86. 26) 
确定 ,并 且 必 须 有 wv = 9e/ysp' >0, 反 射电 子 运动 离开 边界 (人 射电 子 的 速度 是 v, 
= 3s/9p, <0). 方 程 (86. 26) 可 能 具有 几 个 这 种 解 , 旦 一 般 w .天 -1 

然而 ,对 于 掠 人 射电 子 ,这 些 解 总 包括 一 个 对 应 于 准 动量 的 小 变化 ,具有 v: 
= -2.( 即 字面 意义 上 的 镜面 反射 ). 的 确 , 对 于 几乎 平行 于 边界 运动 的 电子 具有 
小 法 向 速度 v, = 9ge/ep, ,这 意味 着 电子 相应 于 Pp 空间 中 等 能 面 上 一 点 了 , 它 邻 近 
于 & 作 为 p, 的 函数 的 极 值 点 (那里 3e/3p, =0). 但 邻近 这 种 点 ,在 极 值 点 的 男 一 
边 ,总 有 一 点 P' 那 里 导数 8e/9p, 与 P 点 的 值 仅 相差 正 负 号 . 

可 以 证 明正 是 具有 这 种 准 动 量变 化 的 掠 人 射电 子 的 反射 ,以 很 高 概率 发 生 . 
而 且 , 对 于 由 具有 原子 尺度 粗糙 度 的 欠 完 美 表面 的 反射 , 当 严格 地 说 准 动量 的 切 
向 分 量 不 守恒 时 ,该 陈述 仍然 正确 . 一 个 直观 解释 是 掠 射电 子 的 波 函 数 在 x 方 回 
缓慢 变化 ,从 而 并 <“ 没有 觉察 到 "表面 的 原子 粗糙 度 呈 

值得 注意 的 是 ,极度 反常 趋 肤 效 应 中 面 阻抗 的 值 事 实 上 对 电子 反射 的 本 质 
相当 不 敏感 . 例如 , 漫 反射 中 ( 当 无 论 什 么 样 的 人 射 角 ,反射 电子 的 所 有 方 回 都 
是 等 概 然 的 ) ,阻抗 值 与 (86. 23 ) 仅 相 差 一 个 因数 9/8. 从 平 表 面 漫 反 射 的 边界 条 


件 可 表述 为 :对 x*=0 有 57 (v >0,y,,v,) =0. 然而 ,这 里 健 里 叶 方 法 不 适当 ,这 
个 问题 必须 采用 所 谓 维 纳 - 霍 普 夫 方法 来 求解 外. 


$87 ”红外 区 的 趋 肤 效应 


迄今 我 们 已 经 讨论 过 趋 肤 效应 的 两 个 极限 情况 :正常 效应 , 当 平 均 量 由 程 ! 

是 三 个 特征 长 度 5,! 和 wi/w 中 的 最 小 者 时 ;和 反常 效应 , 当 穿 透 深 度 6 是 最 小 长 
度 时 . 现在 让 我 们 考虑 第 三 种 情况 ,其 中 最 小 的 长 度 是 wr/w: 

ur <<D， ve/wW <<l. CB) 

这 种 情况 是 由 反常 趋 肤 效 应 通过 进一步 增 大 频率 这 种 自然 方式 达到 的 ;虽然 穿 


”这 个 陈述 的 证 明 见 下 列 评论 文章 : AHnpees A. @. ,YPH ,105(1971),113( 英 译 :A. F. Andreevy， 
Soviet Physics Uspekhi,14(1972 ) ,609 ) . 
名，” 几 下 列 文献 :C. E,H. Reuter,E. H. Sondheimer, Prbc. Roy. Soc. A195( 1948) ,336. 
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透 深度 因而 减 小 ,但 乘积 6 如 mw” 那样 增 大 . 对 于 寻常 金属 ,条 件 (87. 1) 在 红外 
区 是 满足 的 . 

这 些 条 件 (87. 1) 对 频率 设置 一 个 低 限 . 然而 ,下 面 所 阐述 结果 的 适用 性 , 它 
基于 费 米 液体 理论 ,还 受到 一 个 频率 上 限 :jio << sf. 如 果 这 个 条 件 不 满足 ,会 导 
致 从 费 米 分 布 的 深 处 激发 出 准 粒 子 ,这 些 在 费 米 液 体 理论 框架 中 是 没有 任何 意 
义 的 . 

为 了 确定 电流 和 电场 之 间 的 关系 式 ,我 们 必须 再 回 到 动 理 方 程 . 然而 ,现在 
由 于 条 件 w >> vi/6, 含 时 间 导 数 的 项 远大 于 含 空间 导数 的 项 ,还 由 于 条 件 w >> 
ve/1, 含 时 间 导 数 的 项 也 远大 于 碰撞 积分 . 忽略 这 些 项 后 ,我 们 有 下 列 形式 
uh 

£ 
的 动 理 方程 . 写成 96n/9t = -iw8n, 由 此 我 们 求 得 
a ( 87. 2) 


GE 1 
动 理 方程 中 没有 含 坐标 导数 的 项 意味 着 没有 空间 色散 . 在 这 个 意义 上 趋 肤 
效应 又 是 “正常 ”的 . 然而 , 含 时 间 导 数 的 项 的 存在 导致 电导 率 的 频率 色散 . 这 里 
情况 类 似 于 计算 无 碰撞 等 离 体 中 电容 率 的 情况 . 二 者 的 差别 仅 在 于 金属 的 各 回 
异性 和 费 米 液体 效应 . 费 米 液体 效应 的 结果 是 电流 密度 由 一 个 积分 表达 , 它 不 仅 
依赖 于 分 布 函数 in ,而 且 还 依赖 于 准 粒 子 (传导 电子 ) 的 相互 作用 函数 .所 己 , 忆 ). 
必须 注意 到 ,由 于 动 理 方程 中 存在 98nst 的 项 ,这 里 不 可 能 通过 应 用 有 效 分 布 


函数 87 消去 准 粒子 的 相互 作用 . 
根据 (74. 21) 和 (74. 22) ,电流 密度 通过 对 电子 分 布 函数 的 校正 表达 为 
,dS’ 2d5， 
和 -e | >| wpn) + [fpesp Ww pr) ra | ann 
其 中 v 是 速度 v; 方 向 的 单位 矢量 , 它 与 费 米面 上 法 向 矢量 相同 .用 (87.2) 的 尿 
代入 ,我 们 求 得 电流 和 电场 之 间 的 关系 为 下 列 形式 :j, = ow(w)Es, 其 中 电导 率 
张 量 是 
o = 一 -Wi 
ds’ 2d5， SS 
Ne® = hb | wm 十 fprs pr, CIty | Cm) 
张 量 N。" 的 对 弥 性 由 晶体 的 对 称 性 确定 ( 它 并 不 像 (86. 15 ) 中 那样 依赖 于 场 的 
方向 ). 在 具有 立方 对 称 性 的 晶体 中 (为 简单 起 见 下 面 将 假设 这 种 情况 ) ,这 个 张 
量 ,从 而 ows 简 化 为 一 标量 :Nn = NeD5。 ,和 


2 
o(w) = 0 ( 87.4) 
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通过 这 个 电导 率 对 金属 性 质 的 描述 ,可 按 通常 方式 由 通过 电容 率 的 描述 来 
代替 : 


oe 4 


2 
se(w) =1+i =1 - a (87.5) 


记号 a §59):e = 
1 -4me*N/(mw ) ,其 中 是 物质 每 单位 体积 中 电子 的 总 数 . 因而 N ”在 金属 红 
外 光学 中 代表 有 效 电 子 数 ; 它 依赖 于 传导 电子 的 相互 作用 隔 数 . 

与 W ”一 起 ,再 来 定义 有 效 等 离 体 频率 


n= (4 全 Ne ) (87.6) 


是 有 用 的 . 于 是 电导 率 是 
o =if 们 /04Tow). (87.7) 
人 的 值 仅 由 金属 的 电子 谱 参 量 确定 ;因而 ,作为 粗 估 , 它 等 于 er/ 声 , 费 米 界限 能 
量 . 因为 目前 这 个 理论 限于 条 件 hw << sr ,我 们 有 2 >> wow. 
场 对 金属 的 穿 透 问题 由 方程 (86.4) 描 述 , 在 用 (87.7) 的 ez 代 人 后 ,(86.4) 
变 成 
E”--~E=0. 


当 x 一 w% 时 趋 于 零 的 解 是 

EF=kEe ™”, 8=c/0 (87. 8) 
(对 典型 金属 ,co[Q ~10 em). 因 而 场 是 按 指数 律 阻 尼 的 , 穿 透 深度 不 依赖 于 频 
率 .通过 (86.3) 的 第 一 个 方程 容易 看 出 ,电场 和 磁场 之 间 的 关系 现在 由 (86.8) 
给 出 , 带 有 阻抗 


-iow 
t= 6 = 3 (87. 9) 


纯 虚 数 阻抗 表示 电磁 波 从 金属 三 二 没 届 本 这 个 结果 是 应 该 预期 
的 ,因为 所 用 近似 没有 考虑 到 电子 的 碰撞 , 它 是 耗 散 的 原因 . 
用 (87.7) ,要 使 这 个 理论 适用 的 基本 条 件 可 以 写成 

(2 >> w >> vr/¢. (87. 10) 
左边 不 等 式 通常 是 与 hw >> @ 相 容 的 (其 中 @ 是 德 拜 温度 ). 在 这 个 情况 ,公式 
(87.3) 中 的 费 米 参量 ww 和 函数 f, 于 是 必须 不 是 取 在 费 米面 本 身上 ,而 是 对 
ls - sa,1 >>9 取 的 . 如 在 第 九 卷 ,$65 曾经 证 明 ,电子 声 子 相互 作用 导致 结果 是 
在 这 个 范围 的 内 不 同 于 在 范围 le ~ es1 << 8 的 ve( 例 如 ,关于 低温 下 金属 的 静 
态 性 质 , 它 是 重要 的 ) ;对 于 准 粒 子 相互 作用 函数 ,同样 结果 也 是 正确 的 . 
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$ 883 金属 中 的 螺旋 波 


交 变 外 电磁 场 并 不 能 深 透 金属 的 事实 , 换 句 话说 ,意味 着 具有 频率 直至 等 离 
体 频 率 (w ~ 只 ) 的 未 阻尼 电磁 波 ,不 能 在 金属 中 传播 . 
然而 ,存在 恒定 磁场 B 时 ,情况 完全 不 同 . 磁场 改变 了 电子 运动 的 特性 ,并 
从 而 极 大 地 影响 金属 的 电磁 性 质 . 并 且 重 要 的 是 在 垂直 于 磁场 的 平面 中 ,运动 变 
成 有 限 的 . 在 强 场 中 , 当 轨 道 的 拉 莫 尔 半 径 rm ~ cpe/eB 变 得 远 小 于 平均 自由 程 
时 ， 
et (88.1) 
(或 者 等 价 地 ,ws7 >>1 时 ,其 中 ws ~vi/rs ~eB/(m ec) 是 拉 莫 尔 频率 和 T ~ 1Aws 
是 平均 自由 时 ) , 横 截 磁场 方向 的 电导 率 极 大 地 减 小 , 当 B 一 % 时 趋 于 零 .我 们 可 
以 说 在 这 些 方 向 金属 的 行为 像 介 电 体 ,因而 对 于 电场 偏振 方向 在 垂直 于 B 的 平 
面 中 的 波 , 能 量 耗 散 减 小 . 换 句 话说 ,这 种 波 (在 一 级 近似 下 ) 的 无 阻尼 传播 因而 
变 成 可 能 . 并 且 可 容许 的 波 频 率 受 限于 条 件 
Ww << Op; (88.2) 
仅 当 这 个 条 件 满足 时 ,在 场 的 周期 期 间 电子 轨道 才能 经 受 可 观 曲率 变化 ,从 而 守 
致 对 于 这 些 频 率 金属 电磁 性 质 的 改变 . 
电子 (在 垂直 于 如 的 平面 内 ) 的 有 限 运动 ,预先 假定 其 动量 轨道 , 费 米面 的 
一 个 截面 ,也 是 有 限 的 . 因此 ,关于 上 述 讨论 ,对 具有 闭 费 米面 的 金属 ,对 B 的 任 
何方 向 都 适用 ;而 对 具有 向 费 米面 的 金属 , 仅 对 使 得 其 截面 闲 合 的 那些 B 的 方 
向 才 适 用 . 对 敞 截 面 ,在 磁场 中 电子 运动 仍然 是 无 限 的 ,电导 率 并 不 减 小 ,电磁 波 
在 所 述 方向 的 传播 不 可 能 出 现 . 
金属 中 无 阻尼 电磁 波 可 认为 是 电子 费 米 液体 能 谱 的 玻 色 支 . 这 些 波 的 宏观 
本 质 由 其 长 波长 (远大 于 晶 格 常量 ) 显现 出 来 . 由 于 这 个 原因 ,激发 仅 相 当 于 相 
对 很 小 的 相 体积 ,它们 对 金属 中 热力 学 量 的 贡献 可 以 忽略 , 
我 们 再 次 写 出 麦克 斯 韦 方程 组 : 





(88. 3) 
其 中 BB 表示 波 的 弱 交 变 磁场 (与 恒定 磁场 B 大 不 相同 ). 从 这 些 方 程 中 消去 B 
给 出 
Vx(VxE)=V(Y:E)-AE-= -人 
对 于 单 色 平面 波 ,由 此 有 
Ck a TR (88.4) 
C ; 
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电场 EE 通过 上 ,=pos js 用 电流 来 表达 ,其 中 pu = (oo”)s 是 电阻 率 张 量 . 于 是 我 
们 得 到 线性 齐 次 方程 组 
4miw 


| ep 机 全 iu] js =0. (88.5) 


这 个 方程 的 行列 式 给 出 的 方程 确定 波 的 色散 关系 . 

在 $84 和 §85 中 ,我 们 曾 推导 过 定 态 情况 下 强 磁场 中 金属 (在 剩余 电阻 
区 ) 的 电导 率 张 量 的 形式 . 现在 让 我 们 来 阐明 对 非 定 常情 况 下 那里 的 结果 必须 
如 何 修改 . 

电场 在 时 间 和 空间 上 的 周期 性 (因而 电子 分 布 溯 数 的 交 变 部 分 的 周期 性 ) 
导致 动 理 方程 左边 出 现下 列 项 


on df nn 
PP 十 入 » 
ot or 





= -iwn+ik .von 


(比较 (74.25)). 类似 于 (84.7) ,我 们 令 in 和 8F 为 下 列 形式 

i "hh, dn 本 " g. 

gE 0 
根据 (74. 21) , 晒 数 姑 和 8 由 线性 积分 表达 式 
,v1 ds 

g=ht+ | MP Et 

相 联 系 . 于 是 动 理 方程 变 成 
EE [1(g) rd (88. 6) 


它 与 以 前 的 方程 (84. 10) 的 差别 在 于 将 那里 的 1(g) 用 方 括 号 内 的 表达 式 代替 . 
这 个 表达 式 现在 不 仅 依赖 于 杂质 原子 对 电子 散射 的 本 质 , 而 且 还 依赖 于 电子 间 
的 相互 作用 函数 . 

由 于 条 件 rs <<7, 方 程 (88. 6) 中 项 1(g) 远 小 于 项 3g/97, 如 在 以 前 的 方程 


(84. 10 ) 中 那样 . 由 于 条 件 w << wo， ,项 iw 7 ~ iowg 也 很 小 . 我 们 还 对 波 数 强加 
一 个 条 件 ,jw << wp, 即 
Rr Cel (88.7) 

波长 必须 远大 于 拉 莫 尔 半 径 . 于 是 (88. 6) 的 方 括号 中 最 后 一 项 也 很 小 . 在 这 些 
条 件 下 ,利用 逐步 求 近 法 求解 动 理 方程 的 方法 ( $84) 于 是 仍然 适用 ,因而 那里 
所 求 得 的 电阻 率 张 量 ,其 按 1/B 的 寡 展 开 式 中 为 首 几 项 的 结果 也 适用 . 然而 ,由 
于 方程 (88.6) 中 出 现 w 和 天 ,一 般 将 有 电导 率 的 频率 和 空间 色散 . 

若干 长 度 和 时 间 的 特征 参量 的 存在 ,和 费 米面 几何 性 质 的 多 样 性 ,引致 与 金 
属 中 电磁 波 传播 有 关 的 大 量 现象 . 我 们 (在 本 节 和 下 节 中 ) 将 仅 限 于 研究 几 个 典 
型 情况 . 


$89 金属 中 的 磁 等 离 体 波 - 351: 


让 我 们 以 具有 闭 费 米面 的 未 补偿 金属 为 例 . 根据 (85.4) 和 (85.5) ,电阻 率 

张 量 的 最 大 分 量 是 
B 
Py 一 一 Pr -ec(N -N)， 

这 属于 张 量 的 非 耗 散 ( 反 厄 米 型 ) 部分. 这 个 分 量 一 般 不 依赖 于 碰撞 积分 的 形 
式 , 因 而 不 依赖 于 方程 (88.6) 方 括号 中 表达 式 的 形式 .因此 ,公式 (88.8) 在 波 场 
中 仍 适 用 . 

通过 电阻 率 张 量 ps (或 电导 率 张 量 os ) 对 介质 的 描述 等 价 于 应 用 电容 率 
张 量 的 描述 


(88.8) 





4Ti 村 
这 里 张 量 (e”)。。 仅 有 分 量 
wB 


(a  )», = -(e ), 4mice(N -及 小 


这 个 表达 式 与 $ 56 中 对 等 离 体 中 的 螺旋 波 求 得 的 相同 , 除 掉 要 用 差 值 N. -NN， 
代替 N.. 因此 , $ 56 中 所 获得 的 结果 可 直接 转 用 于 金属 中 的 这 些 波 , 它 们 同样 称 
为 螺旋 波山 . 

螺旋 波 的 色散 关系 是 


cBlcecos 8| 
”4melN -Ni ea 


其 中 8 是 kk 和 B 之 间 的 夹 角 . 波 的 电场 在 牌 直 于 磁场 B 的 平面 内 是 椭圆 偏振 
的 . 以 磁场 B 的 方向 作为 z- 轴 (如 §56 中 那样 ) ,而 通过 kk 和 B 的 平面 作为 xz 平 
面 ,我 们 求 得 电场 

E,= +ilcos 90|E,, (88. 10) 


上 面 和 下 面 的 符号 分 别 与 N。 > Ne 和 NN。 < WN, 的 情况 相 联 系 . 
$ 89 金属 中 的 磁 等 离 体 波 


现在 让 我 们 考虑 具有 闭 费 米面 的 补偿 金属 (N. = NN,) 中 的 波 .除了 强制 性 条 
件 (88.1) 和 (88.2) 之 外 ,我 们 将 假设 还 满足 不 等 式 : 
W >>vVe/l, ww >> jp (89.1) 


由 于 第 一 个 不 等 式 暗 示 动 理 方程 (88.6) 中 碰撞 积分 1(g) 远 小 于 项 iw L-'g, 而 
由 于 第 二 个 不 等 式 暗 示 项 i(k .ov )g 也 很 小 . 忽略 这 些 项 ,我 们 得 到 方程 


QD 这 种 波 在 金属 中 传播 的 可 能 性 曾 由 康 斯 坦 丁 诺 夫 和 佩 雷 尔 (O0. B. KocraHTHHos，B，N. 
Tiepenp(1960)) 指 出 过 . 
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98 _; -1 二 
内 了 8=Y4， (89.2) 
它 与 方程 (84. 10) 的 差别 在 于 用 io L"'g 代替 项 1(g). 

$ 85 中 对 定常 情况 下 的 电阻 率 张 量 所 获得 的 结果 因而 仍 适 用 ,除了 在 1/B 
的 宕 展开 式 中 小 参量 不 是 rs/1 而 是 - iw/ws. 电导 率 没有 空间 色散 ,但 是 有 频率 
色散 . 

根据 (85.7) ,在 定常 情况 ,对 于 补偿 金属 的 电阻 率 张 量 , 其 分 量 的 展开 式 中 

ps =Const; paspy py “BB; pspy™B. (89. 3) 

然而 ,为 了 显示 出 这 个 张 量 中 的 参量 rs/l, 我 们 必须 查 明 不 仅 B 而 且 1 如 何 出 现 
在 其 分 量 中 . 为 此 ,我 们 写 出 例如 估计 量 


其 中 po ~pr/ (Ne'l). 类 似 地 ， 


a ed 
Pr po 2 ecN’ pr Po ecN 


现在 ,采用 上 述 展开 参量 的 变换 ,我 们 求 得 张 量 ps(w) 为 下 列 形式 : 














Wh Wp 
F a 不 
— i ~ 0) XY 3 
及 | ws Wp 
= | a a (89.4) 
Paup ecN — i } te 7 9 
一 1o) 
= = a,, 
Wp 


其 中 所 有 a,。~ ! 是 量 纲 为 1 的 实 系数 ;这 里 应 该 认为 量 N 和 m* (ws = eB/ 
(m* c) 中 ) 是 以 某 种 方式 所 选择 的 参量 并 具有 正确 数量 级 . (89. 4) 中 所 有 项 属 
于 张 量 的 反 厄 米 型 ( 即 非 耗 散 的 ) 部 分 . 因而 很 显然 , 仅 包括 这 些 项 将 给 出 无 阻 
尼 波 . 

在 B 和 上 的 方向 为 任意 的 一 般 情况 下 , 波 色 散 关系 要 用 相当 元 长 的 公式 来 
表达 . 我 们 将 仅 考虑 一 个 特例 ,用 以 阐明 这 些 波 的 基本 性 质 . 

我 们 将 假定 金属 品格 具有 高 于 二 阶 的 对 称 轴 , 和 假定 磁场 B 沿 此 轴 (z 轴 ). 
量 a.,,a, 和 a, =a 形成 *y 平 面 中 的 二 维 对 称 张 量 ,在 所 述 对 称 性 下 简化 为 一 
标量 :a., = a, = al ,a =0. 量 a 和 a, 在 同一 平面 中 形成 二 维 矢量 ,在 所 述 对 称 
性 下 为 零 . 因而 仅 余 剩 下 列 分 量 


Bs, B -iw 
Pxx ET 一 io) 1 Pp:: 





(89.5) 


ecN ws 
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我 们 再 次 取 xz 平面 包含 上 和 B 的 方向 . 如 果 和 忽略 p,( 它 远 小 于 p,,) ,色散 关 
系 分 成 两 个 方程 : 
-py =0, Te -Rp, =0; 


yy 


这 里 我 们 假设 k 和 B 之 间 的 夹 角 0 不 太 接近 于 二 ,所 以 六 下 赤 小 (oon 9 5507 
w,). 因而 我 们 求 得 对 两 类 波 的 色散 关系 


ov =ku, /ai, 
.6 
i | (89.6) 

WwW =ku,lcos Gl a, 
其 中 中 

B 
en 89.7 
(4TNm ” )'” ) 


金属 中 的 这 些 电磁 波 称 为 磁 等 离 体 波 . 这 两 种 类 型 分 别 类 似 于 等 离 体 中 的 
快 磁 声 波 和 阿尔 文 波 多 . 对 应 于 慢 磁 声波 的 振荡 ,分 明 不 能 具有 满足 (89. 1 ) 第 二 
个 条 件 的 速率 w/k, 因 而 在 金属 中 不 能 出 现 . 
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$84 和 8$85 中 所 给 出 的 磁场 电流 效应 的 理论 ,在 下 列 意义 上 是 准 经 典 的 . 
量子 行为 仅 出 现在 电子 分 布 函 数 的 形式 上 ;没有 考虑 到 磁场 中 (具有 闭合 电子 
轨道 ) 能 级 的 离散 性 . 然而 ,这 个 离散 性 引致 定性 上 新 的 效应 , 即 电导 率 作 为 磁 
场 函 数 的 振荡 性 质 (所 谓 舒 布 尼 科 夫 - 德 哈 斯 效应 ). 这 个 效应 类 似 于 磁 矩 的 振 
菏 性 质 ( 德 哈 斯 - 范 阿 尔 芬 效应 ) ,但 是 它 的 理论 更 复杂 ,因为 它 是 动 理学 性 质 
的 现象 而 不 是 热力 学 性 质 的 现象 . 我们 将 在 无 相互 作用 电子 的 模型 的 框架 下 来 
研究 它 ,而 不 管 费 米 液体 效应 影响 的 问题 ( 它 看 来 似乎 还 没有 被 研究 过 ). 

如 § 84 中 那样 ,将 假设 在 条 件 (84.1) 的 意义 上 磁场 很 强 ,我 们 写成 下 列 形 





RN 

wT >>1,， (90.1) 
其 中 7 是 电子 平均 自由 时 和 : 

PR (90. 2) 


QD 对 色散 关系 (89.6) ,(89.7) ,条 件 lv: <<w 意味 着 我 们 必须 有 xA >> ve. 在 可 达到 的 磁场 B 下 . 
这 个 实际 上 仅 在 具有 低 载 流 子 密度 下 的 半 金 属 (例如 镁 ) 中 得 以 满足 . 

图 ”存在 这 类 波 的 可 能 性 是 由 布 克 斯 鲍 姆 和 戈 尔 特 (S. J，Buchsbaum, ]. Golt( 1961) ) 指出 的 . 这 里 
所 给 出 的 理论 应 归于 卡 涅 尔 和 斯 科 博 夫 (3，A，Karep ，B， T. Cko6oB( 1963 ) ) 





* 354 ， 第 九 章 金 属 


是 拉 莫 尔 频率 ;mm* 是 电子 的 回旋 质量 2. 

当然 ,同时 磁场 必须 不 太 强 使 得 不 至 于 破坏 准 经 典 性 条 件 

ji ，<< es. (90.3) 

ws 和 了 之 间 可 以 有 任何 关系 . 

我 们 将 仅 限 于 考察 横向 (相对 于 磁场 , 它 在 z 方 向 ) 电 导 率 的 量子 振 葛 ,并且 
为 了 简化 公式 而 假设 晶体 具有 平行 于 磁场 的 (对 称 阶 数 > 2 的 ) 对 称 轴 . 在 这 种 
晶体 中 ,电导 率 张 量 的 对 称 部 分 ( 耗 散 部 分 ) 仅 具有 分 量 o,, = o,, 和 o,. 横向 分 
量 问题 比较 简单 ,这 是 由 于 碰撞 对 它们 的 影响 (如 我 们 在 $ 84 中 所 看 到 的 ) 与 磁 
场 的 影响 比较 起 来 可 认为 是 小 微 扰 ; 对 于 纵向 电导 率 o, 情 况 并 非 如 此 多 . 

如 § 84 中 那样 ,我 们 考虑 处 于 剩余 电阻 区 的 金属 ,因此 我 们 涉及 的 是 电子 
与 杂质 原子 之 间 的 碰撞 . 因为 这 些 碰撞 是 弹性 的 ,具有 不 同 能 量 的 电子 独立 地 参 
与 产生 电流 . 

令 g(e) 为 每 单位 能 量 范围 电子 的 量子 态 数 . 于 是 具有 能 量 在 de 范围 的 电 
子 的 空间 数 密度 是 n(e)g(e)de, 其 中 n(e) 表 示 态 占有 数 . 令 j,(s) 为 这 些 电 子 
所 产生 的 横向 电流 密度 . 当 电场 和 电子 密度 梯度 同时 存在 时 ,电流 密度 是 下 列 
和 : 


万 (2) =eD(e) ele) +0o,,(e)E,. (90. 4) 
第 一 项 是 扩散 电荷 传递 ;D(e) 是 对 具有 能 量 为 的 电子 (在 实际 空间 中 !1) 的 打 
散 系数 . 
对 于 分 布 


ono 

pa 

电流 (90.4) 必 须 为 零 ,该 分 布 对 应 于 在 具有 势 p(r) 的 弱 静 电场 中 电子 气体 的 
统计 平衡 分 布 (n。 为 费 米 分 布 ). 因此 作为 o,,(s) 和 D(a) 之 间 的 关系 我 们 有 


ov(e) = -eg(e)D(e) Te. 

总 电导 率 ,包括 来 自 所 有 能 量 电子 的 贡献 是 
ri = -e * [g(a)D(s) de = -e 5 Ds, 
最 后 的 表达 式 中 是 对 电子 的 所 有 量子 态 求 和 ;s 0 十 表示 括 害 下 从 


no(e -ep)~n(e) -eg 


) 2 (90.5) 


QD 注意 到 ( 见 第 九 卷 ,(57.6) ) 定 义 是 m”= (1/27)35/9e, 其 中 5(&,p,) 是 等 能 面 被 平面 p: = const 
所 截 截 面积 ;这 里 这 个 等 能 面 定 义 于 p 空间 (而 不 是 第 九 卷 中 那样 定义 于 p/h 空间 )， 
@@ ”至 于 对 电导 率 张 量 的 反对 称 部 分 , 则 量子 振荡 仅 在 相对 于 1/(wsr) 的 二 级 近似 下 才 出 现 . 
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公式 将 电导 率 的 计算 问题 归结 为 没有 电场 情况 下 电子 扩散 系数 的 计算 . 
扩散 系数 又 通过 (21.4) 类 型 的 公式 


用 微观 散射 事件 的 性 质 来 表达 ,其 中 过 是 对 时 间 8 内 电子 所 经 受 的 碰撞 求 和 ， 
而 Ay 是 碰撞 中 电子 坐标 y 平均 值 的 变化 (在 垂直 于 场 的 平面 内 ,电子 运动 是 有 
限 的 ,在 准 经 典 轨道 的 直观 图 像 中 Ay 是 轨道 中 心 的 位 移 ). 令 

NoW,d(e, - €,) 
表示 散射 中 电子 从 态 s 跃迁 到 态 * 的 概率 ;8 函数 表达 散射 是 弹性 的 这 个 事实 ， 
因数 Ni;,, 是 杂质 原子 浓度 ,表达 受 无 规 分 布 原子 的 散射 事件 是 独立 地 发 生 的 .于 
是 扩散 系数 是 


1 
Dl e,) -Ns 2, Ls -y,) Wd(e, 一 €,.) ? 


其 中 y, 是 态 s 中 坐标 的 平均 值 . 将 这 个 表达 式 代 入 (90. 5) ,我 们 求 得 电导 率 为 
0,, = -Nie 2 [二 Te 18(e， —-£,,) (90.6) 
(S. Titeica, 1935;B. H. JappinoB, H. A. Ilomepanuyrx ,1939 ) 由. 
在 这 个 公式 的 实际 应 用 中 ,必须 使 : 的 意义 明确 . 磁场 中 传导 电子 能 级 的 离 
散 量 子 化 发 生 在 当 p 空间 中 有 闭合 准 经 典 轨 道 时 ( 即 等 能 面 的 闭合 截面 ) ,我 们 
将 假设 如 此 情况 . 量子 态 由 四 个 量子 数 
etn sg (90.7) 
定义 ,其 中 nn 是 (大 ) 正 整数 ;oc = +1 表示 电子 自 旋 分 量 的 值 ;P, 和 P, 是 广义 准 
动量 了 =p -eh/c 的 分 量 . 磁场 的 矢 势 在 规范 4, = -By,4, =4, =0 下 选取 . 因为 
坐标 x 和 z 是 循环 坐标 ,广义 准 动 量 分 量 P, 和 P, 是 守恒 的 ( 见 第 九 卷 ,，§ 58). 
能 级 仅 依 赖 于 其 中 三 个 量子 数 n,p, 和 oj; 它们 由 表达 式 


Er (Pp:) =e(n, p,) +oBBé,(p.) (90. 8) 
给 出 ,而 且 函 数 e(n,p.) 为 方程 
S(s,p,) =2m2 (n+) (90.9) 


的 解 . (90. 8 ) 的 第 二 项 中 ,B =eii/2mc 是 玻 尔 磁 子 ,因数 &,(p,) 描 述 电 子 磁 矩 中 
归 因 于 品格 中 自 旋 轨 道 相互 作用 引起 的 电子 磁 矩 变化 . 

§ 84 和 3§ 85 所 考虑 的 电导 率 张 量 实际 上 是 精确 函数 o。s(B) 对 小 量子 振荡 
求 平均 的 结果 . 尤其 是 ,由 (85. 3) ,这 样 求 平均 后 的 横向 电导 率 是 cs 有 . 首 


@@ 在 杂质 散射 中 , 泡 利 原理 并 不 影响 公式 的 形式 ;比较 碰撞 积分 (78. 14) ,其 中 与 这 个 原理 联系 的 
乘积 nn' 相 消 . 
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先 ,我 们 将 证 明 这 个 结果 是 从 公式 (90.6) 得 出 的 ,并 且 将 确定 这 个 公式 中 量 W,. 
和 对 于 电子 和 杂质 的 准 经 典 碰撞 积分 (78. 14) 中 函数 w(p',p) 之 间 的 关系 . 

$ 84 中 曾 注意 到 ,电子 准 经 典 运动 的 条 件 同 时 也 保证 散射 过 程 不 依赖 于 磁 
场 . 场 不 存在 情况 下 ,具有 准 动 量 从 p 变化 至 p' 的 散射 概率 ,曾经 在 碰撞 积分 
(78. 14) 中 表达 为 


a 
w(p',p)5(e-e ) oi (90. 10) 


为 了 使 这 个 表达 式 写 成 也 适用 于 磁场 中 散射 情况 的 形式 , 仅 需 变换 到 对 磁场 中 
运动 仍 有 意义 的 变量 : 

dP dp de 
(2m7h) wv, 
(导数 v, = 9e/9p, 也 理解 为 要 用 新 变量 来 表达 ). 准 经 典 轨道 中 运动 的 y 坐标 与 
广义 准 动量 由 关系 式 P. =p, +eBy/c 相 联 系 ;因而 (对 轨道 的 ) 平 均值 是 


Cc x 
y= sp (90. 12) 


对 振荡 求 平均 后 的 电导 率 o,, ,由 (90.6) 通 过 对 离散 变量 :的 求 和 用 对 连续 
变量 s 的 积分 来 代替 . 为 简洁 起 见 ,应 用 记号 





w(P',p,,2 ;P,.,p,,68)6(s-2') (90.11) 








a(g,p’' ,p.) = 人 kx RO (90. 13) 
py vv' (27fi) 
我 们 求 得 
eV an : ,2dp.dp， 
Oy 二 一 pF 了 ce8(e -2 )dede (27h)’ ( 90. 14) 


(因数 2 来自 电子 自 旋 的 两 个 方向 ,散射 概率 假设 为 不 依赖 于 自 旋 ,因而 自 旋 分 
量 不 变 ). 对 e "的 积分 消去 8 也 数 . 在 对 s 的 积分 中 ,我 们 可 以 认为 慢 变 因数 a 
为 常量 ( 取 其 在 es = 时 的 值 ) ,从 而 仅 对 导数 9no/9e 积分 . 结果 是 
e NV， 2dp.dp， 
B* (27 有 )° 
现在 让 我 们 考虑 到 能 级 的 离散 性 . 这 意味 着 ,(90. 14) 中 (给 定 P, 和 p, 下 ) 
对 连续 变量 。 的 积分 于 是 必须 用 对 n 的 求 和 来 代替 , 即 


| de 一 jan 2 ,ov。 








1 
=57 | 5P:) . 2dp.. (90. 15) 


其 中 
_ de(n,p.,) 
dan  ” 


正如 由 (90.9) 和 回旋 质量 m' 的 定义 显然 可 见 的 . 应 用 上 述 记 号 ,我 们 有 


fiws 
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[> a( ero ,Pp: 1p ) 2 


，dp:dp， 
xX6(6,, ~ E,.,) hwshws CQ) (90. 16) 
(注意 到 由 于 对 两 个 变量 p, 和 pp;' 的 积分 , 盟 数 a 可 认为 对 它们 是 对 称 的 ). 


这 个 表达 式 的 振荡 部 分 0» 借 助 于 泊 松 求 和 公式 
3F(0) + > F(n) = | roatae > [Fea (90. 17) 


于 以 分 出 (比较 第 九 卷 , $ 63)， 它 是 由 这 个 公式 中 对 1 求 和 产生 的 ， 而 平均 r 来 
自 第 一 (积分 ) 项 . 

我 们 将 认为 与 平均 o,, 比 较 起 来 振荡 振幅 很 小 (这 对 磁场 强度 强加 一 定 条 
件 , 见 后 面 的 (90. 26)). 因而 充分 的 是 每 次 仅 考虑 到 (90. 16) (对 n 和 对 n') 求 
和 之 一 中 的 振荡 部 分 . 考虑 到 a 对 p， ny 的 对 称 性 ,并 类 似 于 (90. 15 ) 定 义 。， 
我 们 有 


和 Re > > es (90.18) 


iu gv=+l 


其 中 J 是 积分 





Ts ) de 
on 


gr edp， 


= = Jan f ole 


的 振荡 部 分 . 用 (90. 8) 的 函数 se(z,P:) 代 蔡 a s 作 分 部 积 
分 (并 且 可 以 将 慢 变 因数 认为 是 常量 ). 被 积 出 项 并 不 导致 对 磁场 的 振荡 依存 
性 (而 且 仅 是 对 o,, 的 小 校正 ) ;忽略 这 项 ,我 们 得 到 


村 bl(e, 
J ,=27il | dp,de， (90. 19 ) 


这 里 二 上 凡 -ooBeEB, 和 引进 明 数 





一 ~ 一 (90. 20 ) 


(比较 (90.9)); 在 函数 b(e,,,p,) 的 目 变 量 中 ,与 大 量 s 比较 起 来 忽略 了 项 BEB. 
(90. 19) 中 对 p, 的 积分 像 对 研究 德 喻 斯 - 范 阿尔 芬 效 应 时 出 现 的 类 似 积分 

( 见 第 九 卷 ,(63. 8)) 那 样 完 全 相同 的 方式 实现 . 积分 由 p, =p,,。(2) 点 附近 的 范 

围 予 以 确定 ,在 此 点 n(e,p,)( 即 截面 面积 5) 作为 p, 的 函数 具有 极 值 . 结果 是 


7, -= a +timn/4!b.(e) dn :So 


d 
0 | sp- +] 1 n/ap’ be 


n(e,p.)= 


ex 
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其 中 
ns(e)=nmne,po(s))，8(s) =b(e,p,.,(e)), 

指数 函数 中 的 + 号 指 其 中 p, 分别 是 函数 n(s,p,) 的 极 大 或 极 小 的 情况 ; > 表 
示 对 所 有 极 值 求 和 . 

积分 (90. 21 ) 同样 也 是 完全 类 似 于 第 九 卷 中 的 积分 (63.9) ,差别 仅 在 被 积 
表达 式 中 的 慢 变 因数 b 和 dns./de = em/(eiB) ,这 些 因 数 ( 和 |3 n/ap:|.。 一 
样 ) 可 用 它们 在 e = 处 即 费 米面 上 的 值 代替 . 对 z 积分 和 对 og 求 和 于 是 导致 最 
后 结果 


t CS., 
和 > ( ~)'eW eos { + 





(!) 2 mm (eh)' 0。 oa” S eis A 112 。 (90. 22 ) 








A,=27 ITA(jiosp)， ws =cB/(me.c), 

其 中 5 ,t。,m 和 4b 是 在 费 米面 上 a = 处 取 值 0. 
如 果 对 B 的 给 定 方向 仅 有 费 米面 的 一 个 极 值 截面 , 则 电导 率 o,, 的 振荡 部 
分 与 纵向 磁化 率 之 间 有 正比 关系 . 将 (90. 22) 与 第 九 卷 的 公式 (63. 13) 比 较 给 出 


_ (27) hi mb., aM., 
Se 0B. 

上 述 计 算 预 先 假定 电导 率 的 振荡 振幅 远 小 于 其 平均 值 . 不 仅 如 此 ,这 个 必要 
条 件 实际 上 是 使 $84 和 § 85 中 所 阐述 的 整个 理论 可 适用 的 条 件 :很 显然 ,平均 
值 仅 当 它们 形成 电导 率 张 量 的 主要 部 分 时 才 有 实际 意义 . 

当 fiw。~T 时 ,振荡 振幅 由 (90.22) 求 和 中 为 首 几 项 确定 ,具有 iL~1,A,~1. 
根据 (90. 15) 中 的 定义 ,6 的 值 可 估计 出 为 6b.. ~oB? /pe. 导数 9.5/93p? ~1. 因此， 
我 们 有 对 振荡 振幅 的 下 列 估计 值 : 

pa PE (90. 24) 
由 于 强制 性 条 件 (90.3) ,这 个 比值 很 小 . 

然而 ,如 果 7 << fiws, 则 估计 值 改变 了 . 在 这 个 情况 下 ,振荡 振幅 由 (90. 22 ) 
中 大 量 项 的 求 和 确定 ,具有 A 和 A, ~1, 即 1~ iws/T >>1. 这 种 项 的 数目 是 1 本 身 的 量 
级 . 与 以 前 的 估计 值 比较 ,这 里 出 现 一 个 附加 因数 17"“1~ (fws/T)“, 因 此 


o (90. 23) 


中 关于 电导 率 的 振荡 , 阿 希 泽 尔 (A，H.， Axnesep (1939)) 和 达 维 多 夫 , 波 姆 兰 顾 克 (B. HH. 
JaBbnoB，MH， 押 ,Tilomepanuyx(1939) ) 讨论 了 电子 色散 关系 为 二 次 的 情况 ,而 科 谢 维 奇 , 安 德 列 耶 夫 (A. 
M，Koceaxd,B，B. Aunpeea( 1960) ) 讨 论 了 任何 色散 关系 的 情况 ， 
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0 fiw, 172 fiw, 172 
= (rs (3 
这 个 比值 要 很 小 的 必要 条 件 导致 条 件 
fiw, << (ET) 一. (90. 26) 
可 题 


对 于 具有 平方 色散 关系 (e =P 7]L(2m) ) 的 电子 气 , 确 定 其 横向 电导 率 . 电子 
在 杂质 原子 上 各 向 同性 地 散射 ,具有 截面 不 依赖 于 能 量 . 

解 :问题 导致 对 出 现 于 (90.15) 和 (90.23) 中 量 5(pP ) 的 计算 . 对 于 平方 色散 
关系 ,p=myv 和 p=0. 因 为 沿 闭 合 轨 道 的 平均 速度 y =0; 因 此 , 按 (90.12) ,kx = 
cP,/e. 根据 正文 中 的 讨论 , 当 计 算 (x 一 k')” 的 平均 值 时 ,我 们 可 以 认为 散射 过 程 
不 依赖 于 磁场 . 因此 ,P 和 pp 之 间 的 差别 不 重要 :如 果 散 射 原子 的 位 置 取 为 r=0， 
我 们 有 P=p. 

在 所 考虑 的 情况 下 ,散射 概率 具有 形式 voodo'/4T, 其 中 do' 是 散射 后 动 
量 p' 方 向 的 立体 角 元 ,而 go 是 恒定 总 散射 截面 . 这 个 表达 式 可 以 写成 等 价 
形式 : 

jdp'dp'8(e -e')de’, 
其 中 wp' 是 xy 平 面 中 pp' 方 向 的 方位 角 , 它 在 这 里 代 震 (90. 11). 类 似 地 ,我 们 将 p 
空间 中 的 体积 元 写成 dp 一 mdp,dpde ,和 

p, =(2me -p)' cos gq. 








于 是 我 们 求 得 
a(e,p’,p.) | (p. -p')” dpdp’ _ Oo (4me _p? -p, ) 

I 8Te- ” 27Th 8e’ 

和 
Vms 
dm: cvV2mel 10 
.2 和 Ns 是 2 
ble,p.) Nn | i Pp] 


其 中 1 二 =1/(oroNi,,) 是 平均 自由 程 . 
平均 电导 率 按 (90.15) 计 算 , 并 等 于 
Cn =c pri/A( 呈 TI) ， 
其 中 入 =pr/(3T 所) 是 电子 数 密度 . 费 米 球 的 截面 面积 在 p, =0 为 最 大 ,并 且 
S。 = ps 因此 
b. =5c N/(161). 
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电导 率 的 振荡 部 分 , 按 (90.23) 求 出 为 


es aM. 
Sw Ow6Ne, 0B 


至 于 磁化 强度 的 振荡 部 分 及,, 对 于 所 讨论 的 模型 由 第 五 卷 的 公式 (60.6) 给 出 . 





第 十 章 
非 平衡 系统 的 图 解法 


8$91 松原 响应 率 


关于 弱 交 变 外 场 中 各 种 系统 的 行为 的 研究 ,通常 归结 为 对 相应 响应 率 的 计 
算 . 在 这 一 节 中 ,我 们 将 推导 把 响应 率 与 某 个 辅助 量 相 联系 的 公式 , 它 可 通过 松 
原 图 解法 予以 计算 ;这 开辟 了 用 这 种 方法 来 研究 各 种 系统 的 动 理性 质 的 道路 
(A. A. A6pukocoBs,H. E. HagnormmacknvK, I. II， ToppKos ,1962 ) . 

注意 到 响应 率 ae(ow) 定 义 如 下 ( 见 第 五 卷 , 8$ 123 ) . 令 外 界 对 系统 的 作用 可 
通过 在 哈密 顿 算 符 中 包括 微 扰 算 符 


7(i) = ~ 2f(1) (91.1) 
来 描述 ;其 中 x 是 表征 系统 的 某 个 物理 量 的 薛 定 雇 (时间 无 关 ) 算 符 , 微 扰 广 义 
力 拟 切 是 时 间 的 给 定 函 数 ; 我 们 假设 没有 外 界 作 用 情况 下 x 的 平均 值 为 零 . 于 
是 ,在 相对 于 上 的 一 级 近似 下 ,平均 值 x(t) 和 力 妃 纪 两 者 的 傅 里 叶 分 量 之 间 有 线 
性 关系 ;而 啊 应 率 是 这 个 关系 式 中 的 系数 : 

x, =Qa(w)f.. [ol 
根据 久保 公式 (第 五 卷 , 8$ 126) ,函数 a(w) 可 以 用 算 符 形式 


a(w) =i | ew(%(t)%(0) -%(0)% (8) dt (91.3) 


予以 表达 ,其 中 xzo(4) 是 用 系统 的 未 微 扰 哈 密 顿 算 符 (由 下 标 0 指出) 所 定义 的 
海 森 伯 算 符 ,而 (…) 表 示 对 系统 的 指定 示人 微 扰 定 态 求 平均 ,或 者 对 具有 未 微 扰 
哈密 顿 算 符 的 吉 布 斯 分 布 求 平均 出 ， 

现在 让 我 们 纯粹 形式 地 考虑 ,遵循 “松原 "运动 方程 的 系统 , 它 与 实际 方程 


中 整个 这 一 章 中 采取 志 = 1， 
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的 差别 在 于 时 间 的 变换 :> -i7; 新 变量 7 在 有 限 区 间 


-1/T<r<1i/T (91.4) 
取 值 . 令 此 系统 经 受 一 微 扰 

MS EE (91.5) 
于 是 平均 值 * 也 将 是 7 的 函数 . 我 们 将 函数 f(T) 在 区 间 (91.4) 展 成 传 里 叶 级 数 . 

f(r) = 2 fe -ir, ¢,=27s7, (91.6) 
函数 x(7) 也 类 似 地 作 展 开 必 . 
松原 响应 率 定 义 为 两 个 展开 式 的 分 量 之 间 的 比例 系数 : 
这 = (2,)f. (91.7) 


现在 我 们 的 目的 是 ,首先 ,要 获得 对 aw(t,) 类似 于 (91.3) 的 一 个 公式 ;其 次 ,要 
求 得 aw (2,) 与 所 寻求 函数 a(w) 之 间 的 一 个 关系 . 

我 们 从 第 一 部 分 任务 开始 , 令 甩 为 系统 的 未 微 扰 哈 密 顿 算 符 . 量 x 的 “ 精 
确 ” 松 原 算 符 按 公 式 多 


(7)=0 "(7,0)xo (7)o(7,0) (91.8) 
进行 计算 ,其 中 o 是 松原 $ 矩阵 : 
5(r,0) =T,exp{ - [wryar’), (91.9) 
下 标 0 表示 松原 “相互 作用 绘 景 " 久 中 的 算 符 
i (7) =exp(7 Ho, )texp( -7 H,), (91. 10) 
以 及 类 似 地 对 于 访 (7). 在 一 级 微 扰 理 论 中 ,表达 式 (91.9) 简 化 为 : 
G(r,0)=1- | 训 Cr ar (91.11) 
对 吉 布 斯 分 布 求 平均 后 的 值 是 
x(7) By (91. 12) 


按照 第 九 卷 (38.6) ,我 们 有 


17T 
ee 了,0]~ezp -有 /7) (1- | V(r') adr’), 
0 


QD 对 于 基 *, 它 具有 经 典 极限 ,我 们 必须 应 用 对 应 于 玻 色 统计 法 的 方法 ;于 是 展开 式 (91.6) 是 由 
“ 偶 频 率 "Z 的 项 构成 的 . 
国 ”下面 所 应 用 的 所 有 概念 和 公式 可 在 第 九 卷 ,§ 38 中 找到 . 


”即使 当初 始 算 符 了 (7) 显 含 变量 + 时 ,公式 (91.8) 也 是 适用 的 (尽管 第 九 卷 ,$38 给 出 的 推导 中 
并 没有 这 样 的 含意 ). 
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而 按照 (91.8) 和 (91. 11 ) 
2"(T) =20(7) - [二 Cn 六 Cr) -了 (7 铅 (r) }dr' 
将 这 些 表达 式 代 人 (91. 12 ) ,以 相同 精确 度 给 出 


=Tr{e "(Cr 六 (7) dr 
| Ve (Cr)t 7) dr | 
在 第 一 个 积分 中 ,变量 7'<7, 而 在 第 二 个 积分 中 ,我 们 将 积分 区 域 分 成 从 0 至 + 和 
从 7 至 1/T 两 部 分 . 经 过 相 消 ,和 用 (91.5) 的 WV,(7) 代 入 ,我 们 看 到 结果 可 写成 


17 了 


x(7) = [£7) < 了 和 ua(7)2u(7r7) >dr's (91. 13 ) 
(注意 到 对 7 编 序 的 算 符 了 T, 使 含 r 的 因数 从 右 至 左 按 r 的 增 序 排 列 ,不 改变 乘 


积 的 正 负 号 ). (91. 13 ) 中 的 (…》 是 对 具有 了 哈密 顿 算 符 到 的 吉 布 斯 分 布 求 平均 . 
求 平均 的 结果 仅 依赖 于 差 值 r -7'. 最 后 ,将 FLr") 表 示 成 傅 里 叶 展 开 式 (91.6) 
的 形式 ,我 们 得 到 对 松原 响应 率 的 所 寻求 公式 : 


177 


au(& ) = | er(T(7) (0) Yadr. (91. 14) 


我 们 看 到 aw (5,) 是 用 由 算 符 * 所 构成 的 松原 格林 函数 的 传 里 叶 分 量 表达 
的 (比较 第 九 卷 (37.2) 中 的 定义 ). 我 们 注意 到 ayw(z,) 的 这 个 公式 与 对 a(w) 的 
公式 (91.3) 的 差别 ,后 者 包含 (相对 于 时 间 :1 的) 推迟 对 易 式 ,而 不 是 这 里 对 7 
的 编 序 积 . 

为 了 解决 所 提 任 务 的 第 二 部 分 , 即 寻 求 函 数 a(w) 和 aw(t,) 之 间 的 关系 ,我 
们 必须 从 公式 (91.3) 和 (91.1) 开 始 ,并 将 这 些 防 数 用 算 符 * 的 矩阵 元 表达 . 这 
里 我 们 将 不 给 出 有 关 计 算 , 因 为 它们 与 早先 的 类 似 计算 实际 上 完全 相同 (比较 
第 五 卷 , § 126; 第 九 卷 ,§ 36,§37). 我 们 只 限于 指出 结果 : 


2 
a(w)= > exp' “™") ES (1 ~ exp' an ), (91.15) 


W— w+i0 
ct ) = exp' "") EN (1 -exp'*™ WW (91. 16) 
这 里 x ,是 薛 定 请 算 符 双 相对 于 系统 定 态 的 矩阵 元 ,以 及 w。。= 五 。- 对 两 个 


QD 简称 松原 函数 ,又 称 温度 格林 阴 数 , 虚 时 格林 函数 .一 一 译 者 注 . 
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表达 式 的 比较 表明 
Qu(6) =atg)，“ .>0. 211 
因为 响应 率 wa(w) 在 正 的 虚 半 轴 mw 上 是 实 量 , 则 范 数 as(:i,) 当 上 >0 时 是 实 的 . 
另 一 方面 ,由 (91.6) 看 出 aw( - 习 ) =anm (6,). 从 而 aw(t,) 是 的 实 偶 函数 ,用 
a(w) 由 公式 表达 为 
Qau(t,) =a(ilt,|). (91. 18) 
这 给 出 所 寻求 的 关系 式 . 为 确定 a(w) ,我 们 必须 构造 这 样 一 个 函数 , 它 在 
上 半 wo 平面 是 解析 函数 , 它 在 正 虚 半 轴 上 离散 点 w= 认 , 处 的 值 等 于 aw (5,); 这 
样 给 出 所 寻求 的 啊 应 率 . 
在 下 一 章 , 上 述 方法 将 应 用 于 超导体 动 理性 质 的 问题 . 
最 后 ,我 们 将 证 明 , 由 a(w) 我 们 可 以 求 得 量 * 达到 其 平衡 值 x =0 的 弛 豫 公 
式 . 为 此 ,我 们 将 假定 x 的 初始 非 平 衡 值 是 由 1 <0 时 作用 而 以 后 解除 的 广义 力 
所 产生 的 . 在 某 一 时 刻 1,x(1t) 的 值 由 整个 以 前 时 间 f(# ) 的 值 确定 : 


“D0= | ai 人 二 dt， 
函数 a(#) 与 响应 率 由 傅 里 叶 逆 变换 式 相 联系 
a(t) = [a Se 
第， 123) -如果 当 1>0 本 720, 于 是 
x{t) = far )f(t' ) di. 


t 大 时 x(1) 的 行为 由 t 一 % 时 a(t) 的 渐 近 形式 确定 . 后 者 又 是 由 a(w) 的 奇 点 确 
定 ,这 个 奇 点 位 于 w 的 下 半 平 面 并 且 最 接近 实 轴 . 尤其 是 ,x 的 弛 豫 按 简单 指数 
律 xxe “’, 具 有 弛 瑰 时 间 7+, 对 应 于 a(w) 在 w= -ir 的 简单 极点 . 
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物理 动 理 学 中 的 问题 总 是 涉及 非 平衡 态 的 分 析 研 究 . 然而 ,上 节 中 所 描述 的 方 
法 的 应 用 ,在 某 些 情况 下 容易 使 动 理学 量 的 计算 归结 为 对 处 于 热力 学 平衡 系统 的 格 
林 函 数 的 计算 ;这 表明 应 用 图 解法 (例如 ,松原 函数 方法 ) 的 可 能 性 ,后 者 基本 上 适用 
于 平衡 态 . 当然 ,这 个 可 能 性 总 是 限于 与 不 太 远 离 平衡 态 相 联系 的 物理 问题 . 

现在 我 们 将 着 手 建立 一 个 图 解法 , 它 原则 上 适合 于 计算 处 于 任何 非 平 衡 态 
的 系统 的 格林 函数 . 于 是 这 种 方法 所 获得 的 对 格林 函数 的 方程 就 其 意义 而 言 类 
似 于 动 理 方程 . 然而 , 当 应 用 于 平衡 系统 时 ,同样 的 图 解法 使 之 可 能 得 到 ( 非 零 
温 下 的 ) 格 林 函 数 和 响应 率 ,直接 作为 连续 实 频率 的 函数 ,而 无 需 任何 解析 延 扼 
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(在 这 方面 方便 ) 可 以 证 明 ,在 复杂 情况 下 , 比 松原 函数 方法 更 加 有 用 ) .中 
对 于 非 平衡 系统 的 格林 隔 数 ,以 类 似 于 平衡 情况 的 方式 定义 为 


iGo os, (Xs Xs) = Cn | TY, (X) PX) |n) = 


CR CR a i 
| to 


Ft ht pe | 

唯一 区 别 在 于 (由 符号 (n|… | nn) 所 表示 的 求 平均 ) 现 在 是 对 系统 的 任何 量子 态 
进行 求 平均 ,而 不 一 定 是 像 平衡 态 中 那样 对 定 态 进行 求 平均 外. 这 里 和 后 面 , 上 
面 的 正 负 号 指 费 米 统计 法 ,而 下 面 的 正 负 号 指 玻 色 统计 法 ;在 后 一 种 情况 (对 无 
自 旋 粒子 的 系统 ) 自 旋 附 标 o, ,o， 当然 必须 省 略 . 对 于 玻 色 统计 法 的 情况 ,假设 
没有 凝聚 , 即 所 考虑 系统 或 者 其 粒子 (例如 , 声 子 或 光子 ) 数 并 非 守恒 量 ,或 者 处 
于 温度 高 于 开始 凝聚 的 温度 . 在 不 均匀 非 平衡 系统 中 ,函数 (92. 1) 已 分 别 依 赖 
于 变量 对 Xi = (t,r) 和 ,= (t,,r,) ,而 不 是 如 平衡 情况 中 那样 仅 依赖 于 它们 
的 差 值 A 一 A 

图 解法 使 我 们 能 将 互 作用 粒子 系统 的 格林 也 数 通 过 理想 气体 的 格林 卫 数 来 
表达 . 然而 ,同时 有 必要 引进 除 C 以 外 的 其 它 函 数 . 为 了 不 致 打 断 随后 的 分 析 ， 
现在 将 给 出 这 些 苔 数 的 定义 和 它们 的 一 些 性 质 . 

为 了 $93 中 将 阐述 的 理由 ,适当 的 是 将 (92.1) 的 也 数 用 6G 来 表示 :因而 
我 们 将 这 个 定义 写成 下 列 形式 钨 ; 

iGi- = (TY ) = 

CH 
[ee 中 将 


(92.2) 


下 列 函 数 的 定义 


申 ”这 个 方法 应 归于 凯 尔 迪 什 ( 世 B， Kennpr (1964 ) ). 在 某 些 方面 它 类 似 于 米尔 斯 {R， Mills 
(1962) ) 对 平衡 态 所 发 展 的 方法 . 

加 第 九 着 ,8 36 中 对 了 zx0 的 平衡 系统 所 给 的 函数 G 的 定义 ,也 涉及 对 吉 布 斯 分 布 的 求 平 均 . 这 里 
让 我 们 再 一 次 提出 ,根据 统计 物理 学 基本 原理 ,对 平衡 系统 的 统计 平均 结 兴 ,并 不 依赖 于 这 是 通过 闭 系 的 
精确 定 态 波 函 数 实现 的 ,还 是 通过 处 于 “恒温 器 "中 系统 的 吉 布 斯 分 布 实 现 的 . 唯一 差别 是 在 第 一 种 情况 ， 
求 平均 的 结果 是 通过 系统 中 的 能 量 和 粒子 数 来 表达 的 ,而 在 第 二 种 情况 则 是 通过 温度 和 化 学 势 来 表达 
的 . 

晤 ”为 了 减轻 记号 的 负担 ,我 们 将 认为 自 旋 附 标 包括 在 变量 X 中 :《= (1,r,o). 当 没 有 误解 的 可 能 
时 ,我 们 还 将 进一步 简化 而 用 下 标 代表 自 变 量 X: 用 至 更 (了 ) ,Co 二 GC(X| ,1 ) 等 等 . 最后, 求 平均 将 简单 


地 用 (…》 表 示 ,而 不 是 用 (mn | … | a). 
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(92. 3 ) 


A 人 


iG+*= < Ty ) -| 
(VV; )， 5 
与 (92.2) 的 差别 在 于 用 了 代替 T,T 表示 算 符 因数 是 按 反 编 时 序 排列 的 ,从 右 
至 左 时 间 减 小 . 
另外 两 个 函数 定义 为 不 按 编 时 序 排列 的 严 算 符 乘积 的 下 列 平均 值 : 
iG+- = (pp), ic = (Vy,). (92. 4) 
对 于 费 米 系 统 , 这 些 定义 中 正 负 号 的 差别 是 由 于 下 列 一 般 定 则 : 当 多 算 符 交换 
时 ,必须 变 号 . 
注意 到 (92.4) 的 第 二 个 函数 ,对 记 = 已 拓 :时 ,与 单 粒 子 密度 和 矩阵 相同 ;详细 
写 出 是 
iG (Crt rr) =AG(t,r, ,rs ) (92.5) 
(比较 第 九 卷 ,(7.17) ,(31.4)). 这 里 i, 从 哪 一 边 趋 向 极限 t, 没有 关系 ,因为 当 
t, =t, 时 G !' 是 连续 的 . 当局 =t, 时 iG* -的 值 与 16 “的 值 由 
i GG Car tr) -CG "(er tr)} =B(7, -7,) (92.6) 
相 联 系 , 它 是 根据 费 米 或 玻 色 严 算 符 的 对 易 关 系 得 出 的 . 
这 样 所 定义 的 四 个 6 函数 不 是 独立 的 . 根据 定义 , 某 种 程度 上 很 明显 它们 
是 线性 相关 的 . 


G +6 =6G +G6 (92.7) 
函数 6 和 6G”… , 当 它 们 的 自 变量 交换 时 ,也 由 “ 反 厄 米 共 斩 性 "关系 相 联系 : 
Gn = -6 (92. 8) 
函数 G “和 CC” 本 身 是 反 尼 米 性 的 : 
Gn =-GCa'", Gh = -Gn ". (92. 9) 


这 些 函 数 与 推迟 或 超前 格林 函数 之 间 的 关系 ,在 下 面 的 讨论 中 将 是 重要 的 . 
后 面 两 个 范 数 类 似 于 平衡 情况 中 那样 定义 (比较 第 九 卷 , § 36): 


ne 人 
12 


全 ft! <t,h 
0， :> (92. 10 ) 
ot =| 0 = 
-VE +t BP), tit, <t,, 
这 两 个 6 图 数 是 <“ 龙 米 共 斩 ” 的 : 
CO (92.11) 
定义 (92.2) 一 (92.4) 和 (92.10) 的 直接 比较 给 出 
了 = We 
So | (92. 12) 
Ga=G -C0 =G 一 CC ". 
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在 具有 空间 均匀 性 的 定 态 的 情况 , 当 所 有 函数 仅 依 赖 于 差 值 上 = 如 -所 和 
r=ri -7, 时 ,它们 可 以 相对 于 这 些 变 量 作 侍 里 叶 展 开 . 由 (92.8) 和 (92. 11 ) , 传 
里 叶 分 量 满 足下 列 等 式 

G (wo:p)=-[cG”…(wo;p)] ，G (op)=[G" (wo,P)]” ，(92. 13) 
而 由 (92.9) 得 出 傅 里 叶 分 量 6G'-(w,p) 和 G-':(w,p) 是 虚 量 . 
对 于 无 互 作用 粒子 系统 ,函数 6G” 满足 方程 


人 (92. 14) 
其 中 Gs' 表示 微分 算 符 
Cs! =i -el _iVy) thi + + (92. 15) 


(se(p) =p*/2m) ,而 

S(X -XX,) = ,58 -i)d(r, -r,); (92. 16 ) 
对 G 的 上 标 (0) 指 出 这 个 函数 属于 理想 气体 ,对 G5' 的 下 标 1 指出 求 导 是 相对 
于 上 和,. (92. 14) 右 边 的 8 函数 起 因 于 函数 6- -在 4 =4 时 的 不 连续 性 D. 函 
数 G& 和 6* 具有 类 似 不 连续 性 ,从 而 CGIOs 和 CG'”* 满 足 类 似 方程 . 函数 G'' 在 
; = 已 具有 带 反 号 的 不 连续 性 ,因而 


he eA oy L917 
最 后 ,函数 G' 和 6G ' 在 t=t, 是 连续 的 ,从 而 对 于 理想 气体 ,它们 满足 方程 包 : 
CO (92. 18) 


我 们 将 计算 均匀 定 态 理想 气体 的 全 部 6 函数 ,假定 气体 粒子 具有 某 个 (不 
一 定 平衡 的 ) 动 量 分 布 n,. 为 简化 公式 ,我 们 将 假定 这 个 分 布 不 依赖 于 自 旋 . ( 费 
米 统计 法 中 )G 函数 对 上 自 旋 的 依存 关系 于 是 分 开 成 为 一 个 因数 5,,,, ,我 们 将 和 
自 旋 下 标 一 起 省 略 这 个 因数 . 

将 理想 气体 的 豆 算 符 写 成 寻常 展开 式 : 


(tr) > Gexp [ilp .+ -el(p): Ns (92. 19) 


QD 见 第 九 卷 . $9. 那 里 给 出 的 推导 并 不 依赖 于 所 假设 的 对 系统 基态 的 求 平均 ,而 关于 对 任何 量子 
态 的 求 平均 仍 保持 有 效 . 
@ 如 果 是 相对 于 G 函数 中 的 第 二 个 变量 求 导 而 不 是 对 第 一 个 变量 求 导 时 ,iavxat 必须 变 号 , 即 , 算 
符 G6! 必须 用 Gm! 代替 : 
C5! “CC ~ =8(X, - X,). (92. 14a) 
等 等 . 
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并 对 更 ' 作 类 似 展 开 ( 见 第 九 卷 ,(9.3) ). 当 将 这 些 表达 式 代 入 6 函数 的 定义 中 
时 ,必须 记 住 , 唯 一 非 零 对 角 矩 阵 元 是 具有 相同 动量 p 的 粒子 淹没 算 符 和 产生 算 
符 的 乘积 的 那些 矩阵 元 ; 


从 而 ,我 们 求 得 ,例如 : 
CO (tir) = + .| nexp|ip "rr-ie(p)t ti os, 
其 中 上 = -4,,r=r, -六 .利用 恒 等 变 换 将 这 个 表达 式 重 写成 


3 
区 +2mi | n,exp(ip “了 一 ioof)S(ow 一 忆 二 p 


(2T)” 
我 们 看 到 





CMT*w pp) = +27in,5(w-—e 十 几 ) . 《号 2 20) 
类 似 地 求 得 
CO (wo:pP)= -27i(1l4n,)6(w -e+y). (92. 21) 
为 计算 6 ,最 方便 的 是 直接 从 方程 ， 


[i -iv) +p] Cr) =58(D8(r) 


出 发 ,用 傅 里 叶 方 法 求解 它 , 并 考虑 到 6 (w,p) 在 上 半 w 平面 不 能 有 奇 点 的 事 
实 , 由 此 立即 求 出 
COR(w,Dp)=[w-e(PpP)+A+iD] (92. 22) 
(根据 (92.13) ,函数 6G”*(w,p) 可 通过 简单 取 上 式 的 复 共 罗 而 求 得 ). 
最 后 ,于 是 借助 于 (92. 12) 求 出 
GI (wp)={[w -el(p) ++i0]” +27in,(w -e+ 从) = 


l 
Pt +2n, -1)8(w -s+W). (92. 23) 


我 们 注意 到 下 列 事实 ,表达 式 (92. 22) 一 般 不 依赖 于 态 ( 即 分 布 mm ) 的 性 质 ， 
求 平均 是 对 此 实现 的 . 函数 G” (以 及 G”“ ) 的 这 个 性 质 , 实 际 上 并 不 依赖 于 系 
统 态 的 均匀 性 和 定 态 性 ,如 在 (92. 22) 的 推导 中 所 假设 的 那样 :函数 G6" (XX,， 
X, ) 结果 必然 仅 依赖 于 差 值 X， - 妈 ， 

应 用 于 平衡 系统 时 ,表达 式 (92. 21) 一 (92. 23 ) 中 的 n 要 取 为 费 米 或 玻 色 
分 布 函数 . 于 是 将 6 函数 通过 了 和 来 表达 ;这 样 就 完成 了 从 对 给 定量 子 力学 
定 态 求 平均 到 对 吉 布 斯 分 布 求 平均 的 转变 . 


习 题 
对 于 液体 中 声 子 气 体 的 均匀 定 态 , 求 其 格林 通 数 . 
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解 : 类 似 于 (92.4) 的 定义 ,对 于 声 子 场 我 们 有 : 
iD = (pip), iDi’ = (pip!), (1) 
其 中 fp' =P'' 是 介质 密度 可 变 部 分 的 算 符 . 因为 这 个 算 符 是 自 共 罗 的 ,(1) 中 的 
两 个 函数 由 
DD (2) 
相 联系 (它们 当然 照常 具有 (92.9) 的 性 质 ). 
对 于 无 互 作用 声 子 气体 ( 见 第 九 卷 ,(24. 10)) 


172 


A p+ 四 pok A i{f 让 -rwuke) A -Er ukt) 
' = = 1 ce 一 Ce 3 
Fp =  G , I 


(其 中 pu 是 未 微 扰 密度 ,而 下 是 声速 ). 将 (3) 代 入 (1) 并 从 求 和 变 为 求 积 分 ,我 
们 有 





iPDto) - 人 r) a 2 | 1 -lt 


| -i(k .rukr)] kd k 

(2m)’ 
或 者 ,在 第 二 项 中 将 积分 变量 上 用 -天 代替 ,并 将 平均 值 通过 声 子 态 的 占有 数 Vx 
来 表达 ， 


+ (cici )e 


dk 
(27) 
被 积 表 达 式 (不 带 因数 e”“) 已 是 相对 于 坐标 的 侍 里 叶 分 量 . 还 有 ,相对 于 时 间 
作 展 开 得 出 


iD'™- 二 r) 二 [etme 入 +N ete” 








0) -+ pe | 
iD! (w,k) = (NS(w -uk) + (1 +N..)8(% +uk)|}. (4) 

i 
De (5) 

还 有 两 个 格林 函数 由 
iD,, = (Tp1p2)， iD ”= Tp1p;) (6) 
定义 ,并 有 

Di =D,, ， De =D,, *. aks) 


对 于 无 互 作用 声 子 系统 ,类 似 计 算 给 出 (比较 第 九 卷 ,§ 31. 习题) 
ea k) ey 天 ) ] " se 
] 
ea 一 | - -2Til N， S(w uk) +N ,8(w+uk)]. (8 ) 
人 (wk) =D"-- (一 ww， -大 ). 
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(FE A)D® (or) =mu8(DA8(r)， (9) 


它 代 替 对 寻常 粒子 的 格林 函数 的 方程 (92. 14). 
$93 非 平 衡 系 统 的 图 解法 


整个 图 解法 的 基础 是 将 系统 的 哈密 顿 算 符 中 分 出 相互 作用 算 符 :有 = 及 +V, 其 


中 ,是 无 互 作用 粒子 系统 的 哈密 顿 算 符 . 图 解法 是 相对 于 的 微 扰 论 . 
对 于 非 平衡 系统 ,图 解法 是 像 了 =0 的 平衡 情况 那样 ,用 相同 方式 予以 构 
造 全 . 格林 函数 CG= 6- -用 相互 作用 绘 景 ( 即 对 于 理想 气体 ) 中 的 到 算 符 表达 为 
i 《SIT[ 是 B51]y, (93. 1 ) 
其 中 


5=S(ow ,-o)=Texp( -i | V(t) di ] ， (93. 2 ) 


而 V(t) 是 相互 作用 绘 景 中 的 算 符 V. (93.1) 中 的 (…》 是 对 无 互 作 用 粒子 系统 
的 某 个 态 求 平均 . 下 面 方 便 的 将 是 ,假设 这 是 均匀 定 态 但 并 非 基态 (以 后 我 们 将 
看 到 可 以 将 初 态 消 去 ,以 致 所 表述 的 理论 中 的 方程 不 依赖 于 初 态 ). 这 里 与 了 =0 
的 情况 有 一 点 差别 ,那里 是 对 基态 求 平均 . 这 个 差别 很 重要 : 算 符 5-' 的 求 平均 
已 无 法 ( 像 第 九 卷 § 12 中 从 (12.12) 推 导 (12.14) 那 样 ) 与 其 它 因数 的 求 平均 分 


开 ,问题 在 于 非 基态 在 算 符 $ -的 作用 下 不 能 变换 至 其 本 身 , 而 是 变换 至 其 它 激 
发 态 的 亚 加 (这 可 直观 地 认为 是 准 粒子 互 散射 的 所 有 可 能 过 程 的 结果 )@. 


表达 式 (93. 1) 要 按 广 的 军 展 开 . 同时 方便 的 是 首先 应 用 $ 的 么 正 性 和 算 符 
V 是 厄 米 算 符 的 事实 ,将 5 :进行 变换 : 


$ = = Texp (i | V2) dt ); (93.3) 


符号 T 已 经 在 8$92 中 引进 过 ,表示 反 编 时 序 . 
将 8 和 S-!' 展 开 成 级 数 并 代 人 (93. 1) ,我 们 得 到 包含 各 种 项 的 和 ,每 一 项 要 借 


中 下 面 的 讨论 基本 上 以 第 九 卷 , § 12 和 8$ 13 的 讨论 为 基础 . 


图 ”注意 到 根据 同样 理由 ,对 于 有 交 变 外 场 的 情况 ( 即 , 当 算 符 耻 明显 依赖 于 时 间 ,即使 在 薛 定 兽 给 
景 中 ) ,第 九 卷 ,§ 12 和 $ 13 中 所 阐述 的 图 解法 . 即使 当 7T=0 也 不 是 一 般 地 适用 的 : 交 变 场 使 系统 的 基态 
激发 . 然而 ,必须 强调 ,这 里 所 描述 的 图 解法 即使 当 交 变 场 存在 时 也 是 有 效 的 ， 
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助 于 威 克 定理 完成 求 平均 过 程 ,而 亚 算 符 成 对 缩 并 的 每 种 方式 对 应 着 一 定 的 图 了 . 

首先 注意 到 ( 如 在 7=0 的 “寻常 "图 解法 中 那样 ) ,只 有 相连 图 (不 包含 单独 
的 真空 疾 图 需要 考虑 . 真空 图 图 互相 消去 . 通过 考察 开头 几 个 图 容易 证 实 这 
点 ,根据 它们 可 以 发 现 这 种 缩减 的 一 般 原理 . 

如 果 在 (93.1) 中 因数 T 殉 , 炎 : 5 内 作出 产生 相连 图 的 所 有 缩 并 ,我 们 得 到 第 
九 卷 $ 13 中 所 描述 的 由 寻常 图 解 所 代表 的 项 ( 当然 ,尽管 对 应 于 连续 线 的 函数 
带 有 不 同 的 具体 形式 ) .我们 注意 到 这 里 所 谈 的 是 在 坐标 表象 中 的 图 ;对 于 非 平 
衡 态 ( 当 各 个 G 函数 分 别 依赖 于 变量 XX,， 和 XX, 时 ) 变换 到 动量 表象 不 方便 . 缩 并 
所 引起 的 其 它 项 ,还 包括 来 自 $-' =5' 的 殉 算 符 参 与 的 项 . 在 各 级 微 扰 论 中 , 它 
们 是 由 寻常 项 通过 将 $ 的 任何 因数 VV 用 5* 的 一 个 因数 VY 代替 而 获得 的 . 这 些 项 
由 同样 图 形 的 图 表示 ,但 带 有 读 解 它们 的 多 少 有 些 不 同 的 规则 . 这 些 改变 来 自 三 
个 原因 :(1) 8$* 中 互 作用 算 符 以 + 这 形式 出 现 (而 不 是 像 S 中 那样 的 - iy); 
(2) $: 中 的 所 有 更 算 符 总 是 在 乘积 T 业 , 守 ; 5 中 算 符 的 左边 ;(3) 在 因数 51 内 
部 , 算 符 按 T (不 是 T) 积 编 序 . 

现在 让 我 们 仔细 研究 ,对 于 外 场 U(t,r) U(X) 中 的 (例如 , 费 米 ) 粒 子 系统 
这 样 的 简单 情况 ,这 些 改变 怎样 影响 图 解法 的 构造 . 

表达 式 (93. 1) 展 开 式 中 的 一 阶 项 是 

(TY, 更 ; ( -| 富 U, ,dX, ) | Ti [| U, ,dX : TY 更 * )， 
这 个 和 中 的 第 二 项 是 所 述 情况 的 特征 ;在 对 基态 求 平均 时 ,只 有 第 一 项 必须 考 
虑 . 在 第 一 项 中 ,所 有 四 个 更 算 符 都 在 T 乘 积 中 ;它们 按 


2 * 4 
TW Vi( -iV U,V,) (93.4) 
| | 
成 对 缩 并 ,给 出 因数 6G!-- 和 6G- .在 第 二 项 中 , 缩 并 的 严 算 符 不 是 由 T 或 了 
互相 编 序 的 : 
T (ii 更; UB,) TY, VY; ); (93. 5) 
| | 


它们 的 缩 并 给 出 因数 CD ”和 Ga “ ,此 外 ,这 里 由 + is 代替 -iU; 
这 里 引进 的 图 元 素 与 寻常 图 解法 中 出 现 的 那些 ,差别 在 于 在 直线 端点 处 有 


QD ”注意 到 在 宏观 极限 , 威 克 定理 的 有 效 性 并 不 依赖 于 对 怎样 的 均匀 定 态 实现 求 平均 ; 见 第 九 卷 . 
§ 13 末尾 . 
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附加 的 符号 + 或 -. 虚线 在 一 端 ( 图 的 一 个 顶点 ) 带 有 + 或 -表示 因数 +iU(XX) 
或 -iU(X): 
SE © = +iU(X) Ey ot 


十 一 
(比较 第 九 卷 , $ 19) . 端点 带 有 + 或 - 的 实 线 与 各 个 C 函数 相 联 系 : 


] 1+ 














_icto -- -icto+-， 
1 + 2 + 1 一 2 4 | (93.7) 
-ic ，， -ic -+ 
直线 端点 处 的 数字 表明 肾 数 的 自 变 量 ( 变 量 X 和 XX,). 
(93.4) 和 (93.5) 的 两 项 于 是 由 下 图 表示 : 
?人 入、 人 (93. 8) 


= Ee 
实 线 的 外 端点 被 标 以 - ,这 些 为 对 函数 G “的 校正 . 相应 于 图 的 顶点 的 变量 隐 
含 对 该 变量 的 积分 山 . 用 解析 形式 写 出 是 


i62 = ic ic 7 (iv,) + 
+iC' ic * iU, }d' xX,. (93.9) 
在 二 级 微 扰 论 中 ,对 函数 6G” -的 校正 由 下 列 四 个 图 给 出 : 


系 . 
类 似 地 ,其 它 6 函数 中 的 校正 项 由 实 线 两 个 外 端点 处 具有 其 它 正 负 号 的 图 
代表 . 例如 ,在 一 阶 微 扰 论 中 ,函数 C” 有 两 个 图 


入 六 (93.11) 
一 + 一 + 

从 而 凯 尔 迪 什 方法 中 的 图 是 这 样 得 到 的 :在 寻常 图 解法 中 的 那些 图 ,通过 以 
各 种 可 能 方式 对 它们 的 顶点 和 自由 端 指 定 附 加 指标 + 或 - 而 获得 . 这 个 规则 在 
对 其 它 类 型 互 作用 的 图 解法 中 仍然 有 效 . 

对 于 粒子 间 成 对 相互 作用 的 系统 ,寻常 图 解法 中 两 个 粒子 间 的 相互 作用 势 


Q@ 更 确切 地 说 ,对 dtdax 积分 和 对 相同 自 施 下 标的 一 对 求 和 . 这 里 将 认为 后 者 包括 在 对 d'XX 的 积分 
中 . 
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由 一 条 内 部 虚线 相 联 系 . 现在 我 们 指定 这 种 线 的 端点 附加 的 一 对 相同 指标 + 
或 -: 


2 =iU(X, -X) 王道 ( 和 -5)U(r -7,), 
| (93. 12) 
A = -iU(X, -X,). 


例如 ,对 于 对 相互 作用 的 系统 ,对 函数 G ”的 一 阶 校正 由 四 个 图 的 和 表示 : 


VY Y (93. 13) 


So A ER EE 
(而 不 是 寻常 图 解法 中 第 九 卷 (13. 13 ) 中 的 两 个 图 ). 实 线形 成 闭 圈 对 顶点 的 任 
一 符号 仍然 与 因数 N(p,7T) (理想 气体 密度 ) 相 联系 . 
早已 提 到 过 凯 尔 迪 什 图 解法 也 适用 于 Tz0 的 平衡 系统 . 让 我 们 假定 没有 外 
场 ,并 且 从 坐标 表象 变换 到 动量 表象 ,将 所 有 G 范 数 展 成 埔里 叶 积 分 . 于 是 图 中 
每 条 线 ,照例 ,指定 一 个 确定 的 “四 维 动量 ” ,动量 表 象 中 函数 U(Q) 和 G6” (P) 由 
相同 规则 与 这 些 线 相 联 系 . 
当 了 =0 时 , 费 米 分 布 范 数 是 
1 ， P<Pr， 
电 | p>Pr: 
因而 ,按照 (92.20) 和 (92.21) ,对 于 了 =0 的 费 米 系统 ,我 们 有 
GM (P)=0, 当 p>p，C * (P)=0, p<pr. 
对 于 包含 “ 正 " 顶 点 的 6G ”的 所 有 图 恒 等 于 和 零 . 从 而 凯 尔 迪 什 图 解法 (不 像 松原 
图 解法 ) , 当 应 用 于 平衡 系统 时 , 当 7 了 =0 时 直接 变 成 寻常 图 解法 . 


$94 自 能 函数 


像 任何 “合理 的 ”图 解法 那样 , 凯 尔 迪 什 图 解法 允许 将 图 按 “ 块 " 求 和 . 这 些 
当中 最 重要 的 是 所 谓 自 能 肾 数 . 

注意 到 ( 见 第 九 卷 $14) 这 个 概念 是 在 考虑 下 列 这 样 的 格林 函数 图 时 产生 
的 : 它 不 能 分 成 仅 由 一 条 实 线 相 连 的 两 部 分 . 我 们 可 以 将 对 应 于 这 种 图 的 两 端 线 
的 因数 iG'” 分 出 来 并 将 它们 (在 坐标 表象 中 作为 两 个 自 变量 和 X, 的 函数 ) 
表达 成 下 列 形式 : 

| iC(O0 ( -ji 也 JiCto dd 大 

代表 图 的 整个 内 部 的 函数 -i5,, 称 为 自 能 子 数 . 精确 自 能 函数 ,由 -i 记 表示 ,是 
所 有 可 能 的 这 类 型 图 之 和 . 在 这 个 图 解法 中 每 个 顶点 必须 给 以 正 负 号 + 或 - , 根 
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据 这 样 的 事实 ,对 应 于 其 “出 ”和 “和 人 ”顶点 的 正人 负 号 有 四 个 精确 自 能 函数 ;它们 
由” ,2 ,2“ 和 3 表示. 

精确 G 函数 通过 精确 函数 由 恒等式 表达 ,对 6G ” 它 可 图 解 式 地 瑟 成 : 
一 = es + i ne ~ + Eo -一 下 a. ws + 2 > (94. 1) 


类 似 地 可 写 出 对 其 它 6 函数 的 结果 ( 粗 线 是 精确 C 函数 ,而 卵 形 线 表 示 3 函数; 
比较 第 九 卷 (14.4) ). 用 解析 形式 写 出 是 


一 一 {0) ~ - (0) - -- ~ -- 一 = (0)— + + 二 十 一 
Ci : = Cl + | {ei a a 过 


FO "i DG (94.2) 
以 及 对 其 它 三 个 C 函数 的 方程 . 
这 些 方程 可 简洁 地 利用 和 矩阵 写 出 : 
全 人 一 一 mm 二 
c=-| 可 a Sl ) (94.3) 
人 G i bs 
于 是 ,例如 (94.2) 那 样 的 四 个 方程 可 联合 写成 一 个 矩阵 方程 
GG | cf 2 Cd4T d4X (94. 4) 


被 积 表达 式 中 的 因数 按 矩 阵 乘法 规则 予以 组 合 . 
理想 气体 6 函数 所 满足 的 方程 (92. 14) 一 (92. 18 ) 可 类 似 地 联合 写成 


人 (94.5) 


1 0 
0, -| 上 
现在 让 我 们 回 到 方程 (94. 4) 并 应 用 算 符 6 让 作用 于 其 两 边 . 考虑 到 
(94.5) ,我 们 得 到 一 组 四 个 积分 微分 方程 ,联合 写成 一 个 矩阵 方程 为 
de oy | i (94. 6) 
应 指出 这 个 方程 可 以 另 一 种 等 价 方式 写 出 ,注意 到 图 (94. 1) 中 粗 线 完全 同样 也 
可 以 在 左边 而 不 是 在 右边 . 因此 ,在 (94.2) 中 ,被 积 表 达 式 每 一 项 中 的 因数 可 以 


写成 下 列 次 序 6G; 6 中. 通过 将 算 符 Gs ( 见 367 页 的 丢 注 ) 施 加 于 所 造成 的 
这 种 形式 的 等 式 ,我 们 求 得 


6 让 Ga =0,8(X, -Xs) + | Ga3 od'X,. (94.7) 


其 中 中 


四 符号 ga, 取 自 泡 利 矩 阵 的 标准 记号 ,这 里 当然 与 自 旋 没 有 任何 关系 . 
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自 能 函数 本 身 可 以 表达 成 骨架 图 的 级 数 形式 ,骨架 图 的 图 形 元 素 是 对 应 于 
精确 G 函数 的 粗 实 线 . 例如 ,在 具有 成 对 相互 作用 的 粒子 系统 中 ， 


ES 四 ->- RE 94. 8 
-lS = ! 4 | 十 Ee 二 和 一 十 … ) 
由 > - -一 一- We 
RN 
_i5 I ' ee ee (94.9) 


| 

对 3'' 和 有 类 似 结果 ;级 数 的 后 续 项 包含 具有 更 多 虚线 的 图 下. 从 而 方程 
(94.4) 或 (94.7) 构 成 关于 精确 C 函数 的 完全 (虽然 很 复杂 的 ) 方 程 组 . 

方程 (94. 6) 并 不 涉及 函数 6 ,后 者 依赖 于 无 互 作用 粒子 系统 零 " 态 的 选 
择 . 从 而 (94. 6) 不 依赖 于 该 选择 包 . 但 是 方程 中 微分 算 符 的 出 现 使 它们 的 解 不 确 
定 . 这 个 不 确定 性 由 积分 方程 (94.4) 中 出 现 函 数 C” 而 显现 出 来 . 

然而 ,方程 组 (94. 6 ) 的 不 足 之 处 是 , 它 并 未 显 式 考 虑 到 由 等 式 (92.7) 所 表 
明 的 G 函数 的 线性 依存 关系 . 为 消除 这 个 缺点 ,我们 应 当 对 和 矩阵 6 作 线 性 变换 ， 
以 致 应 用 (92.7) 后 使 其 矩阵 元 之 一 为 零 . 这 个 变换 可 通过 公式 
G'=R GR (94. 10) 


下 ] 1IL1 =! 
及 = 一- |， R | . 
2\-1 1 2\1 1 


容易 看 出 经 变换 矩阵 6G' 是 


予以 完成 ,其 中 


re 
c=| 6 |， (94. 11 ) 


其 中 
P=C+CT =6 +CG *. (94. 12 ) 
当 和 矩阵 C” 和 三 也 这 样 变换 后 ,方程 (94. 4) 仍 保持 为 不 变量 . 
经 变换 矩阵 3' 是 


5 =R-'SR- | (94. 13) 


a 
和 


其 中 用 的 记号 是 
QD ”比较 第 九 卷 (14.9) ,(14.10) ;那里 列 出 的 全 部 一 阶 和 二 阶 的 图 是 骨架 图 (94.8) 之 中 的 . 


@) 这 里 需要 一 个 重要 评注 . 当 没 有 外 场 时 ,函数 6" 仅 依赖 于 差 值 -XX ,而 将 函数 6 用 G" 的 
级 数 展开 也 会 具有 这 个 性 质 . 然而 ,在 消去 6 后 ,我们 也 能 考虑 (94.6) 的 解 分 别 依 赖 于 X， 和 XX,. 
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1 
这 个 结果 通过 直接 计算 可 以 证 明 ,其 中 考虑 到 等 式 
23 + =-(3 +23 )， (94. 15 ) 
它 是 由 等 式 (92.7) 得 出 的 (通过 将 由 方程 (94.6) 形 成 的 表达 式 


pa 人 EY -0' ) 


等 于 零 很 容易 推导 出 来 ). 
现在 将 经 变换 和 矩阵 方程 (94. 4) 展 开 , 我 们 得 到 三 个 方程 . 其 中 一 个 是 
pr eh | nb ol es fh (94. 16) 


对 G 的 相应 方程 没有 给 出 什么 新 结果 ,因为 它 只 不 过 是 方程 (94. 16 ) 的 “ 厄 米 
共 堪 ”. 必须 强调 ,方程 (94. 16) 虽 然 包含 属于 理想 气体 的 函数 G”“, 它 并 不 依 
赖 于 “ 零 " 态 ,因为 函数 C “并 不 依赖 于 此 态 ( 如 在 $ 92 中 注意 到 的 ). 

最 后 ,由 (94.4) 推 导出 的 对 函数 上 的 第 三 个 方程 ,包含 涉及 函数 FF” 的 项 ， 


它 依 赖 于 “ 零 ” 态 . 然而 , 这 些 项 通过 微分 算 符 G4 的 作用 化 为 零 ,因为 
Ci'F'0 =0. 结果 得 到 的 方程 是 
Go Fa = 0056 + Eh Fr}d'X,. (94. 17) 


方程 (94. 16) 和 (94. 17) 构 成 原则 上 描述 非 平衡 系统 行为 的 完全 方程 组 . 其 
中 第 二 个 是 一 个 积分 微分 方程 ,形成 玻 尔 效 曼 方程 的 推广 ;在 这 方面 应 该 记 住 ， 
按照 (92.5) 和 (92.6) ,函数 6G“ 和 G* ,从 而 ,直接 与 系统 中 粒子 分 布 明 数 相 
联系 . 方程 (94. 17) 的 解 与 动 理 方程 的 解 一 样 , 相 应 地 含有 任意 性 . 然而 ,方程 
(94. 16 ) 是 纯粹 积分 方程 ,从 而 不 会 在 解 中 引进 进一步 的 任意 性 . 

然而 ,注意 到 方程 (94. 16) 和 (94. 17) 有 一 个 基本 特色 ,因此 ,它们 一 般 与 如 
常 动 理 方程 相 区 别 : 它 们 包含 不 是 一 个 而 是 两 个 时 间 变 量 ,t, 和 .在 下 节 中 我 
们 将 证 明 ,在 准 经 典 情况 下 这 个 差别 如 何 消除 . 


$95 图 解法 中 的 动 理 方 程 


我 们 将 应 用 一 个 简单 例子 来 表明 ,如 何 实现 从 (94. 16),(94. 17) 类 型 的 方 
程 向 寻常 准 经 典 动 理 方 程 的 过 渡 . 让 我 们 考虑 在 温度 7 ~ se; 下 的 轻微 非 理想 费 
米 气 体 ,假设 满足 准 经 典 条 件 :所 有 量 发 生 显著 变化 的 时 间 间 隔 + 和 距离 工 满足 
下 列 不 等 式 
Ter >>1, Lps >>1 (95.1) 
(比较 $40). 尽管 在 这 个 情况 ,当然 得 不 出 任何 新 结果 ,但 分 析 具 有 某 些 有 教 益 
的 特色 ,它们 在 更 复杂 情况 下 将 是 有 用 的 . 


§95 图 解法 中 的 动 理 方程 ,377 . 


量子 化 动 理 方程 必须 确定 单 粒 子 密度 矩阵 p(t,m,m ) 岂 ,为 转 到 准 经典 情 
况 ,适当 的 是 应 用 坐标 动量 混合 表象 ,对 & =r, -r, 采用 健 里 叶 展 开 , 但 保留 对 


r= 六 (mm +7,) 的 依存 性 . 同时 
矿 | 二 rr, sy 





2 ps 
所 以 相应 傅 里 叶 变换 式 ( 省 略 自 旋 指标 ) 是 
-CryP) = (Sr 各 -二 6 CE 
道 换 式 是 
Eo Tr, +7, d 
ptr yr, ) = |e "(i | (95.3) 


函数 n(t,r,p) 对 坐标 的 积分 给 出 粒子 动量 分 布 函 数 ,如 通过 原 密度 矩阵 对 
这 个 积分 的 表达 式 所 看 到 的 : 


N= | nlsrp) dx = Ne "pln ,PP ) dd x dx (95.4) 

对 动量 的 积分 给 出 坐标 分 布 , 即 ,粒子 的 空间 数 密 度 , 如 我 们 通过 密度 和 矩阵 的 表 
达 式 所 看 到 的 : 

N(1,r) = | norp)dp=-IG6(brm)， (95.5) 


函数 n(t,r,p) 本 身 ,在 一 般 量 子 情况 , 决 不 能 被 认为 是 同时 的 坐标 和 动量 分 布 
函数 ;不 消 说 这 会 与 量子 力学 基本 原理 相 矛 盾 ,并 且 按 (95.2) 所 定义 的 郴 数 
n(t,r,P ) 在 一 般 情况 下 甚至 是 非 正 的 . 

然而 ,函数 n(t,r,p) 的确 具有 准 经 典 近似 下 分 布 联 数 的 字面 意义 . 为 了 证 
实 这 点 ,让 我 们 考虑 属于 个 别 粒 子 并 依赖 于 r 和 pp 的 某 个 物理 量 的 算 符 : 


了 F=f/(r,p) =f(r, -iv)@. 根 据 密度 矩阵 的 定义 , 量 / 的 平均 值 是 
f = | [fip(tn, ed 
其 中 f 作用 于 变量 7,. 我们 向 这 里 代入 (95.3) 形 式 的 p, 并 考虑 到 下 列 事实 :在 


(95. 1) 的 条 件 下 ,n 是 比 因数 exp( 记 .mm ) 更 加 缓慢 变化 的 六 的 函数 . 因此 , 充 
分 的 是 只 需 对 后 者 求 导 , 它 相 当 于 变换 -i Vi 一 p. 于 是 /的 表达 式 变 成 


F=f pn rp) ds (95.6) 


dp 
(2T) 


QD 如 在 $40 中 那样 ,我 们 假设 电子 分 布 不 依赖 于 自 旋 ,并 从 p 中 略 去 自 旋 因数 icica:， 
多 ”为 明确 起 见 ,我 们 将 认为 所 有 算 符 Y 位 于 r 的 右边 . 在 准 经 典 近 做 下 ,这 不 是 要 点 . 
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它 ( 因 为 了 是 任意 的 ) 正 好 相当 于 经 典 分 布 郴 数 的 定义 . 
下 面 我 们 将 论述 格林 函数 G “(XX, ,X,) 的 方程 , (根据 (92.5),) 它 与 密度 
矩阵 最 紧密 相关 . 对 于 这 个 函数 ,我 们 引进 “四 维 ”" 混合 表象 


TY 也 iPS 一 志 1 上 一 4 po 
6 (X,P)= [e G (x+ 本 SS 2 写 |d 与， (95.7) 
其 中 P=(w,p),XX=(t,r) , 访 =(6,E) ,并 且 上 = (t+t,)/2,60 =ti -ts. 于 是 
eS -if 67* (XP) Pe; (95.8) 
27 


对 dw/27 的 积分 相当 于 令 1 = 4. 
给 出 这 些 预备 定义 后 ,现在 让 我 们 来 推导 动 理 方程 . 我 们 取 方 程 (94.6) 和 
(94.7) 的 ( - + ) 分 量 , 并 且 逐 项 相 减 


(Go -Go1)G1); - 


= -| (天 Ca’ + BH CG%° +65° DB +C6° 3 )d'X (95.9) 
从 方程 左边 作用 于 函数 Ca ' 的 算 符 是 

2 

we | Sn 


二 | a Ve ) 
ot m 


现在 我 们 取 方 程 (95. 9 ) 两 边 的 傅 里 叶 分 量 并 令 ti =t,( 或 者 ,等 价 地 ,对 
dw/2" 积分 ). 考 虑 到 (95.8) ,我 们 求 得 (95.9) 左 边 变 成 
on pp .dn 
at m oar’ 


它 正好 是 对 于 分 布 函数 nm(t,r,p) 的 动 理 方程 左边 所 需求 的 形式 . 方程 (95.9) 古 
边 ,经 过 傅 里 时 变换 后 ,因而 必须 给 出 碰撞 积分 C(n). 
将 右边 变换 到 传 里 时分 量 时 必须 考虑 到 准 经 典 性 条 件 . (95.9) 中 的 积分 是 
下 列 形 式 
[3 CX1,X5) G6,X) dN 
诸 项 之 和 . 我 们 将 因数 了 和 G6 表达 成 “四 维 坐 标 ” 的 差 与 半 和 的 孙 数 : 
[2 (x, -mc(x i 
在 相对 于 第 一 个 自 变量 的 变换 中 ,重要 范围 是 坐标 差 值 | rr 一 六 3 | 9 | es | ~11/ 
p, 和 时 间 差 值 t, 一 1 | 9 蝇 一 六 ~ 1/e. 根据 条 件 (95. 1 ) ， 2 和 G 作为 其 第 二 
个 自 变 量 的 函数 在 这 些 范 围 仅 略微 变化 . 因此 ,我 们 可 以 近似 地 用 X= 


5(X +X,) 代 替 那 些 自 变量 : 





jz. 
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|3 x, Ey A ll oy cy Tp 
于 是 可 以 在 基 的 给 定 值 下 取 傅 里 叶 表 和 象 .方程 (95.9) 右 边 于 是 变 成 
CCn) = - 人 2 (6 +6°) + +2) I= 


= [{-3 "6 +3 6 *}e, (95.10) 


其 中 被 积 表达 式 中 所 有 函数 具有 相同 自 变量 (X,P) = (1,r;w ps ;在 第 二 个 等 式 
中 ,我 们 曾 应 用 关系 式 (92.7) 和 (94. 15). 

让 我 们 将 公式 (95. 10) 应 用 到 以 前 讨论 过 的 殖 理 想 费 米 气体 的 模型 (第 九 
卷 , 36 和 §21). 像 那里 一 样 ,我 们 将 有 条 件 地 认为 粒子 间 相 互 作用 势 U(r, - 
r, ) 满足 微 扰 论 的 适用 条 件 ;在 转变 到 现实 相互 作用 (人 它 并 不 满足 这 个 条 件 ) 时 ， 
只 要 将 解答 用 散射 幅 表示 就 足够 了 . 

注意 到 这 里 是 在 粒子 相互 作用 微 扰 论 的 一 级 不 为 零 近 似 下 来 寻求 碰撞 积 
分 ,我们 可 以 认为 (95. 10) 中 的 精确 6 函数 与 分 布 蝎 数 n 的 关系 ,由 理想 气体 中 
那样 的 相同 公式 (92. 20) 和 (92. 21) 表 达 ; 这 意味 着 在 气体 粒子 能 量 e =p /2m 
中 忽略 归 因 于 相互 作用 的 小 校正 也 . 表达 式 (92. 20) 和 (92. 21) ,严格 地 说 ,与 气 
体 的 均匀 定 态 相 联 系 , 但 是 在 准 经 典 情况 下 ,由 于 n 随 坐 标 和 时 间 的 变化 缓慢 ， 
我 们 可 以 应 用 同一 表达 式 , 将 n, 认为 是 函数 n(t,r,p) 而 以 :和 rr 当 作 参量 .对 ww 
的 积分 除去 5 函数 , 剩 下 z 

C(n) =i5 ’ (e~ppt,r)[l -n(t,r,p))+ 
+iS’ (ew pt rn(t,r,p). (95.11) 
根据 这 个 表达 式 的 形式 很 清楚 ,第 一 项 描述 粒子 的 “增益 ” , 仅 当 1 -nz0 才 可 
能 ;第 二 项 描述 “损失 ” , 它 正比 于 n. 仍然 要 计算 的 是 自 能 函数 3 和 3 . 
对 这 些 函 数 的 第 一 个 不 为 零 的 贡献 来 自 二 阶 图 (比较 (94.9) ) ;例如 ， 


| 

| | 
-证 一 = (95. 12 ) 

| | 





PI 已 

(a) : (b) 
其 中 P' =P+P,-P'. 当 U 用 U, 代替 时 ( 见 下 面 ) ,这 两 个 图 对 的 贡献 由 等 式 
5 = -2 允 相 联系 ( 负 号 来 自 图 (a) 中 的 圈 图 ,而 因数 2 来自 该 圈 图 中 对 自 旋 的 


QD ”这 个 近似 使 我 们 能 忽略 (94.6) 的 其 余 分 量 , 即 ,在 有 关 近 似 下 将 它们 认为 恒 等 地 满足 . 
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求 和 ;比较 第 九 卷 , $ 21 中 的 类 似 计 算 ). 将 图 (b) 展 开 成 解析 形式 ,我 们 求 得 
d’P,d*P’ 

(27)” 
简 并 性 气体 中 ,由 于 稀薄 气体 的 条 件 ,粒子 波长 ( ~ 1/p) 必 然 远 大 于 相互 作用 力 
程 ( 见 第 九 卷 ,86) ;这 使 我 们 能 将 U(p, -p') 用 它 在 p, -P =0 的 值 代 替 : 


六 = | CnDdx 
用 表达 式 (92. 20) 和 (92. 21 ) 代 蔡 范 数 6 和 ECG” ,并 通过 对 四 维 矢 量 已 和 已 ' 
的 “时 间 ” 分 量 积分 而 消去 两 个 5 函数 ,我 们 确认 (95. 11) 中 第 一 项 事实 上 与 碰 


撞 积 分 (74. 5) 中 “增益 " 项 重合 (并 且 =2mwUo). 的 计算 是 类 似 的 ， 
(95. 11) 中 的 第 二 项 与 同一 碰撞 积分 中 的 “损失 ”项 相符 合 . 


i3 + (P) = | 67 *(P')G° (PCG (PI) Up, -p') 
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第 九 卷 ,$51 中 曾经 推导 出 将 超导体 中 电流 与 其 中 电磁 场 的 矢 势 相 联系 的 
公式 . 这 里 将 把 这 些 公式 推广 到 随时 间 变 化 的 场 的 情况 . 像 第 九 卷 中 那样 ,我 
们 的 研究 将 以 BCS 模型 中 为 基础 ,把 金属 中 的 电子 认为 是 粒子 间 具 有 微弱 吸引 
的 各 向 同性 气体 多 . 

因为 在 金属 中 (尤其 在 超导体 中 ) ,总 是 可 以 忽略 麦克 斯 韦 方 程 组 中 的 位 移 
电流 : 


vxH=4 (96. 1 ) 


Cc 
因此 ,在 这 个 近似 下 ， 
V .j=0. (96.2) 
为 了 描述 场 ,我 们 选择 标 势 pg =0 的 规范 . 电流 密度 与 电磁 场 矢量 (相对 于 时 间 
和 坐标 ) 的 傅 里 叶 分 量 ,它们 之 间 的 线性 关系 可 写成 


EE 
a » -Qsk) (80 -a )As ok), (96. 3) 


它 恒 等 地 满足 方程 (96.2) , 即 , 条 件 k.j(w,k) =0. 矢 势 4( 平 行 于 大 ) 的 纵 回 
部 分 在 (96.3) 中 并 不 出 现 , 因 而 在 方程 组 中 根本 不 出 现 ,所 以 可 将 它 取 为 零 , 即 
假设 k* A(w,k) =0. 对 于 4 的 这 种 选择 ,电流 和 场 之 间 的 关系 简化 为 

j(w,k) = -0(w,k)A(w,k). (96. 4) 


DD 现在 通称 BCS 理论 的 低温 超 导 微 观 理论 是 由 巴 丁 、 库 珀 、 施 里 弗 于 1957 年 建立 起 来 的 ( 见 
J. Bardeen, L. N. Cooper, J. R. Schnieffer, Phys. Rev. , 108(1957),1175). 译 者 注 . 

名 ”896 和 $97 中 的 结果 应 归于 巴 丁 , 马 蒂 斯 (J，Bardeen, D，C，Mattis( 1958) ) 和 阿布 里 科 索 夫 ， 
蕊 里 科 夫 , 哈 拉 特 尼 科 失 {(A. A. A6prkocos, JI. II. Toppkos, H. M. XanarHHkoB(1958)). 
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0 


我 们 的 目的 是 要 计算 孙 数 0(w,k). 这 个 量 属 于 广义 啊 应 率 类 型 ,而 要 求解 
该 问题 ,我 们 应 用 $91 中 所 描述 的 方法 . 
我 们 在 超导体 的 哈密 顿 量 中 形式 上 包括 依赖 于 松原 变量 r( 和 依赖 于 坐标 ) 
的 “ 矢 势 ” :中 
4(T,r) =4(C 天 )e， 0 人 =2757 (96. 5 ) 
应 用 苞 里 科 夫 方程 ,我 们 来 计算 对 松原 格林 函数 按 4 为 线性 的 校正 : 
9G(r ,ri7 TT =O (7 -TT 一 瑚 )+GOO(CTiri3i7ymm)i (96.6) 
由 于 未 微 扰 超导体 “对 r 的 均匀 性 ”和 空间 均匀 性 ,9 仅 依 赖 于 其 自 变 量 的 差 
值 . 电流 密度 j(7,r) 通 过 松原 格林 函数 由 


2 
j(T,r) = -EE(V' -VG (TTT ,rr )] “-， Sa (96.7) 
nt +"=T + 人们 me 


表达 ,其 中 入 是 粒子 的 数 密度 @@. 用 (96.5) 的 场 ,这 个 关系 实际 上 将 具有 形式 


j(T,r) = -0 (ek)A(T,r). (96. 8) 
系数 0 是 松原 响应 率 , 按 (91. 18) 有 
Q(ilt,| ,Kk) = Q(t,,k). (96.9) 


为 确定 所 求 函 数 O(o ,下 ) ,必须 从 点 w =i1z, | 解析 延 拓 到 整个 上 半 平 面 . 

Qu 的 计算 完全 类 似 于 第 九 卷 $ 51 中 的 计算 . 注意 到 在 具有 V ' 4 =0 的 势 
规范 中 ,对 能 谱 中 的 能 阶 4 没有 任何 校正 ,而 对 松原 函数 9 入 的 线性 化 欧 里 科 
夫 方程 具有 形式 鱼 


E (1) 了 (1) 二 
| 2 + +n]9 (TTST' rT ) +A 大 CT，r3T ,7 ) 


- -A(T,r) VO (Tr -7 -7), (96. 10) 


+ tp|FEV rrr 7 ) -AGV (TrIT' rT) = 


= A(T,r) VEYV (Tr,r rr). 
nic 


对 于 (96.5) 形 式 的 场 ,我 们 可 以 立即 将 9 与 站 对 (7 +7') 和 (r+r') 的 依 
存 关 系 分 出 来 , 令 


G =g(T-7T ,rr-r Dexp[ Fk (r+r’) -3 +7')| si 
以 及 对 大 0 (用 函数 了 代替 g) 的 类 似 结果 . 经 过 这 个 变换 后 ;例如 ,(96. 10) 的 
DD 这 一 节 中 我 们 令 和 =1. 


@ 比较 第 九 卷 (51. 17) ,在 与 第 九 卷 ,$51 中 公式 进行 比较 时 ,必须 记 住 。 现 在 是 正 量 ,元 电荷 . 
”上 拉 普 拉 斯 算 符 写成 V* ,以 区 别 于 能 隙 A! (本 书 中 物理 量 能 隙 用 斜体 一 一 译 者 注 )， 
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第 一 个 方程 变 成 
| | = + + +p]g +Af= 
= A(t hexp[ Fk (r-7) 37-7)] : vo. 
现在 我 们 将 所 有 量 展开 成 对 7 -7 的 健 里 叶 级 数 和 对 r -rr' 的 仁 里 叶 积 分 : 
g(7,r) > | ee ,p)exp[ip -7 — res (96. 12) 
等 等 . 于 是 ,我 们 得 到 对 于 傅 里 时 分 量 的 两 个 代数 方程 ; 
i) -起 (p + tJ; sn) + A np) = 
= 二 也 AlZ,,k)9" eh 


| (96. 13 ) 
le + 二 +p]f(t;,p) -Ag( OP) = 


aa -全 -二 | 
费 米 系统 的 “未 微 扰 ? 松 原 函 数 9"0) 和" 展 成 具有 “ 奇 频率 "(2s' +1)m7 的 傅 
里 叶 级 数 . 因而 由 (96. 13) 得 出 “频率 ”&' 取 值 
=(25 +1 -ss)TT. 
函数 9 和 下 是 ( 见 第 九 卷 (42.7),(42.8)) 





十 
Go (pp) = -< 
Cte 
(96. 14) 
二 A 
(0) 证 
ep) pr 
其 中 
2 
n =F pvp -pr), er =A + (96. 15) 


(常量 A 假定 为 实 值 ). 通过 应 用 这 些 公 式 , 我 们 可 以 很 容易 地 使 方程 组 
(96. 13 ) 的 解 具 有 形式 


g(t',p) = 一 "A(tP) GN PIG (P) + es 


(96. 16) 
其 中 


P. =[ 驻 * 汪 ,pz 二 | (96. 17 ) 


:384 - 第 十 一 章 超 导 体 


应 用 (96.7) ,(96. Wn 12) ,我 们 得 到 电流 密度 为 
Nek) = -> age 


其 中 限 数 g 由 (96. a . 考虑 到 矢量 和 4 对 k 是 横向 的 ,我 们 将 被 积 表 达 
式 在 垂直 于 大 的 平面 内 对 矢量 p ,的 方向 求 平均 . (96. 16) 中 函数 9 入 "并 


不 依赖 于 p ,的 方向 ,因数 p,(p ，* 4 ) 的 求 平均 将 它 转变 为 hpsim 全 ,其 中 
是 p 和 大 之 间 的 夹 角 :从 而 我 们 求 得 对 于 松原 响应 率 的 下 列 最 后 表达 式 ; 
Qu(¢,.,k) -所 + > Psin*0 x 


Fe” 
5 一， ,天 ) 9 


on tp PN 1 本 (96. 18 ) 


现在 让 我 们 将 这 个 函数 从 一 系列 离散 点 z=2sm7 向 整个 右 半 复 上 平面 作 
解析 延 拓 , 即 ,向 上 半 o 平面 (w = 这 ) 作 解析 延 拓 . 这 相当 于 (96. 18 ) 中 被 积 表 
达 式 的 解析 延 拓 ;让 我 们 考虑 其 中 第 一 项 ,例如 : 


a i A 
Ju (6,) a 5: ,1 + 吨 j9-| = = 
=7 > G,({(2s'+1)mT)G.((2s +1)mT-¢,) (96. 19) 


(为 简洁 起 见 ,我 们 略 去 指标 (0) ,并 用 下 标 + 来 代 将 自 变量 p ,=p + 了 了 k)、 这 
个 表达 式 可 以 写成 积分 形式 
u(t = 9.(7)9-(z-t)tan( 午 此， (96. 20) 


沿 图 32 中 三 个 闭 围 道 C, ,C, 和 C, 取 积分 ,它们 一 起 围 住 因数 tan(z/27T) 在 点 z 
=(2s'+1)r7 处 (图 中 用 短 划 标志 ) 极 点 
的 无 穷 集 . 被 积 函 数 在 每 个 极点 处 的 残 数 
给 出 (96. 19) 求 和 中 的 对 应 项 (在 无 穷 处 ,9 
(z) el1vz, 因 而 积分 收敛 ). 在 选择 围 道 时 ， 
我 们 曾 应 用 下 列 事实 :9(z) 在 两 个 半 和 平面 
的 每 一 个 中 都 是 解析 的 : 
Ca(iz) Rez>0， 图 32 

9(z) -| ， 
G (iz), Rez <0, 
其 中 G* 和 CG* 是 解析 函数 (推迟 和 超前 格林 函数 , 见 第 九 卷 , $37); 虚 z 轴 一 般 
是 对 函数 9(z) 的 割 线 . 

现在 我 们 展开 围 道 使 得 它们 竖 直 通过 制 线 Rez =0 和 Rez =Y,( 图 33, 使 转 
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道 闭合 的 无 穷 远 处 部 分 未 显示 出 ). 在 一 对 线 C,,C, 上 ,我 们 通过 令 z =iw', 而 
在 C,,C; 上 令 z- =iw' ,这样 来 进行 积分 变量 变换 . 于 是 , 当 Z >0 时 ,我 们 有 


CC CC 





图 33 


Fr -二 | fon [6 Co) -Ge en 





tan {6° (6) -6* (0)16 (w+ig,) do (96. 21) 


在 这 个 表达 式 的 推导 中 ,e, 仍 被 固定 为 2wsT. 然而 ， a 


ic， +, i 
=i 也 外 
27 = tan 加 1 ta 5 人 7 


经 过 这 样 的 变换 后 ,很 显然 ,表达 式 (96.21) 对 所 有 《上 , >0 是 解析 的 ,这 是 由 于 函 
数 G* 和 G6" 在 相应 半 平 面 是 解析 的 . 现在 令 这 , =w, 对 解析 延 拓 后 的 表达 式 ,我 
们 有 中 

J(w)=( -iw) = 


-让 [入 {LG (0) a 


tan 


+[C (ww) -G6 (0)]G (w+w)} dw.. (96. 22) 

(96. 18 ) 被 积 表达 式 中 的 第 二 项 以 类 似 方式 进行 解析 延 拓 ,结果 与 (96. 22) 

的 差别 仅 在 于 用 “和 5*“ 代 替 G 和 CC @. 所 有 这 些 函 数 给 出 为 下 列表 达 式 
( 见 第 九 卷 , § 41): 

Vv 


R 加 u, p 
G (wp) = 0 


(op) = 所 [一 一 一 一- 


| co 一 至 十 功 





(96. 23 ) 


@ ”所 闪 述 的 这 个 解析 延 拓 方法 应 归于 厄 立 希 伯 格 {T. M. 93nxam6epr(1962)). 
加 ”第 九 卷 ,$41 中 给 出 ( 对 应 于 温度 格林 函数 大 的 ) 格 林 函 数 严 * 的 定义 .** 和 +^ 的 定义 与 下 * 
的 定义 的 差别 在 于 编 时 序 积 (T 积 ) 要 用 对 易 式 代替 ,与 CR .G* 和 6 之 间 的 关系 相似 . 


其 中 


函数 C -和 下 “有 与 之 相同 的 结果 ,但 i0 前面 要 变 号 . 因此 
G* -6 =2ImG™" = -mT[u,d(w—-2e) + (w+e)], 


i de = 了 [si(o-e) -8S(w+2)]， 


而 (96. 22) 中 的 积分 归结 于 除去 其 8 函数 . 
EAI 我 们 达到 下 列 最 后 的 表达 式 中 : 


eh 


mc 











7 
A 
line pm 一 | 去 -€ Te -8 ee 


; 和 + 人 ] ] 
+| E | +2E_ —wW-— i0“ ££,+e.+w+i0 | : 
(96. 24) 





其 中 


7 = 人 (2 :二 | a (96. 25) 
(96. 24) 大 括号 中 的 两 项 在 起 源 和 意义 上 有 本 质 区 别 . 第 一 项 是 p 的 奇 陋 
数 , 因 而 对 T=0(th(e,/27T) =1 时) ,其 积分 为 零 .@ 的 这 部 分 与 元 激发 的 无 硕 
撞 动 力学 有 关 . 它 的 虚 部 ,对 所 有 w 和 大 下 存在 ,与 无 碰撞 朗 道 阻尼 相 联 系 . 
第 二 项 的 积分 即使 当 7=0 时 也 不 为 零 .0 的 这 部 分 与 库 珀 对 的 形成 或 分 
烈 相 联系 .这 部 分 中 被 积 表达 式 的 极点 位 于 ,+ = +w 处 . 为 使 它们 存在 
(因而 为 了 发 生 耗 散 ,0 的 虚 部 ) ,频率 必须 超过 24 , 库 珀 对 结合 能 . 
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现在 让 我 们 考察 一 般 公 式 (96. 24). 由 于 出 现 四 个 独立 参量 fiw, ikvs ,A 和 
7, 它 们 可 以 有 各 种 相互 关系 ,因而 可 以 有 大 量 极限 情况 . 这 里 将 只 考虑 几 种 极 
限 情况 . 

当 fiw >>4 时 ,超导体 谱 中 的 能 隙 不 重要 . 一 级 近似 中 令 A =0, 我 们 会 得 到 





QD 曾经 指出 过 (第 九 卷 ,§51) ,由 于 被 积 表达 式 减 小 的 缓慢 性 ,在 计算 (96. 18) 形 式 的 求 和 与 积分 
时 必须 小 心 . 按 这 里 的 运算 次 序 避 免 了 这 个 困难 ,如 由 下 列 事实 所 肯定 的 ,最 后 表达 式 (96. 24) 满足 必要 
条 件 : 当 4=0 和 w=0 时 ,0O=0( 静 态 场 中 的 正常 金属 ) ; 见 387 页 的 脚注 凶 . 
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正常 电子 费 米 气 的 横向 电容 率 的 公式 ;我们 将 不 停 下 来 去 给 出 有 关 计 算 @， 
伦敦 情况 
让 我 们 首先 研究 伦敦 极限 情况 
hikve << A,, (1 
其 中 4。 是 当 7T=0 时 A(7T) 的 值 . 我 们 将 假设 A<7, 从 而 排除 了 极 低温 范围 .我 
们 将 认为 在 ww 三 hv; 的 意义 上 频率 很 小 . 
当 8 一 0 时 ， 
7:T-+4 
EE 
(96. 24) 大 括号 中 第 二 项 因而 很 小 ,可 予 忽略 . 在 第 一 项 中 ,第 一 个 方 插 号 等 于 
2; 因 为 第 二 个 方 括号 是 p 的 奇 函数 ,于 是 可 以 写 出 
e” e 已 “sin” 
Quemsk,) er rr Ee 0 2 
注意 到 th(e/27T) =1 -2no(c) ,其 中 


1 = k’. 





i (97.2) 
是 超 导 费 米 气体 中 元 激发 的 分 布 函数 ( 带 有 化 学 势 为 零 的 费 米 分 布 ) ,从 而 令 
由 2 -由 25 = -2[m(e,) -m(e-)]~ -2 .om 
其 中 
_ae _ 他 
< 0p me 
于 是 


Ne e fn kvpsing dp 
人 OE kK-:v-w—i0 (27h)™ 
当 w =0 时 ,这 个 表达 式 与 伦敦 值 Ne /mec 一致, 这 正 该 如 此 ,其 中 N,(7) 是 
超 导 电 子 密度 多 . 因此 我 们 可 以 将 (97.3) 重 写成 下 列 等 效 形式 : 
Ne” we [dno p'sin’0 dp 
+ 一 | 一 人 一 一 一 一 
me mcJ de Kk.:v-w—-i0 (2 有 )” 





(97.3) 








0(w,k) = (97.4) 


QD Q(w,k) 与 横向 电容 率 el(w,k) 之 间 的 关系 予以 阐明 如 下 . 将 电流 密度 通过 极 化 强度 矢量 由 
- iwP = 来 表达 ,并 引进 电场 强度 瓦 =io4ve 以 代替 矢 势 4 ,我 们 可 以 将 (96.4) 写 成 呈 = -cw “QE. 这 表 
明 
-c/w = (es -1)74T. 
加 ”通过 第 九 卷 ,§ 40 给 出 的 关于 计算 p, = mN, 的 公式 ,这 个 很 容易 予以 证 明 . 注意 到 函数 CQ(0,K) 
当 7 一 7T. 时 (与 NN, 一 起 ) 趋 于 零 ,如 在 386 页 的 脚注 中 早已 提 到 的 
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这 个 表达 式 中 的 第 二 项 描述 费 米 气体 中 元 激发 对 电容 率 的 贡献 出 . 
当 w << kv 时 ,我 们 可 以 忽略 (97.4) 被 积 表 达 式 分 母 中 的 w: 
Ne we” sin’ 0 dcos0 9no p” 
Ql(w,k) = me ee 了 cose -i0 9s mv 
相对 于 cos 6 的 积分 按 极点 cos 8 =i0 处 的 残 数 计算 ,并 且 等 于 ir. 相对 于 p 的 积 
分 , 重 写成 下 列 形式 








dp. (97.5) 


nop'e 

0£ 7 
当 1n1 <<A 时 是 对 数 发 散 的 . 在 1n1 ~wAh/(kvs) 处 截断 (此 处 jv ~w) ,我 们 在 
对 数 精确 度 下 求 得 


9 


点 
pA :2 on 


en wA/kvF 7 


Ono 
OE 





从 而 
EA eprAwln( kv,/w) 
ORE mc ‘Frch TE(es TT +1) (es T+1) 
0 的 虚 部 确定 耗 散 ;这 部 分 的 负 号 对 应 于 电容 率 的 正 虚 部 . 
当 7_sT 和 人. 与 4 趋 于 零 时 ,表达 式 (97.6) 变 得 不 适用 . 这 里 (97.5) 中 


相对 于 p 的 积分 ,主要 贡献 来 自 w~7T>>A4 范围 ,在 其 中 我 们 可 令 A =0. 结果 是 


(97.6) 


肤 效 应 (具有 色散 关系 & =p /2m)%. 


皮 帕 德 情况 
在 静 磁 场 中 , 皮 帕 德 极限 情况 对 应 于 不 等 式 
fikv, >> 4， ~ 了.. (97.7) 
为 了 考虑 交 变 电磁 场 ,这 里 我 们 再 增加 一 个 条 件 
kv >> w. CoE) 


这 个 情况 下 的 计算 ,如果 首 先 从 0(w,k)(96.24) 中 减 去 其 静态 值 0(0,k) 
会 得 到 显著 简化 ;这 归结 于 丢掉 常量 项 Ne*/(me) 并 从 被 积 表 达 式 每 一 项 (8 ,+ 


人 @ 通过 将 (97.4) 与 $31 习题 2 中 关于 无 碰撞 电子 等 离 体 的 横向 电容 率 的 公式 (2) 进 行 比较 可 以 
确认 这 点 . 在 作 比 较 时 ,必须 注意 到 伦敦 情况 对 应 于 准 经 典 极限 ,所 以 对 简 并 性 气体 的 公式 与 对 麦克 斯 韦 
等 离 体 的 公式 的 差别 仅 在 于 分 布 函数 和 色散 关系 e(p) 的 形式 上 . 

加 ” 见 公式 (86.16), 在 作 比 较 时 ,重要 的 是 这 个 情况 下 太 不 依赖 于 mw, 而 @ 将 j 与 4 相 联 系 ,而 不 是 
如 (86. 16) 中 e 那样 将 7 与 五 相 联系 . 
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2 _ 土 iw) ”中 减 去 具有 w=0 的 类 似 项 . 结果 发 现 差 值 0(w,k) - 0(0,k) 正 比 
于 1/k. 皮 帕 德 情况 的 0(0,k) 具 有 对 上 的 类 似 依 存 性 : 








= 4nNe” 37’ A 
Q(0,k) = B=— 3 Ath 27 (97.9) 
( 见 第 九 卷 (51. 21)). 人 0(w,k) 写 成 下 列 形式 
Q(w,k) = iB +y(%)], (97. 10) 


其 中 y(w) 是 应 当 予 以 计算 的 一 个 函数 ,并 且 当 w=0 时 为 零 . 注意 到 由 于 对 大 
的 这 个 依存 关系 ,第 九 卷 关于 穿 透 深度 6 的 公式 (52.6) 仍 保持 有 效 , 只 是 应 该 
在 其 中 用 B+y(w) 代 替 B. 然而 ,由 于 y(w) 是 复 量 ( 见 下 面 ) ,很 目 然 的 是 这 里 
不 用 85 本身, 而 是 应 用 与 之 相关 的 面 阻抗 5(w) = -iow6《c. 

在 确定 差 值 0(w,k) -QQ(0,k) 的 积分 中 ,重要 的 是 cos 6 的 小 值 范围 (如 第 
九 卷 §51 中 0(0,k) 的 计算 中 那样 ) ,而 当 cos 9 增加 时 积分 迅速 收敛 ;因而 我 们 
可 以 令 sin 9=1, 并 将 对 cos 9 的 积分 扩展 到 从 -om 至 mo ， 

将 积分 利用 

dp=2Tp dpdcos 9 一 2Tprmdmdcos 0 
(7 =p A(2m) -A) 进 行 变 换 , 并 应 用 新 积分 变量 : 

xX! =BE,/4，% =B_/4A. 

我 们 有 

nD,+n-. 2n7, 7, -7-~hkvecos 0. 
对 dmdcos 9 的 积分 因而 可 以 用 对 dn , dn _A(kvs) 的 积分 代替 ,对 每 个 变量 ,和 
7 _ 都 是 从 - % 至 %w. 同时 丢掉 被 积 表达 式 中 包含 乘积 m,n- 的 所 有 项 ,它们 因 
此 是 这 些 变量 的 奇 函 数 ,积分 时 给 出 结果 为 零 .于 是 我 们 可 以 相对 于 每 个 变量 
xi 和 x, 从 1 至 % 积 分 , 令 


4A’ x,x, dx dx, 
dndcos 0 一 4 de _ = 








hikven ， hikve [ (x -1) (xz -1)] 
这 些 变 换 导 致 结果 
Ne” A 
7(w) = 9 hiv. py 
dx, dx, “A 
th x 
1 =- [re Yl 27 
1 l 2 
1 pe EE 
- X 一 2 -OO-i0 xi 一 x+ 们 +i0 X1 ~ 
1 1 2 
ng PR sg 97. 11 
下 rt Xi +2X + 仿 +i0 | ( ) 
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其 中 六 = jio/A. 我 们 将 仅 考虑 这 个 表达 式 的 虚 部 , 它 确定 对 场 能 的 吸收 . 

(97. 11 ) 中 被 积 表达 式 的 虚 部 , 按 规则 (29.8) 了 予以 分 开 , 此 后 通过 对 一 个 变 
量 x, 或 x, 的 积分 而 消去 5 郴 数 ; 同 时 必须 注意 使 8 函数 自 变 量 为 零 的 点 事实 上 
的 确 位 于 此 积分 范围 内 . 简单 计算 给 出 , 当 w>0 时 ， 


1 (x + 人 HH) 十 1 (x + 全 )A ,xA 
三 Imj = 7 一 一 一 一 ”一 一 th 一 |1qdx 十 
| 2T | 
全 一 1 
x(O-x)-l1 xA 
十 下 一 一 一 一 一 一 由 一 dx; 《97. 12) 
| 人 i 2T 


第 二 项 仅 当 人 >2 时 才 存 在 . 类 似 地 ,很 容易 证 实 太 ( -全 ) = 六 ( 合 ). 积分 
(97. 12 ) 依赖 于 两 个 参量 A/T 和 fiw/Ah, 它 们 相互 之 间 以 及 与 1 还 可 有 各 种 关 
系 . 这 里 让 我 们 考虑 几 个 可 能 的 极限 情况 . 

设 了 =0. 于 是 (97. 12) 中 第 一 个 积分 为 零 ,第 二 个 积分 当 fiw > 24。 时 不 为 
零 , 这 就 是 ,在 库 珀 对 的 “结合 能 ”处 有 一 个 吸收 立 . 这 个 阔 值 的 存在 , 它 是 谱 中 
能 际 的 直接 结果 ,是 超导体 的 一 个 特定 性 质 . 

邻近 立 值 , 当 分 -2 <<1 时 ,在 积分 的 整个 范围 x 接近 于 1. 令 分 -2 =5， 
x 一 1 =z6 ,我 们 求 得 





2 
TT bd 


a Ss 
2 1 Vz(l1-z) 2 > 
集合 上 述 公 式 , 这 样 我 们 求 得 T=0 时 邻近 吸收 立 对 于 0 虚 部 的 下 列表 达 式 : 


”37 Ne A /hw 
Ye br 路 ee 


如 果 温 度 不 为 零 ,让 我 们 考虑 低频 hw <<4 的 情况 ,并 假设 A(T) ~ 了 (从 而 
排除 了 邻近 零 温 和 邻近 了 . 的 温度 ). (97. 12) 中 第 二 个 积分 于 是 不 存在 . 在 第 
一 个 积分 中 ,重要 范围 是 x -1~W<<1. 将 被 积 函 数 中 两 双 曲 正切 一 数 的 差 展 
开 成 全 的 短 , 并 应 用 变量 x -1=w, 在 对 数 精确 度 下 我 们 求 得 








-1 

fiw ，-， du Thiw ,2.A,， A 
Jr=Tiwoh-:4 [de -Tioenh-4inA 

2T 和 江上 usa 727 J 

于 是 结果 得 到 
a 
0" = Se ch 全 (97. 14) 
F 
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超导体 中 电子 热传导 的 物理 本 性 类 似 于 玻 色 超 流体 中 热传导 或 黏 性 的 物理 
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本 性 . 两 种 情况 下 我 们 所 说 的 是 量子 液体 正常 组 分 ( 即 量子 液体 中 形成 的 元 激 
发 总 体 ) 的 动 理 系数 ,这 里 我 们 也 将 在 BCS 模型 框架 下 来 考虑 这 个 论题 (E. T. 
[TeitnuKkMan ,1958 ). 
对 于 存在 温度 梯度 的 超导体 ,我们 从 准 粒子 分 布 函 数 的 动 理 方程 出 发 : 
on de 07 
ety, 
or or Pp 


其 中 = 9e/ap 是 准 粒子 速度 . 准 粒 子 的 能 量 是 

se={[v(p-ps) +4 (7T)] 一 ， (98. 2) 
它 本 身 通过 能 际 A(7) 而 依赖 于 温度 . 因此 , 当 存 在 温度 梯度 时 ,能 量 e 也 变 成 
坐标 的 函数 ,而 导数 - 3s/9r 代表 作用 于 准 粒 子 的 力 . 这 是 方程 (98. 1 ) 左 边 第 
二 项 的 起 源 . 

照例 ,我们 令 m=no(e) +5n(r,p), 其 中 
no(eE) =(e" +1)™ (98.3) 

是 平衡 分 布 函数 . 在 左边 仅 保 留 nm 的 项 ,我们 得 到 关于 no 的 方程 


dno de dno [ono on de 


(98.1) 


v * VIi. 


or or Op oT 06 oT 
方 括号 中 含 A 的 导数 的 项 之 差 为 零 , 剩 下 
ES dno v "VT £ 
Td Ve pe i 

碰撞 积分 依赖 于 准 粒 子 散射 机 理 . 我 们 将 考 虚 下列 这 样 的 情况 :主要 机 理 
是 静止 杂质 原子 上 的 弹性 散射 ,并 假设 这 个 散射 为 各 向 同性 的 . 于 是 碰撞 积分 
归结 为 下 列表 达 式 (比较 (11.3)): 

C(n) = -von, 

其 中 v=vN,,o, 是 有 效 碰 撞 频 率 ,Ni;,, 是 杂质 原子 数 密度 ,而 o, 是 准 粒子 被 一 个 
杂质 原子 散射 的 输 运 截面 . 输 运 截面 o, 是 原子 尺度 量 级 的 常量 . 

于 是 动 理 方程 采取 下 列 形式 


一 二 一 = 一 ， (98. 4) 
好 T 9e ! 
其 中 =1/(N;,o,) 是 常量 平均 自由 程 . 
.热流 由 下 列 积分 
_ 2dP 
q= | css nh (98.5) 


计算 (其 中 因数 2 来 自 准 粒子 自 旋 的 两 个 方向 ). 但 分 布 函数 ne + 5n 也 同样 与 
超导体 中 正常 电流 相 联系 ,正常 电流 密度 是 


2d- 
=j -7 = -二 | pan 5-e(N-N)e. 
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(在 所 研究 模型 中 ,j= -ei/m, 用 公式 (77.7) 所 给 出 的 站. 

但 热 导 率 是 在 j=0 下 通过 热流 来 定义 的 . 然而 ,在 目前 情况 ,这 个 条 件 并 
不 要 求 方 程 (98.4) 中 有 任何 改变 . 理由 是 超导体 中 总 电流 密度 是 正常 电流 与 
超 守 电流 之 和 :j=j, +j,. 存在 温度 梯度 时 出 现 的 电流 j.( 在 开路 中 ) 被 超 导 电 流 
自动 地 补偿 :j. = -j,. 同时 重要 的 是 , 超 导 电 子 的 运动 并 不 涉及 任何 热量 传递 . 
以 具有 速度 v , = -JJL(ew,) 的 超 流体 流动 为 “背景 ”的 准 粒 子 的 平衡 分 布 函数 ， 
与 (98.3 ) 的 差别 在 于 用 e+p 2. 代替 e( 比 较 $77) ,在 动 理 方程 (98.1) 中 也 
必须 作 这 种 改变 . 但 速度 v ,正比 于 六 ,从 而 正比 于 小 梯度 V 7; 因 此 上 述 改变 仅 
会 在 动 理 方 程 左 边 给 出 二 阶 小 量 的 项 ,这些 无 论 如 何在 得 出 (98.4) 时 将 必须 予 
以 略 去 . 

将 (98.4) 的 5n 代入 (98.5), 对 p 的 方向 求 平均 后 ,我 们 求 得 热 导 率 的 表达 
式 为 

2 9no 2 .4 
Ee | ae 本 

或 者 ,用 vdp = de ,p = 请, 我 们 有 


Ips 3 » Ono 
3 | Be (98.6) 
最 后 ,经 过 若干 明显 替换 ,我 们 得 到 
1 u du 
i ry (98.7) 


当 7 一 0 ,4 一 4。 人 
0 
2 3 
3Tr 下 了 了 
趋 于 零 . 当 7 一 T. ,4 一 0 时 ,( 由 (98.6) 容 易 看 出 ) 热 导 率 趋 于 极限 
jp 了 
9# 


(98.8) 





KK 二 





4lp:T |, 
三 一 d -一 
本 | eme) £ 


对 应 于 正常 金属 的 情况 . 


第 十 二 章 
相 变 动 理 学 
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我 们 注意 到 , 相 变 成 核 的 热力 学 理论 ,其 基本 原理 如 下 ( 见 第 五 着 , § 162). 

从 亚 稳 相向 稳定 相 的 转变 ,是 通过 涨 落 在 均匀 介质 中 发 生 新 相 的 小 量 聚 
积 一 一 成 核 而 实现 的 . 然而 ,对 界面 的 形成 ,能 量 上 不 利 的 效应 会 有 下 述 结果 : 
当 核 小 于 某 个 大 小 时 , 它 是 不 稳定 的 并 再 次 消失 . 仅 当 核 的 大 小 a( 对 亚 稳 相 的 
给 定 态 ) 开 始 具 有 某 个 确定 值 a., 时 才 是 稳定 的 ;这 个 值 称 为 临界 大 小 ,这 个 大 小 
的 核 将 称 为 临界 核 山 . 假定 它们 为 包含 大 量 分 子 的 宏观 物 . 因而 整个 理论 仅 对 
不 太 接 近 相 的 绝对 不 稳定 性 极限 的 亚 稳 态 才 适用 ( 当 通 近 这 个 极限 时 ,临界 大 
小 降 至 分 子 尺 度量 级 的 值 ). 

采用 纯 热 力学 方法 ,认为 介质 处 于 平衡 ,人 们 只 能 处 理 介质 中 各 种 大 小 的 涨 
落 核 出 现 的 概率 的 问题 . 这 点 十 分 重要 . 因为 亚 稳 相 态 实际 并 不 对 应 于 完全 统 
计 平 衡 , 这 个 处 理 只 能 应 用 于 这 样 的 时 间 尺 度 , 它 远 小 于 临界 核 形成 时 间 ( 每 单 
位 时 间 概 率 的 倒数 ) ,在 此 时 间 后 ,实际 上 出 现 过 渡 到 新 相 的 变化 , 即 亚 稳 态 不 
再 存在 . 根据 同样 理由 , 仅 当 核 具有 大 小 a < a 时, 核 形成 概率 的 热力 学 计算 才 
是 适宜 的 ; 较 大 核发 展 成 新 相 . 换 句 话说 ,这 么 大 的 涨 落 一 般 不 属于 这 群 与 所 考 
虚 ( 亚 稳 ) 的 宏观 态 相 对 应 的 微观 态 . 

对 于 成 核 的 热力 学 概率 ,现在 我 们 将 用 一 个 与 之 成 正比 的 量 , 即 介质 中 现 有 
的 各 种 大 小 的 核 的 “平衡 "(上 述 意义 上 的 ) 分 布 函数 来 代替 ,这 个 量 用 .jo(a) 表 示 
(foda 是 单位 体积 介质 中 具有 大 小 在 da 范围 的 核 数 ). 根据 涨 落 的 热力 学 理论 


fla) wexp -| 


7 (99.1) 


QD 在 第 五 卷 $162 中 所 考虑 的 核 只 是 新 相 的 聚积 正好 具有 这 个 临界 大 小 的 情况 . 
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其 中 Ri, 是 形成 给 定 大 小 的 核 所 需 最 小 功 . 最 小 功 由 体积 和 面积 两 部 分 组 成 
(对 具有 半径 a 的 球形 核 ) ,具有 形式 


87a a 
R. = -一 +47a’a, 
3a, 


其 中 a 是 表面 张力 系数 ,临界 半径 a,, 用 两 相 的 热力 学 量 来 表达 ( 见 第 五 卷 ， 
§ 162 ,习题 2). 值 a =a, 对 应 于 R,,, (a) 的 最 大 值 ,临近 a., 有 


R = Toa,, Ce (99. 2) 


RR,, 的 最 大 值 对 应 于 分 布 函 数 的 按 指数 律 的 锐 最 小 值 . 忽略 指数 前 系数 随 a 的 
远 慢 得 多 的 变化 ,我们 有 


RC) =fhlos) erp{ (a -oa)’}, (99.3) 


其 中 四 





4Teaa- 

f(a..) =const， exp| 一 > 

根据 上 述 讨 论 , 值 a = a.. 对 应 于 这 样 的 极限 ,超过 此 值 后 大 量 新 相 开 始 形 
成 . 更 确切 地 说 ,我 们 不 应 指 一 个 极限 点 a = a 而 是 应 指 邻 近 该 点 a 值 的 一 个 临 
界 范围 ,具有 宽度 ia ~ (7T/4mra)“. 这 种 大 小 范围 的 核 的 涨 落 发 展 仍 能 以 可 观 
概率 使 它们 回 到 次 临界 范围 ,但 超过 这 个 临界 范围 的 核 不 可 避免 地 发 展 成 新 相 . 

因为 热力 学 理论 仅 限于 实际 相 变 前 的 阶段 , 它 不 能 提供 关于 这 个 过 程 进程 
的 信息 ,例如 过 程 速率 的 信息 . 那 会 需要 核 的 发 展 的 动 理学 分 析 ,这 个 核 最 终 会 
并 人 新 相 包 . 

令 f(t,a) 为 所 求 的 核 按 其 大 小 的 “ 动 理学 ”分布 函 数 . 改变 核 的 大 小 的 “元 
过 程 ” 是 一 个 分 子 附着 于 它 或 从 它 上 面 丢失 的 过 程 ,这 可 认为 是 小 变化 ,因为 在 
目前 理论 中 核 是 宏观 物 . 因而 我 们 可 以 用 福 克 尔 - 普 朗 克 方 程 类 型 的 动 理 方程 


(99. 4) 
ot oa 
来 描述 核 的 生长 过 程 ,其 中 :是 “大 小 空间 ”中 的 流 密度 ,具有 形式 : 
:= -BU+Af (99. 5) 


量 B 是 “ 核 大 小 扩散 系数 ”; 系 数 4 与 B 通 过 一 个 关系 相 联 系 ,这 个 关系 是 由 对 


QD f(a ) 中 的 指数 前 因数 不 能 仅仅 通过 相 的 宏观 性 质 来 表达 . 对 于 定性 估计 ,我 们 可 认为 这 个 因数 
正比 于 基 相 {1) 中 粒子 数 密度 W 和 正比 于 导数 d.N/da, 其 中 N 是 新 相 (2) 的 核 中 粒子 数 . 令 Ni ~1/v， 
Ar ~aa iu ,其 中 v 和 wv, 是 两 个 相 中 每 个 分 子 的 体积 ,我 们 得 到 作为 常量 的 估计 值 const ~ ae/(viv;). 

@ 下 面 给 出 的 理论 应 归于 泽 利多 维 育 (和 。、B.。3enpnosu(1942)). 
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平衡 分 布 * 为 零 这 个 事实 得 出 的 . 后 者 取 (99. 1 ) 的 形式 ,并 忽略 指数 前 系数 的 
缓慢 变化 ,我 们 求 得 


-RR a (99. 6) 


现在 让 我 们 来 求 对 应 于 连续 相 变 过 程 的 动 理 方程 的 定 态 解 . 这 个 解 中 * = 
const, 并 且 流 ( 沿 增加 核 大 小 的 方向 ) 的 这 个 恒定 值 正好 是 介质 每 单位 体积 内 每 
单位 时 间 通 过 这 个 临界 范围 的 核 数 , 即 , 它 确 定 过 程 的 速率 . 

我 们 可 以 将 流 的 表达 式 (99.5 ) 重 写 ( 应 用 (99.6)), 通 过 比值 f/h 而 不 是 图 
数 了 本 身 来 表达 . 于 是 恒定 流 的 条 件 变 成 


Ean : 
-Bf ey = (99.7) 
因而 
= - :| 只 +eonst 


这 里 的 常量 * 和 const 是 由 对 小 a 和 对 大 a 的 边界 条 件 予 以 确定 的 . 随 着 核 的 
减 小 , 涨 落 概率 迅速 增 大 ;因而 小 核 以 高 概率 出 现 . 可 以 认为 这 种 核 的 贮存 量 补 
充 得 如 此 快 ,尽管 由 于 流 * 导致 恒定 耗 失 , 仍 使 得 它们 的 数目 继续 具有 其 平衡 
值 . 这 个 情况 用 边界 条 件 当 a 一 0 时 f/f ~1 来 表达 . 对 于 大 a 的 边界 条 件 , 可 以 
这 样 确立 :注意 到 超过 临界 范围 时 , 按 (99.1) 定 义 的 函数 态 ( 它 在 那里 实际 上 不 
适用 ) 无 限制 地 增长 ,而 真 分 布 函数 f(a) 当然 仍 保持 有 限 . 这 个 情况 由 条 件 
f/fh =0 表 达 , 强 加 于 超出 临界 范围 的 某 处 ;确切 在 何 处 不 重要 ( 见 下 面 ) ,我 们 将 
任意 地 认为 它 是 a 一 % 外 . 


满足 上 述 两 个 条 件 的 解 是 
| (99.8) 
而 常量 s 由 等 式 _ 
] da 
二 = 下 (99.9 ) 


确定 . 被 积 函数 在 a = c. 具 有 锐 最 大 . 邻近 该 点 应 用 表达 式 (99.3) ,我 们 可 以 
将 (99.9) 中 对 (a -ae) 的 积分 扩展 到 从 - 和 不 
分 上 限 究 竟 取 在 (临界 范围 外 ) 何 处 , 即 , 边 界 条件 究竟 强加 于 何 处 . 结果 是 


s=2 [SB (a hl ae). (99. 10) 


这 个 公式 表达 的 是 定 态 条 件 下 亚 稳 相 每 单位 时 间 每 单位 体积 形成 的 “能 生存 ” 


QD 在 解 一 个 不 同 的 问题 时 ($24) 曾经 应 用 过 类 似 论据 . 
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核 数 ( 即 ,已 通过 临界 范围 的 那些 ) ,用 热力 学 理论 所 给 出 的 临界 核 的 平衡 数 来 
表达 . 

对 于 分 布 果 数 败 c) 本 身 , 次 临界 范围 的 公式 (99.8) 简 单 给 出 Ac)= 瑟 (ae). 
超过 临界 范围 ,(99.8) 仅 告 诉 我 们 .f<< 大 ,与 所 述 边界 条 件 一 致 . 按照 过 程 的 物 
理 图 像 很 显然 ,在 这 个 范围 ,分 布 范 数 是 常量 :达到 该 点 后 , 核 单 调 地 变 大 ,实际 
上 没有 任何 反 向 的 变化 . 从 而 ,这 里 我 们 可 以 忽略 流 的 表达 式 (99.5) 中 含 导数 
araa 的 项 , 即 ,写成 *=4fF: 按 照 流 s 的 意义 ,系数 4 同时 起 大 小 空间 的 速度 da/ 
di 的 作用 . 然而 ,超过 临界 范围 后 核 的 生长 ,按照 宏观 方程 发 生 , 利 用 该 方程 可 
以 独立 地 确定 寻 数 da/di; 


da 
4 = (二 ) (99. 11) 
下 标 指出 这 种 计算 的 结果 也 . 
于 是 按照 (99.6) ,我 们 求 得 
党 da da 
B(o) = Era (nm) at a (9.12) 


严格 地 说 ,这 样 所 计算 的 函数 B(a) 属 于 范围 a > a ,然而 我 们 感 兴趣 的 是 (要 代 
入 (99. 10) 中 的 )B(a.) 的 值 . 然而 ,由 于 函数 B(a) 存 a=a. 没 有 奇异 性 , 刚 求 
得 的 函数 在 该 点 也 可 应 用 . 当 a 一 a. 时 ,导数 (da/dt) ,, 扑 于 零 ( 核 处 于 不 稳定 
平衡 ) ; 除 以 (a -a.) 给 出 有 限 结 果 . 

公式 (99. 12) 使 得 原则 上 有 可 能 去 计算 系数 B(a.,) ,从 而 计算 核 形成 速率 ， 
无 需 应 用 微观 处 理 . 例如 ,对 于 沸腾 过 程 ,我 们 必须 借助 于 流体 力学 方程 来 分 析 
液体 中 气泡 的 生长 ;对 于 过 饱和 溶液 中 溶质 的 脱 溶 过 程 ,我 们 必须 分 析 脱 溶 颗粒 
的 生长 ,作为 物质 从 周围 溶液 问 它 扩散 的 结果 . 

习 题 

对 于 过 饱和 (但 仍然 是 弱 ) 溶 液 , 确 定 物 质 脱 溶 的 “ 核 大 小 扩散 系数 ;假定 
核 为 球形 . 

解 : 注意 到 热力 学 公式 如 下 . 从 过 饱和 溶液 脱 溶 的 核 的 临界 半径 是 

KHo 

( 见 第 五 卷 , 8$ 162 ,习题 2). 在 给 定 情况 下 ,1'。 和 wv' 是 核 中 物质 的 化 学 势 和 分 





WD 可 能 出 现 公式 (99. 11) 与 “微观 "定义 (21.4) 之 间 的 对 应 关系 问题 ,根据 它 ,速率 36a/8t( 对 元 生 
长 事件 求 和 ) 不 是 4 本 身 . 而 是 和 式 信 =4+8B8'(a), 但 是 导数 8'(a) 与 值 (99.6) 比 较 起 来 很 小 (在 临界 范 
围 以 外 ) ,后 者 包括 大 因数 R /人 因而 8'(a) 可 以 忽略 . 这 个 量 级 的 量 在 推导 (99.6) 时 早已 忽略 掉 , 当 
(99. 1) 中 指数 函数 前 系数 被 认为 是 常量 时 . 
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子 体 积 , 而 人 几 ' 是 溶液 中 溶质 的 化 学 势 : 凡 = Tin c+W(P,T) ,其 中 c 是 浓度 . 对 溶 
质 平 表面 上 的 饱和 溶液 ,浓度 取 为 co :Tin co。+ 峭 = 上 ,我们 有 


Cc i 





上 -= 
oo 0 
后 一 等 式 适 用 于 弱 溶 液 . 因而 临界 半径 是 
2a0 co 
"Te -ey . 
公式 
2av" er 
eos -co 人 1+ fe ) = + (cco. ) (2) 


确定 对 (具有 半径 a 的) 球形 溶质 表面 上 的 饱和 浓度 6c,. 
当 核 超过 临界 范围 生长 时 ,物质 通过 从 周围 溶液 的 扩散 而 到 达 核 . 定 态 下 ， 
在 半径 为 a 的 核 周 围 , 球 对 称 浓度 分 布 c(r) 由 扩散 方程 


DAoC =D 二 [re(7)) = 0 
的 解 确定 . 带 有 边界 条 件 c( % ) = c( 过 饱和 溶液 浓度 的 给 定 值 ) 和 c(a) =co. 
因 而 


ctr) =c-— 人 
向 核 的 扩散 流量 
T=47r°D 


de 
dr 
在 最 后 一 个 等 式 中 曾 应 用 公式 (2). 

如 果 浓 度 定义 为 每 单位 体积 中 所 溶解 分 子 数 , 则 了 是 每 单位 时 间 沉 积 在 核 
表面 的 分 子 数 ， 于 是 
(号 lo Dv 


i pe rh 


=47Da(c -co,) =47D(c -co, )(a -~a..); 





而 按照 (99. 12) ,有 
TDv'(c-e,) Do c。 


B(a..) 





8Taa-， 4ma 
$100 一 级 相 变 的 动 理学 ” 聚 结 

上 节 中 关于 相 变 动 理学 的 处 理 , 仅 与 相 变 的 初始 阶段 有 关 : 新 相 所 有 核 的 总 
体积 必须 很 小 ,使 得 它们 的 形成 和 生长 对 基 相 “ 亚 稳 度 " 没 有 可 观 影 啊 , 而 由 亚 


稳 度 所 确定 的 核 的 临界 大 小 可 认为 是 一 常量 . 在 这 个 阶段 ,有 新 相 的 核 的 涨 落 
形成 ,而 每 个 核 的 生长 不 依赖 于 其 它 核 的 行为 . 为 确定 起 见 , 下 面 我 们 将 指 的 是 
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过 饱和 溶液 中 溶质 脱 溶 过 程 的 特例 ;于 是 亚 稳 度 就 是 溶液 的 过 饱和 度 . 

在 较 后 阶段 , 当 溶 液 过 饱和 变 得 很 微弱 时 ,过 程 的 性 质 完全 不 同 . 新 核 的 涨 
落 形成 现在 实际 上 停止 了 ,因为 这 时 临界 大 小 变 得 很 大 . 临界 大 小 的 增 大 ,伴随 
着 过 饱和 度 的 稳步 减 小 ,结果 是 早已 形成 的 新 相 中 较 小 的 颗粒 落 到 临界 范围 以 
下 并 再 溶解 .从 而 大 颗粒 “吞没 "小 颗粒 在 这 个 阶段 起 决定 性 作用 ,大 颖 粒 生长 
作为 小 颗粒 溶解 的 结果 ( 聚 结 过 程 ). 这 个 阶段 将 在 本 节 中 讨论 . 假设 溶液 初始 
浓度 很 小 ,使 得 脱 溶 颗粒 互相 远离 ,因而 它们 的 直接 “相互 作用 "可 予以 忽略 中 

我 们 将 考虑 一 个 固溶体 ,其 中 脱 溶 颗 粒 处 于 静止 状态 ,并 且 仅 由 于 从 周围 溶 
液 的 扩散 而 生长 . 为 了 阐明 过 程 的 基本 定性 特色 和 处 理 方法 ,我 们 还 将 作 一 些 
其 它 简 化 假设 ,忽略 环绕 脱 溶 颗 粒 的 弹性 应 力 ,并 假设 这 些 颗粒 是 球形 的 . 

具有 半径 a 的 颗粒 表面 处 ,溶液 的 平衡 浓度 由 热力 学 公式 给 出 为 


eo =00 (1+-o), (100. 1) 


其 中 co。 是 溶质 平 表 面 上 方 饱 和 溶液 的 浓度 ,a 是 相 界 处 表面 张力 系数 ,v' 是 溶 
质 分 子 体 积 ( 见 上 节 ,习题 ). 浓度 通过 单位 体积 溶液 中 所 溶解 物质 的 体积 来 定 
义 . 用 这 个 定义 ,颗粒 表面 处 的 扩散 流 i = D9c/9r 等 于 颗粒 半径 的 变 率 : 

da ec 


dt er|,-， 
(其 中 DD 是 溶质 扩散 系数 ). 由 于 假设 浓度 很 小 ,这 个 变 率 也 很 小 ,使 得 环绕 晒 
粒 的 浓度 分 布 可 以 认为 每 个 瞬间 都 等 于 对 应 于 a 的 有 关 值 的 定 态 分 布 c(r) ; 





c(r) =c~(c -co)— 


其 中 是 溶液 的 平均 浓度 . 从 而 扩散 流 i(r) = Da(c -co。)/r ,并 注意 到 
(100. 1) ,我 们 有 


其 中 参量 o =2av'eos/T 和 量 A =c -co 是 溶液 的 过 饱和 度 . 量 

a (t) 0/A() (100. 2) 
是 临界 半径 : 当 a > a, 时 ,颗粒 变 大 (da/dt >0), 而 当 a <a。 时 它 溶解 (da/di < 
0). 在 下 列 分 析 中 ,直至 最 后 结果 ,我 们 将 用 a.,(0)/(Do ) 为 单位 来 量度 时 间 ， 
其 中 A 从 而 我 们 有 方程 


5 - a = -二 (100. 3) 





中 ”这 里 给 出 的 理论 应 归于 票 弗 席 兹 ,斯 列 佐 夫 (H. M. Jr 中 mu B. B. Cneaos(1958)). 
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其 次 , 令 有 ta) 为 颗粒 按 大 小 的 分 布 范 数 ,这 样 归 一 化 使 得 积分 


N(i = | Kea)da 


是 单位 体积 中 的 颗粒 数 . 认为 v, = da/dt 是 颗粒 在 大 小 空间 中 的 运动 速率 ,我 
们 可 以 写 出 该 空间 中 的 连续 性 方程 为 


of 9 中 
pe + (hf.) = 人 0. ( 100. 4) 
最 后 ,溶质 总 量 守恒 表达 为 下 列 方程 
A+qg=const=0, g(t) = { aflt,a) do, (100.5) 


其 中 8 是 初始 总 浓度 而 4 是 (单位 体积 溶液 中 ) 脱 溶 颗 粒 的 体积 . 
方程 (100.3) 一 (100.5) 形 成 所 考 虚 问题 的 完备 方程 组 . 它们 可 以 这 样 变 
换 ,使 得 所 涉及 的 变量 是 作 分 析 时 最 方便 的 . 
我 们 应 用 量 纲 为 1 的 量 
x(t) =a,. (1)/a..(0). (100. 6 ) 
当 t->w 时 ,过 饱和 度 A(1) 趋 于 零 , 而 临界 半径 相应 地 趋 于 无 穷 . 因此 , 当 上 从 0 
变 至 % 时 , 量 





T=3In x(t) (100.7) 
也 单调 地 从 0 变 至 % ,我 们 将 采用 这 个 量 作 为 新 时 间 变 量 . 我 们 采用 比值 
u = a/a,..(t) ( 100.8) 
作为 (100.3) 中 的 未 知 消 数 . 于 是 方程 变 成 
de yu 1) -号 ， (100. 9) 
其 中 
Y=Y(7) = 二 >0. (100. 10) 
x dx 


现在 接着 分 析 这 些 方程 ,我 们 首先 将 证 明 当 7 一 % 时 ,函数 7y7(7) 必 须 趋 于 
特定 有 限 极限 . 


方程 (100.9) 右边 在 = 二 y 处 有 一 最 大 值 为 y[ 子 [ 计 7) -1]. 从 而 变 


率 du /dr 作为 二 的 函数 可 具有 图 34 中 所 示 三 种 形式 的 任何 一 种 , 随 ? 的 值 而 
定 . 当 y=ye=27/4 时 ,曲线 在 w=w。=3/2 处 与 横 坐 标 轴 相 切 . 

横 坐 标 轴 上 每 一 点 描述 一 个 颗粒 向 右 或 向 左 移动 的 态 , 随 导 数 du /dr 的 正 
负 而 定 , 当 y >7yo 时 ,ui 左边 所 有 点 向 左边 移动 ,在 达到 原点 时 消失 . 而 具有 
4 > 的 点 向 点 us 移动 ,从 右边 或 从 左边 渐 近 地 通 近 wu,. 这 意味 着 具有 ww>u,， 
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Y>o Y<Yo y=) 


图 34 


即 ,具有 半径 ae >uia 的 所 有 颗粒 ,( 当 7 一 %w 时 ) 将 渐 近 地 达到 大 小 e = au,, 它 
随 c., 趋 向 无 穷 ; 脱 溶 颗粒 的 总 体积 g 从 而 也 会 趋 于 无 穷 ,所 以 物质 守恒 方程 
(100. 5) 不 能 满足 . 当 y<y 时 ,所 有 点 向 左 移动 ,在 经 过 有 限时 间 后 达到 原点 
时 消失 ;在 这 个 情况 ,9(7) 一 0 ,而 方程 (100. 5) 又 不 能 满足 . 
从 而 函数 y(t) 必须 趋 于 极限 y。 并且 必 须 从 下 面 趋 近 这 个 值 : 如 果 从 上 面 
趋 近 极限 值 (或 者 如 果 精 确 地 有 等 式 y =y。), 具 有 w>u 的 所 有 点 向 左 移动 , 反 
正 会 变 成 “堵塞 "在 4=u。 点 (该 点 变 率 du /dr =0) ,而 方程 (100. 5 ) 人 不能 得 到 满 
是 ,如 在 y(%m ) >y 的 情况 那样 . 因此 ,我 们 必须 有 
y(7) = [1 -0 (7)], (100. 11) 
其 中 当 一 om 时 es 一 0. 同时 ,从 右边 逼近 的 点 愈 来 愈 慢 地 渗透 “堵塞 点 ”wu = uo 
这 个 渗透 速率 由 函数 se(r) 支 配 , 而 e(7) 又 必须 由 运动 方程 (100.9) 和 物质 守恒 


方程 (100. 5 ) 确定 
邻近 点 ， =u ,方程 (100.9) ,用 (100. 11) 的 y, 变 成 
du_ _ 2 1， 3\ ee 

ee 
采用 新 未 知 函 数 , 两 个 小 量 的 比值 := ( -元 )/e, 我 们 可 以 将 这 个 方程 写成 下 
列 形式 

3 dz 2 3 3 _d(l/e) 
2 : 


这 个 分 析 ,类似 于 上 面 对 (100.9) 的 分 析 , 导 致 结论 : 当 7 一 wm 时 ,了 明 数 mn(7) 
必须 渐 近 地 趋 于 有 限 极 限 nm,。=2/Y3( 该 值 是 方程 (100. 12 ) 右 边 作 为 z 的 函数 在 
堵塞 点 ,= 与 横 坐 标 轴 相 切 的 9 的 值 ) 由 渐 近 等 式 9 = 得 出 函数 e(7) 的 
极限 形式 


(100. 12) 


e(T) =V3/27. (100. 13) 
当 7? >>1 时 ,(100. 11) 中 校正 项 可 予以 忽略 . 于 是 由 方程 1/y =x dx/dt = 
4/27 求 得 临界 半径 对 时 间 的 依存 关系 的 极限 形式 : 
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ae (it) 44 
(1) =a007 (3 
因为 7r=lnx ,于 是 结果 (100.14) 的 适用 性 条 件 用 实际 时 间 :表达 是 
In"t >> 1. 值得 注意 的 是 ,虽然 对 ye 的 校正 的 相对 大 小 随 7 的 增加 而 迅速 
减 小 ,而 一 级 近似 (100. 14) 变 成 愈 来 愈 接近 精确 ,邻近 堵塞 点 解 的 行为 正 
好 由 这 些 校正 予以 确定 . 

现在 让 我 们 转 到 计算 颗粒 按 大 小 的 分 布 范 数 . 按 变 量 x 和 7 的 分 布 晒 数 与 
按 上 和 ea 的 分 布 函 数 由 关系 式 


(100. 14 ) 


p(T,u)du=f(t,a)da, f=9/a.,, ( 100. 15) 
相 联 系 . 对 于 这 个 函数 的 连续 性 方程 是 
9p ,9 = Qu 
a + (v9) =0, vv. a ( 100. 16 ) 
速率 v, 由 (100.9) 给 出 , 带 有 Y=27/4, 除 在 z 的 邻近 ( ~a) 外 ,处 处 有 
dz _ 1 a 有 
,= -5 人 | (un +3). (100. 17) 
方程 (100. 16 ) 的 解 具 有 形式 
pT) AT 17) = [oe, (100. 18) 


其 中 x 是 待 确定 也 数 . 

我 们 看 出 ,描述 颗粒 在 wu 轴 上 从 右 向 左 运动 的 所 有 点 ,都 从 堵塞 点 邻 域 通 
过 ,并 且 如 果 到 达 较 晚 则 在 那里 花 较 长 时 间 . 从 而 这 个 邻 域 对 具有 > ze 的 点 
起 汇 的 作用 ,而 对 处 于 范围 <w 的 点 则 起 源 的 作用 . 

当 一 o 时 ,点 赋 右边 的 分 布 消 数 由 从 无 穷 远 区 域 到 达 这 里 的 那些 点 确 
定 ,它们 对 应 于 初始 (Cr =0) 分 布 “ 尾 部 "的 颗粒 . 因为 该 分 布 中 的 颗粒 数 当 然 随 
颗粒 增 大 而 (实际 上 按 指数 律 ) 迅速 减 小 , 则 在 上 >zo 范围 (zx 直接 邻 域 以 外 ) 的 
分 布 旺 数 当 7 一 % 时 趋 于 零 . 

在 物质 守恒 方程 (100.5) 中 , 当 7 一 % 时 项 A(7) 一 0. 将 积分 g 通过 变量 7 
和 ww 表达 (并 记 住 a =wwx a.,(0) =we'a。.(0)) ,我 们 求 得 方程 

ee | pls) dn el 0 { 100. 19 ) 

这 里 要 用 (100.18) 的 og 代入 ,其 中 wv, 来自 (100.17)D. 立即 很 显然 的 是 ,等 式 
(100. 19 ) 左 边 的 表达 式 仅 当 函 数 y 具有 形式 


QD 我 们 不 打算 停 下 来 证 明 点 uo 邻 域 (那里 表达 式 (100. 17) 不 适用 ) 对 积分 的 相对 页 献 当 7 一 % 时 
趋 于 零 . 
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X(7 -7T(u)) = Ae-'*"™" 


时 才 与 量 7 无关 . 
肾 数 r(4) 通 过 初等 积分 予以 计算 ,结果 是 
p(T uu = PCM), (100. 20 ) 
其 中 
3"e uexp[ -1/(1 -2u/3 3 
p(w) = uw< 六 ， (100. 21) 
Play st; u >3/2. 


常量 4 通过 将 (100. 20) 代 回 方程 (100. 19 ) 而 确定 ;对 结果 所 得 积分 的 数值 计算 
给 出 4=0.9/x. 函数 P(&) 自 然 归 一 化 为 1: 





0 2 r(4) 山下 
| Plu) du= i du= — [erdr=1. 
从 而 每 单位 体积 的 颗粒 数 是 
N= [obra =he "= (100. 22 ) 


还 很 容易 求 得 (对 分 布 (100. 21) ) 求 平均 后 的 值 为 此 ,我 们 考虑 积分 


[PW Cu-Ddu= ee-D 全 = 人 [elr) -1]dr 


0 


用 (100.9) 的 xz(7) -1 代 人 后 给 出 





如 


3 
2 | er) + eT dr = (7) er = 0. 





从 而 
= | Pl(u)udu= | P(u)du=1, 
| | 


P 
即 ,& =a.(1) ,平均 大 小 等 于 临界 大 小 . Sh 
我 们 可 以 把 上 述 各 公式 归 到 一 起 ,并 用 原 变 


量 (颗粒 半径 a 和 有 量 纲 时 间 1) 将 结果 重新 写 出 。 
颗粒 平均 半径 接 可 
本 4orD 、 

(1 (100. 23) 
0.5 


随时 间 渐 近 增 大 . 颗粒 按 大 小 的 分 布 任何 时 刻 由 
了 哺 数 (100. 21) 给 出 :半径 在 da 范围 的 颗粒 数 是 


P(a/a)da/ ad 函数 P(zu) 仅 当 半 < 了 时 才 不 为 
零 ,图 示 于 图 35. 
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我 们 注意 到 , 渐 近 分 布 与 聚 结 开始 时 的 初始 分 布 无 关 . (每 单位 体积 的 ) 颗 粒 总 
数 按照 


N(i) =0. 50/( Dot) ( 100. 24) 
随时 间 减 少 . 溶液 过 饱和 度 按 
A(i) =(90°/(D))'” (100. 25 ) 


趋 于 零 . 

为 了 理解 这 些 关 系 的 意义 ,我 们 注意 到 上 述 讨 论 中 认为 溶液 总 体积 为 无 限 ， 
从 而 溶质 的 总 量 也 是 无 限 . 在 有 限 体积 中 ,过 程 当 然 会 在 有 限时 间 后 完成 , 即 当 
整个 溶质 已 经 脱 溶 柴 成 一 个 团 块 时 完成 . 
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众所周知 ,二 级 相 变 中 的 物 态 变化 由 序 参 量 7 了 描述 , 量 7 在 相 变 点 一 边 
(“不 对 称 ” 相 中 ) 不 为 零 而 在 男 一 边 (“ 对 称 ” 相 中 ) 为 零 . 第 五 卷 第 十 四 章 中 讨 
论 的 问题 是 ,邻近 相 变 点 物体 的 热力 学 平衡 性 质 . 现在 让 我 们 来 考虑 非 平 衡 系 
统 中 序 参 量 的 弛 瑰 过 程 . 

序 参量 的 平衡 值 ( 这 里 用 7 表示) ,由 相应 热力 学 势 为 最 小 确定 . 考虑 到 对 
于 空间 均匀 和 空间 不 均匀 情况 都 子 以 研究 ,我 们 将 应 用 势 2, (对 物体 的 给 定 总 
体积 ) 它 是 温度 7 了 和 化 学 势 有 的 函数 ;比较 第 五 卷 , $ 146. 

在 空间 均匀 物体 中 ,”n 的 值 由 2(7T,yx,mn) (每 单位 体积 的 热力 学 势 ) 在 给 定 
了 和 由 下 作为 了 的 函数 为 最 小 来 确定 : 

a0 - 

97 
如 果 这 个 条 件 不 满足 , 则 出 现 弛 豫 过 程 ,参量 7 随时 间 变 化 并 趋 于 5. 在 并 不 远 
离 平衡 的 状态 , 即 , 当 导 数 942/am 的 值 很 小 但 不 为 零 时 , 弛 了 豫 率 (导数 dm/di) 也 
很 小 . 在 朗 道理 论 中 , 序 参量 的 涨 落 是 忽略 的 ,我 们 必须 假定 这 两 个 导数 之 间 有 
简单 正比 关系 : 


0. (101.1) 


a C107 2) 


具有 恒定 比例 系数 y(A. IH. JIasnay, H. M. XanaTHHKOoB ,1954 ). 
在 朗 道理 论 中 ,邻近 相 变 点 的 热力 学 势 具有 形式 为 
N=0(T,u)+(T-T)ay +b7 ， (101. 3) 
带 有 正 系 数 5 如 果 不 对 称 相 对 应 于 T < 7., 于 是 也 有 a >0( 见 第 五 卷 
(146.3) ). 不 对 称 相 中 序 参量 的 平衡 值 , 即 方程 (101. 1) 的 解 是 


172 


= [| (101.4) 


2b 
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弛 列 方 程 (101.2) 变 成 


d 
本 


或 者 按 小 差 值 pn =7 -也 线性 化 


dz- on (101.5) 
dt To 
其 中 
To=1/[4ya(T. -7T)]， 了 < 了 .. 《101.6) 


当 二 oo 时 , 差 值 87 必须 趋 于 零 ,因此 我 们 必须 有 re >0 ,从 而 y >0. 
在 范围 了 > 了 7. 的 弛 瑰 可 以 类 似 地 讨论 . 这 里 =0, 对 于 导数 的 线性 化 表达 
式 是 


LG T. ) 57. 
9n 
相应 地 ,(101.6) 由 
To =1/[27ya( 了 ~ 了 7.)]， 了 > 了 . (101.7) 


所 代替 . 

量 r。 是 序 参量 的 弛 弄 时 间 . 我 们 看 到 当 7 一 T. 时 它 趋 于 无 穷 . 这 种 情况 
对 整个 相 变 理论 具有 非常 重要 的 意义 . 如 第 五 卷 , 8 143 中 早已 注意 到 的 ,对 7 
的 给 定 非 平衡 值 , 它 保证 了 对 应 于 不 完全 平衡 的 宏观 态 的 存在 . 本 节 和 下 节 中 
给 出 的 理论 ,对 序 参量 弛 耶 的 处 理 , 认 为 不 取决 于 物体 其 它 宏观 特征 的 弛 和 豫 , 理 
论 之 所 以 有 意义 , 正 是 由 于 上 述 这 种 情况 . 

在 空间 不 均匀 系统 中 ,我 们 必须 考虑 由 下 列 积分 


0 = | IO +a(T-T)W+bn +g(Vn) dy (101. 8) 


给 出 的 总 热力 学 势 ( 见 第 五 卷 (146.5)). 相应 平衡 条 件 通过 将 积分 对 m 作 变 分 
并 令 变 分 为 零 而 求 得 . 对 含 梯度 项 作 分 部 积分 ,我 们 得 到 平衡 条 件 为 下 列 方程 
的 形式 


2a(T-T)n+4by -2gAn~ -2gA87 =0. 


(为 明确 起 见 ， ee 让 全 的 克 旺 相应 地 , 弛 弄 方 程 


= -{ 了 -2yeAsn | (101.9) 
中 出 现 补充 项 . 
对 于 函数 5n(t,r) 的 每 个 空间 健 里 叶 分 量 , 由 此 求 得 下 列 方程 
nl (101. 10) 


dt TE S TE To 
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我 们 看 到 对 上 关 0 分 量 的 弛 天 时 间 当 7 一 了 时 仍 保持 有 限 ,但 随 上 的 减 小 而 增 
大 . 

最 后 ,如 果 我 们 在 2 中 包括 - mh 项 , 它 描 述 外 场 对 相 变 的 影响 ( 见 第 五 卷 
(146.5) ) , 则 弛 和 豫 方 程 变 成 


2 - -加 +2yEASm + yh. (101.11) 
如 果 假 设 外 场 是 周期 性 的 
hoc et "et) ， 
于 是 我 们 得 到 下 列 关 系 式 
B77 =xX(w,k)h 
其 中 啊 应 率 是 
Y(w,k) = 呈 (101. 12) 


一 1) 
这 个 表达 式 在 w= -iri 有 一 极点 ,与 | 末尾 所 作 一 般 论 点 一 致 . 当 w=0 
和 天 =0 时 , 它 简 化 为 y(0,0) =1/[4a(7. -7)], 与 第 五 卷 (144. 8 ) 一 致 . 
根据 涨 落 耗 散 定 理 , 响 应 率 (101. 12) (在 经 典 极限 fw <<T 下) 通过 公式 
2 _2T7 2yT 
( 87 ) = Iok) = (101. 13) 


Tk 
确定 序 参 量 涨 落 的 谱 关 联 函 数 . 这 是 关联 函数 (87(0,0)8m(t,r) 的 时 空 傅 里 
叶 分 量 ; 涨 落 的 傅 里 叶 分 量 的 乘积 的 平均 值 与 函数 ( 37” ) 由 关系 式 
(5737 》=(2m) (w+w') (kk +k') (67 ) 
相 联 系 . (101. 13 ) 对 dw/(2"m) 的 积分 给 出 同时 关联 函数 (85m(0,0)8n(0,r)) 的 
空间 傅 里 叶 分 量 了 ?: 


(57 ) = | G87°) .5 





了 


一 一 一 一 一 一 -一 101. 14 
FT ) 
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上 节 中 所 阐述 的 理论 并 没有 考虑 到 序 参量 的 涨 落 . 因此 它 的 适用 性 像 朗 道 
的 相 变 热力 学 理论 那样 ,受到 相同 条 件 的 限制 . 这 些 条 件 在 相 变 点 邻 域 ,“ 涨 
落 " 区域, 不 能 满足 . 

在 这 个 区 域 ,物体 的 动 理学 性 质 ( 像 纯 热 力学 性 质 那 样 ,第 五 卷 , § 148) ,可 
用 一 组 “临界 指数 "描述 ,它们 明确 规定 逼近 相 变 点 时 一 些 量 的 变化 方式 . 可 证 
明 ,通过 将 第 五 卷 $ 149 中 对 热力 学 性 质 所 表述 的 标 度 不 变性 假设 扩展 到 包括 


@ 在 将 (101. 14 ) 与 第 五 着 中 公式 (146.8) 比较 时 ,必须 记 住 后 一 公式 与 有 限 空间 了 中 展 成 傅 蜂 时 
级 数 中 的 分 量 有 关 ,而 不 是 展 成 傅 里 叶 积 分 . 
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动 理 效应 以 推导 出 这 些 指数 间 的 某 些 关系 是 可 能 的 ,这 个 推广 称 为 动 理学 标 度 
不 变性 . 
热力 学 量 在 相 变 点 具有 的 奇异 性 质 依赖 于 描述 相 变 的 序 参 量 分 量 数 , 以 及 
依赖 于 由 它们 所 形成 的 有 效 哈 密 顿 算 符 的 结构 ( 见 第 五 卷 , $147). 对 于 动 理学 
量 , 由 于 描述 弛 更 的 “运动 方程 ”的 各 种 可 能 形式 ,可 能 情况 的 范围 变 得 更 加 多 
种 多 样 . 让 我 们 首先 考虑 序 参 量 只 有 一 个 分 量 的 最 简单 情况 (B. I Halperin ， 
P. C. Hohenberg, 1969). 
原则 上 可 能 (尽管 实际 上 难以 实现 ) 确 定 弛 瑰 行 为 的 一 种 方式 ,是 计算 外 场 
作用 下 序 参 量 7 的 精确 的 (考虑 到 涨 落 的 ) 响 应 率 xX(w,k;T). 弛 瑰 期 间 7 随时 
间 的 变化 由 x 作为 复 变 量 w 的 函数 的 奇 点 于 以 确定 (如 在 $591 中 阐释 过 的 ). 
如 果 最 邻近 实 轴 的 奇 点 是 虚 轴 上 w= -ir (上 ;7T) 处 的 单 极点 , 则 序 参 量 的 每 个 
健 里 叶 分 量 按 指数 律 豪 减 , 弛 殉 时 间 为 7(k;T). 除 确定 热力 学 量 行 为 的 临界 指 
数 之 外 ,我 们 还 引进 表征 函数 xX(w,k;7) 的 两 个 指数 yY 和 2: 
Te |T-T |™, 当 =0， (102.1) 
xk , 当 T=T， (102. 2) 
并 有 YY>0,z>0, 因 为 对 k=0,7T=7., 弛 列 时 间 变 成 无 限 大 . 
似乎 很 合理 的 是 假设 ,邻近 二 级 相 变 点 (在 涨 落 区 域 ), 如果 时 间 以 ro = 
“7T(0;7) 为 单位 量度 ,而 长 度 1/k 以 r.(7T) 为 单位 量度 , 则 弛 驶 时 间 不 依赖 于 温 
度 ,这 里 r 是 序 参 量 涨 落 的 关联 半径 . 换 旬 话说 ,也 数 7T(k;T) 必 须 取 下 列 形式 
ey A (102. 3) 
其 中 f 仅 以 乘积 hr. 通过 7r.(7T) 依 赖 于 温度 ,而 f(0) = const. 
因为 当 7 一 7 时 7. 一 w , 则 与 临界 指数 z 的 定义 一 致 ,我 们 必须 有 当 & 一 % 
时 f(E)xt ,于 是 7 对 温度 的 依存 关系 可 以 分 成 乘积 形式 
IT7-7T.|”?I7T-7.|”, 


其 中 v 是 对 于 关联 半径 的 临界 指数 包 ， 
rx |T=T | . (102.4) 
但 是 当 T 一 7 时 (以 及 k 关 0)r 必须 保持 有 限 . 由 此 得 出 ,我们 必须 有 
y = 2y. (ON 


从 而 标 度 不 变性 的 假设 使 我 们 能 将 (102. 1) 和 (102.2) 中 的 两 个 指数 联系 起 来 . 
如 静态 情况 中 那样 ,有 很 好 理由 假定 临界 指数 在 相 变 点 两 边 相 同 . 问题 在 
于 空间 不 均匀 性 (kz0) 消 除了 7=7. 处 所 有 量 的 奇异 性 ,在 这 个 意义 上 , 它 把 


@ 例如 ,邻近 其 居 里 点 的 铁 磁 体 中 ,磁化 强度 矢量 绝对 值 的 弛 殉 就 是 这 种 情况 ,其 中 相对 论 性 强 相 
再 作 用 固定 了 这 个 矢量 的 晶体 学 方向 
加 ”这 里 和 下 面 关 于 热力 学 最 的 临界 指数 的 记号 与 第 五 卷 ,$148 中 的 相同 . 
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相 变 弄 得 模糊 不 清 (在 这 方面 ,不 均匀 性 像 外 场 那样 影响 相 变 ). 换 句 话说 ,点 
7 了 = 了 . 不 再 是 有 区 别 性 的 ,所 以 没有 任何 理由 预期 当 了 从 上 面 和 从 下 面 趋 近 了 . 
时 ,z 的 值 之 间 会 有 差别 . 根据 关系 式 (102.5) ,于 是 对 指数 y 同样 也 是 正确 的 . 
我 们 可 以 类 似 地 把 与 其 它 临 界 指数 联系 起 来 . 例如 ,让 我 们 考虑 当 大 =0 
时 在 T=7, 点 响应 率 X 对 w 的 依存 关系 . 
根据 标 度 不 变性 ,函数 xX(w,k;T.) 可 以 表述 成 下 列 形式 
X= 1T-T | Yr ,kr.), f(0,0) = const, 
其 中 y 是 当 上 =0 和 w=0 时 对 于 响应 率 的 临界 指数 . 当 大 =0 和 7 一 7T, 时 吧 应 
率 必 须 趋 于 有 限 极限 (如 果 w 关 0). 因为 roc | 了 -了 T. | -”, 我 们 发 现 这 意味 着 
FE,0) ct 7， 当 上 一 o. 
因此 所 求 的 X 对 w 依存 关系 是 
Xxw”, k=0, T=T.. (102.6) 
于 是 ,在 所 考虑 的 情况 下 , 标 度 不 变性 的 要 求 使 我 们 能 确立 动 理 学 和 热力 学 
临界 指数 之 间 的 一 定 关 系 , 但 是 不 足以 由 后 者 完全 确定 前 者 . 
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现在 让 我 们 考虑 “ 简 并 性 ”系统 ,其 中 序 参 量具 有 若干 (n 个) 分 量 wm, 但 有 
效 哈密 顿 算 符 (在 均匀 系统 中 ) 仅 依赖 于 这 些 分 量 的 平方 和 . 换 旬 话说 ,如 果 将 
这 组 量 m, 认为 是 一 个 n 维 矢量 , 则 有 效 蛤 密 顿 算 符 不 依赖 于 矢量 的 方 癌 . 

一 个 典型 例子 是 纯 交 换 铁 磁体 , 它 的 能 量 不 依赖 于 磁化 强度 矢量 的 方向 . 
另 一 个 例子 是 超 流 体 ( 液 氨 ) ,其 中 序 参 量 由 凝聚 相 的 波 肾 数 

后 = /ne (103. 1 ) 
表达 ( 见 第 九 卷 ,$26 和 8$27). 这 个 复 量 是 一 组 两 个 独立 量 ,但 均匀 液体 的 能 
量 仅 依赖 于 模 平方 | 仿 1”=no ,凝聚 相 的 密度 . 

“ 简 并 性 ”系统 的 独特 性 质 归 因 于 在 其 振动 谱 中 存在 正 是 与 ^ 序 参量 矢量 ” 
方向 的 振动 相 联 系 的 一 个 分 支 ( 软 模 ) ;这 些 振动 的 频率 在 相 变 点 变 为 零 . 它们 
的 色散 关系 一 方面 可 以 根据 宏观 运动 方程 求 出 ,而 另 一 方面 必须 满足 标 度 不 变 
性 的 必要 条 件 . 如 果 这 个 假定 正确 ,这 允许 将 动 理学 临界 指数 完全 通过 热力 学 
临界 指数 予以 表达 . 我 们 将 就 液 氮 的 情况 来 这 样 做 (R.A. Ferrell, N. 
Menyhéird, H. Schmidt, F. Schwabl, P. Szépfalusy, 1967). 

在 这 个 情况 ,“ 软 模 " 是 第 二 声 . 邻近 相 变 点 , 它 由 超 流 速度 vs , 和 炳 的 联合 
振荡 组 成 ;第 二 声 中 正常 速度 振荡 振幅 是 v。~v,p,/p, ,邻近 相 变 点 (和 A 点 ) 它 像 p， 
那样 很 小 . 注意 到 超 流 速度 与 凝聚 相 波 函数 的 相位 相 联 系 ,v = 育 V @/m, 所 以 
v .的 振荡 含有 相位 振荡 , 即 ,“ 序 参量 矢量” 的 方向 的 振荡 的 意思 . 对 于 这 些 振 
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荡 的 色散 关系 是 
wW = uk, (103.2) 


NE (103.3) 
NN Cp, Cop 


是 第 二 声 的 速率 (5 为 炉 而 C, 为 单位 质量 液体 的 比 热 ) ;邻近 相 变 点 ,TT 和 5S 可 
用 它们 在 A 点 的 值 7, 和 5, 代替 ,而 p, (液体 正常 组 分 的 密度 ) 用 总 密度 p 代 


其 中 





替 山 . 
当 7 一 7 时 ,密度 p, 按 
pec(T -7T) 和 (103.4) 
趋 于 零 ,其 中 a 是 关于 比 热 的 临界 指数 : 
Cx lIT -7 (103.5) 


( 见 第 九 卷 (28.4)).w, 趋 于 零 的 方式 依赖 于 a 的 正 负 . 如 果 a >0, 因 而 C, 一 
o , 则 我 们 有 

ux (7 了 -7T)"*"?, a>0. 
如 果 a <0, 则 C, 趋 于 有 限 极限 (注意 到 临界 指数 仅 定 义 邻 近 相 变 点 比 热 的 奇异 
部 分 的 行为 1) ;于 是 

tccf( 了 了 -Ta<0. (103.6) 
下 面 我 们 将 假定 a <0( 事 实 上 看 来 对 液 氨 是 正确 的 w= -0.02). 

第 二 声 的 阻尼 由 频率 的 虚 部 予以 描述 . 远 在 和 点 以 下 时 ,这 个 虚 部 很 小 ,但 
当 向 入 点 台 近 时 虚 部 增 大 ,而 在 和 点 紧邻 域 (kr。~ 1) 变 成 1 的 量 级 (Imw ~ 
lw1). 在 入 点 以 上 充分 远 距 离 处 ,我 们 有 和 寻常 阻尼 热 波 ( 热 传导 方程 的 解 ) ,具有 
色散 关系 





w=i rk, (103.7) 


其 中 k 是 热 导 率 . 
现在 我 们 应 用 标 度 不 变性 假设 ,根据 这 个 假设 ,色散 关系 在 邻近 入 点 必须 
具有 形式 
w = kf( kr.), 


Q@ ”注意 到 液 氮 中 第 一 声 和 第 二 声 的 速率 作为 色散 方程 
saf /aPpy pTS*] poTS 1 ep _ 
| (me (ml 
的 根 进行 计算 ( 见 第 六 卷 , 8 130). 在 A 点 紧邻 域 以 外 ,热膨胀 系数 很 小 ,因而 差 C, - C。 也 很 小 ,所 以 我 
们 可 以 令 C, =C,, 当 TT 时 ,C, 变 得 与 C, 显著 不 同 . 但 p,-*0 ,于 是 我 们 得 到 (103. 3). 
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这 个 还 可 写成 由 
7 -了 
o = 1 im) (103. 8) 


(有 不 同 的 函数 ,其 中 v 为 对 于 关联 半径 的 临界 指数 . 
色散 关系 (103.2) 和 (103.7) 的 正确 性 并 不 受 关于 离 A 点 远 度 的 任何 条 件 
的 限制 ,而 是 在 给 定 温度 下 , 受 条 件 hr. <<1 所 限制 :波长 必须 远大 于 关联 半径 ， 
因为 否则 的 话 ,作为 这 些 关 系 基 础 的 宏观 方程 不 再 适用 . 
让 我 们 首先 考虑 低 于 相 变 点 的 温度 范围 . 当 kr. <<1 时 ,色散 关系 对 上 为 线 
性 的 这 个 必要 条 件 ,确定 (103.8) 中 f(#) 的 极限 形式 : 
f(E) x( -2 , Et-%. 
类 似 地 求 得 色散 关系 对 温度 的 依存 关系 为 : 
wek(T, - T)"". ( 103.9) 
将 这 个 结果 与 (103.6) 比 较 求 得 


v(z—-1) 


6 
临界 指数 vy 和 a 由 3v =2 -a 相 联 系 ( 见 第 五 卷 (149.2)); 由 此 @ 
z =3/2. ( 103. 10) 
当 7 一 7 了， 时 ,频率 必须 趋 于 有 限 极限 , 因 而 f(0) = const 从 而 在 入 点 本 身 
对 于 第 二 声 的 色散 关系 是 
w ok’, (103. 11) 
并 且 w 的 虚 部 与 实 部 具有 相同 数量 级 . 当 TT 时 ,对 满足 条 件 hr。 >> 1 的 短 
波 ,色散 关系 (103. 11) 是 正确 的 . 
最 后 ,让 我 们 考虑 温度 范围 7 了 >7T,. 这 里 , 当 jir <<1 时 ,w 必须 是 天 的 二 次 
函数 . 这 个 意味 看 
f(#)xrét"  ， 当 E +%. 
于 是 
werT-T )". 
与 (103.7) 比较 ,将 > 用 a 表示 ,给 出 热 导 率 的 温度 依存 关系 : 
PD ( 103. 12 ) 
这 个 当 7 一 7 时 近似 地 按 (7T -7,)" 趋 于 无 穷 . 
第 二 声 涉及 凝聚 相 波 函数 相位 $B 的 振荡 . 因此 量 1/(Imw) 也 代表 相位 弛 


QD 这 些 关系 在 涨 落 区 域 必须 是 正确 的 . 它 意 昧 着 不 等 式 I1T -7,1 << 7 必须 总 是 满足 的 . 然而 ， 
有 迹象 表明 在 液 氨 中 这 个 不 等 式 实际 必须 很 宽裕 地 满足 ,意味 着 理论 应 会 有 某 个 小 数值 参量 . 
加 如 果 a>0, 则 z=3/(2 -ca)， 
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阶 时 间 . 当 二 "0 时 它 当 然 趋 于 无 穷 ;在 均匀 液体 中 ,相位 变化 并 不 导致 能 量变 
化 ,因而 相位 弛 豫 是 不 可 能 的 . 

对 | 与 | = Vno, 凝 聚 相 密度 的 弛 驳 时 间 一 般 与 相位 弛 驳 时 间 是 不 同样 的 . 
然而 , 按 标 度 不 变性 的 意义 来 说 ,我 们 可 以 断言 , 当 jir. ~ 1 时 两 个 时 间 在 数量 级 
上 是 一 致 的 . 根据 (103.9) ,这 个 时 间 是 


1 —y(s—1) ~ V3 
T re 了 ) ce(T -7T)™. 


用 (103. 10) 的 z, 我 们 求 得 

re(T, -7T) "". (103. 13) 
对 凝聚 相 密 度 的 弛 殉 时 间 当 k 一 0 时 仍 保持 有 限 , 绝 对 不 像 相 位 弛 弄 时 间 那 样 趋 
于 无 穷 . 因此 ,凝聚 相 密度 弛 耶 时 间 的 温度 依存 关系 (103.13) , 当 上 大 =0 时 仍 保 
持 有 效 (B. JI. IIokpoackHg,H，M.，XamaTHHKoB ,1969 ) 中. 


QD ”如 果 a >0, 我 们 会 得 到 7+x (7T， -7) ,与 朗 道 理论 的 结果 (101.6) 精 确 一 致 . 然而 ,这 个 一 致 
在 某 种 意义 上 是 偶然 的 - 
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克 努 森 效 应 ”55 


空间 色散 可 忽略 的 条 件 111,207 


库仑 对 数 158 
扩散 


动量 空间 中 的 ~ 84,155 ,324 ,327 


核 大 小 ~ 394 ,396 
横向 ~ 246 
能 量 ~ 95 


L 


拉 莫 尔 半 径 204 
拉 莫 尔 频 率 203 

朗 道 围 道 定 则 113 ,206 
朗 缪 尔 频 率 119 

简 并 性 等 离 体 的 ~ 153 
勒 迪克 - 里 吉 效 应 227 
雷诺 数 44 

力 热效应 ”50 

临界 核 393 .398 

临界 指数 ”405 ,408 一 409 
零 声 298 


刘 维 尔 定 理 7,63 
伦敦 情况 387 
螺旋 波 220 ,348 


M 


麦克 斯 韦 符 性 应 力 45n 
密度 关联 旷 数 74,77 
密度 矩阵 ”149 ,376 

面 阻 抗 341 ,345 ,389 


N 
能 斯 特效 应 227 
P 


碰撞 积分 
巴 列 斯 库 - 莱 纳 尔 ~ 
玻 尔 兹 曼 ~ 9 
皮 帕 德 情况 388 
屏蔽 ”121 ,153 
平均 自由 程 10 
等 离 体 中 的 ~ 161 
费 米 液体 中 的 ~ 296 
介 电 体 中 的 ~ 273 ,280 
平均 自由 时 间 10 


Q 


172 ,200 


迁移 率 
电子 ~ 89 
气体 中 的 ~ 37 


R 


热 分 子 压强 效应 ”49 
热 滑 移 47 
热 扩 散 ”36 
软 模 407 


引 


S 


和 森 夫 特 利 本 效应 4ln 
声 吸 收 
玻 色 液体 中 的 ~ 303 
声 子 对 电子 的 电 引 317n,331 
声 子 谱 简 并 性 274 
适应 54 
舒 布 尼 科 夫 - 德 哈 斯 效应 ”353 
各 向 同性 模型 中 的 ~ 359 
输 运 方程 8n 
输 运 截面 35 ,87 ,157 ,246 
输 运 系数 ”25n 
索 宁 多 项 式 28 


W 


维 德 曼 - 弗 兰 兹 定律 

温差 电 系 数 
326 

温度 间断 47 

无 碰撞 冲击 波 140 


X 


309 313 


细致 平衡 
光子 发 射 的 ~ 182 一 183 
器 壁 反 射 时 的 ~ 53 


Y 


么 正 条 件 6,280 
硬 球 气体 32 ,38 ,72 


Z 


涨 落 的 谱 郴 数 76 
自由 分 子 流动 57,59n,61 
管 中 ~ 59 
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165 ,232 ,306 ,316 ,324, 


外 国人 名 译名 对 照 表 





一 ”拉丁 字母 序 


Abramowitz，M. 阿布 拉 葛 威 艾 
Alfyen,H. 阿尔 文 

Aono,0. 奥 诺 

Appleton ,E. V. 阿 普 尔 屯 
Balescu,R. 巴 列 斯 库 
Bardeen, J. 巴 丁 

Bessel,F. W. 贝 塞 尔 

Bloch ,F. 布 洛 赫 

Bohm , D. J. 博 姆 

Bohr ,N. H. D. 玻 尔 
Boltzmann ，Ludwig, E. 玻 尔 兹 曼 ,路 德 维 希 
Born ，M. 玻 恩 

Bose,S. N. 玻 色 

Briggs，R. J. 布 里 格 斯 
Brittin，W. E. 布 里 丁 
Brooker,G. A. 布鲁克 
Buchsbaum,S. J. 布 克 斯 例 姆 
Burnett,D. 伯 内 特 
Casimir,H. B. G. 卡 西 米尔 
Chapman ,S. 查 普 曼 
Clausius ,R，J]. E. 克 劳 修 斯 
Cohen ,上 . G. D. 科 思 
Compton , A. H. 康 普 顿 

Conte ,S. D. 康 特 

Cooper,L. N， 库 珀 


外 国人 名 译名 对 照 表 


Coulomb ,C. A. de 库仑 
Curie ,P， 居 里 

de Broglie, L. V. 德 布 罗 意 
de Haas ，W. J. 德 哈 斯 

de Vries，G. . 德 弗 里 斯 
Debye ，P. J. W. 德 拜 
Doppler，j €. 多 普 勒 
Dorfman, J. R. 多 夫 晕 
Dreicer，H. 德 菜 赛 
pbrude ，P. 德 鲁 德 
Drummond ， 叉 .上 德 鲁 蒙 德 
Druyvesteyn ，M. J. 德 鲁 维 斯 坦 
Einstein, A， 爱 因 斯 坦 
Enskog, D. 恩 斯 库 格 
Euler，EL. 欧 拉 

Fermi ， 上 上 上， 费 米 

Ferrell ，R. A. 费 雷 尔 
Fokker,A. D. 福 克 尔 
Fourier,J. B. J. 健 里 叶 
Franz，R. 弗 兰 效 
Fresnel ，A. -J. 非 涅 耳 
Fried，B. D. 弗 里 德 
Galileo ，G. .人 利 略 
Gardner，C. S. 加 德 纳 
Gauss，C. F， 高 斯 

Gibbs, J. W. 吉 布 斯 
Golt, J. 臣 尔 特 
Gould,R. W. 古 德 
Green ，G. 格林 

Green ，H. S. 格林 
Creene, J. M. 格林 
Gross, E. P. 格 罗 斯 
Halperin ，B. 工 哈 尔 佩兰 
Hamilton，W. R. 哈密 顿 
Heisenberg，W. K. 海 森 伯 
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. 416 ， 外 国人 名 译名 对 照 表 


Hermite ，C. 厄 米 

Herring ，C. 赫 林 
Hohenberg，P. C. 霍 恩 伯 格 
Hopf，E. 霍 普 夫 

Hubbard ，J， 哈巴 
Hiickel，E. 休克 和 尔 

Hund, F， 洪 德 

Jacobi, C. G.J. 雅 可 比 
Kawasaki，K. 川崎 
Kirkwood , J. G， 柯 克 伍 德 
Knudsen ，M. H. C. 克 努 森 
Kohn, W. 科恩 

Korteweg ，D. J. 科 尔 特 威 格 
Kruskal ，M. D. 克 鲁 斯 卡尔 
Kubo，R. 久保 亮 五 
Laguerre，E. 拉 盖 尔 
Landshoff，R. 兰 蒋 霍 夫 
Langmuir ,1].， 朗 纪 不 
Laplace, P. S. M. 拉 普 拉 斯 
Larmor, J. 拉 葛 尔 
Lassen,，H. 拉 森 

Lax，M. 拉克 斯 
Leduc , 勒 迪 元 

Legendre ，A. M. 勒 让 德 
Lenard ，A. 莱 纳 尔 
Liouville ，Jj， 刘 维尔 
London ，H. 伦敦 

Lorentz ,H. A. 洛 伦 效 
Mach ,E. 马赫 

Malmberg, J. H. 马尔 姆 但 格 
Matsubara ，T. 松原 
Mattis ，D. C. 马 蓄 斯 
Maxwell, J. C. 麦克 斯 韦 
Menyhard ，N. 梅 尼 哈 德 
Mills ，R. 米尔 斯 


外 国人 名 译名 对 照 表 


Miura ，R. M. 纽 拉 
Navier，C. -L. -M. -H. 纳 维 
Nernst，W. F. H. 能 斯 特 
Nyquist，H. 尼 奈 斯 特 
O'Neil ，T. M. 奥 尼 泵 
Ohm ，G. S. 欧姆 
Onsager，L. 昂 萨 格 
Oppenheim ，I， 奥 本 海 姆 
Pauli,， W. 泡 利 

Peierls ，R. E. 派 尔 期 
Pines，D. 派 因 斯 
Pippard ，A. B. 皮 由 德 
Planck ，M. 普度 殉 
Poiseuille, J. L. M.， 泊 肃 叶 
Poisson ，S. D. 泊 松 
Poynting, J. H. 坡 印 亭 
Prandtl ，L. 普度 特 
Price ，P. J. 普 里 斯 
Reuter，G. E. 路透 
Reynolds ，0. 雷诺 
Righi，A. 里 吉 
Rostoker，N. 罗斯 托 克 
Rutherford , 下 . 卢 瑟 福 
Schmidt ，H. 施 密 特 
Schottky,，W. 肖 特 基 
Schrieffer, J. R. 施 里 弗 
Schridinger, 王 ， 蔷 定 刘 
Schwabl], F. 施 瓦 布尔 
Senftleben , 森 夫 特 利 本 
Sengers, J. V. 森 杰 斯 
Sommerfeld ，A. 索 末 菲 
Sondheimer, 上. H. 桑 德 海 默 
Sonine , 索 宁 

Stegun, I. A. 斯 特 办 
Stiokes ，G. G. 斯 托 兄 斯 
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. 418 . 外 国人 名 译名 对 照 表 


Stiickelberg , 上. C. G. 斯 图 克 尔 伯 格 
Sturrock ，P. A， 斯 图 罗 克 
Sussmann, J. A、 苏 斯 曼 
Sykcs，J. 萨克斯 
Szépfalusy，P. 侈 法 卢 什 
Theliung，A. 狄 隆 
Titeica，S. 齐 采 卡 
Tonks，L. 汤 克 斯 

Van Alphen ，P. M. 范 阿尔 分 
Waldmann. L. 瓦尔 德 曼 
Weinstock ，】. 温 斯 托 克 
Wick ，G. C. 威 克 
Wiedemann，G. H. 维 德 曼 
Wiener，N. 维 纳 


Yvon, JJ. 伊 僵 
二 俄语 字母 序 


A6prkocog，A，A. 阿布 里 科 索 夫 
Aa6enp，M. 区 阿 兹 贝尔 
AHnpee8，A.， 中 . 安 德 列 耶 夫 
AHnpeeBs，B.，B. 安 德 列 耶 夫 
AbaHacpeB，A.M. 阿 法 纳 斯 耶 夫 
Axue3ep，A. H. 阿 希 泽 尔 
Benaes，C.T， 别 里 亚 耶 夫 
Boronto60oB，H. H. 博 戈 留 波 夫 . 
BparnHckH 半 ,CH. 布 拉 金 斯 基 
Bynkep, T. 五 . 布 德 克 尔 
BeneHoB,， A. A. 书 杰 诺 夫 
BennxoB，E. HT. 韦 利 霍 夫 
Bracog ，A.A. 弗 拉 索 夫 
rankHH，B. C. 加 和 尔 金 
rasuesBHd4d，C. B， 甘 采 维 奇 
TeiftnnrkMaH，B. T， 羔 利 克 坚 
TepmrmaH, B. H. 盖 尔 和 希 曼 
TH3s6ypr，B. /I. 金 效 堡 


外 国人 名 译名 对 照 表 


TompmMaHE ,MH. MH. 苞 利 德 曼 
TopneeBs, T. B. 芝 尔 捷 耶 夫 
ToppKoB, [. ITI. 区 里 科 夫 
TypesH4，A. B. 古人 证 维 奇 
TypeBH4，B. A[. 古 列 维 奇 
TypeBrd， 刀 3. 古 列 维 奇 
FTypzH，P，H. 古 尔 日 
Haspin0B，B. H. 达 维 多 夫 
annomnHHcknH(，H. E. 加 洛 辛 斯 基 
3enpnoBH4 ， 有 中，B. 泽 利多 维 奇 
KaraHn，IO. M. 卡 甘 

KaragoB，M. MH. 卡 甘 诺 夫 
KanomMueBs,，B. B. 卡 多 姆 采 夫 
KaHep，3. A. 卡 涅 尔 

Karrzzrroc，P. 卡 蒂 留 斯 

KermnpIu ， 刀 .，B. 凯 尔 迪 什 
KmHMoHTOBHd ，IHO. 开 . 克利 蒙 托 维 奇 
Korag ，M. H. 科 甘 

KoraH, III. M. 科 甘 
KoncraHTHHOB， QO. B. 康 斯 坦 丁 诺 夫 
KormenmroBrd，A，H. 科比 里 奥 维 奇 
KoceBHd ，A，M. 科 谢 维 奇 
KynukosckH 立 ，A. T， 库 里 科 夫 斯 基 
JIaHnay，JIeB IapnnoBnH9q 基 道 , 列 夫 ' 达 维 多 维 奇 
JiH 中 Im，E，、M. 栗 弗 席 效 
JIxnwmnn,，H. M. 标 弗 席 效 
MakcnMoB, 有 [.， A. 马克 西 葛 夫 
IIapx 站 ckaf ， 玫 .B. 帕 里 斯 卡 娅 
Iepenxnbp，B. 1H. 佩 雷 尔 

IIemkos ，B.， II. 彼 什 科 夫 
IIaTraeBcKH 站 ， 玫 II. 皮 塔 耶 夫 斯 基 
IIokpoBcKkH 站 ，B. I[. 波 克 罗 夫 斯 基 
IIlomepaHdyk，H. 肛 . 波 姆 兰 丘 克 
PaMasalIBHIE，P，P. 拉 马 扎 什 维 利 
PowaHoBg，HO. A. 罗曼 诺 夫 
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PyMep,，IO. B. 鲁 默 尔 

Pyxan3e,，A. A. 鲁 哈 泽 
Carnees，P. 3， 萨 格 捷 耶 夫 
CHTHH ，B. 如 .西林 

Crko6oB ，B. T. 斯 科 博 夫 
Cne30B，B. B. 斯 列 佐 夫 
TaMM，H，E. 塔 姆 

TepeHTbeB, H. M. 捷 连 梯 耶 夫 
DanneeBa，B. H. 法 捷 耶 娃 
DaitH6epr, 找 ，B， 费 因 贝 格 

中 mrnnoa,T. 中 . 费 里 波 夫 
DPpanknH, E，C. 弗 拉 德 金 
Dpumanegnep，O. T.， 弗 里 德 棱 杰 和 尔 
XanmaTHHKOB ， 开 ，M， 哈 拉 特 尼 科 夫 
IIIy6aukoB,，A. B. 舒 布 尼 可 夫 
IIynmpMaH，A. 区 舒 尔 曼 
9nnam6epr, T. M. 忆 立 硕 们 格 


